MPSI DM 23 Lien coefficient-Racine et application

Exercice 1. [Correction] L'objectif de ce probleme est de montrer que si p est un entier strictement positif alors

|
¢(2p) = lim Z w2 est un multiple rationnel de 7%”
k=0

n—-+o0o
2
On retrouvera alors la formule {(2) = " et on calculera la valeur de ((4).

Pour cela nous introduirons les «formules de Newton» qui permettent d'exprimer les sommes de puissances des racines d'un
polyndme scindé a I'aide de ses fonctions symétriques. On appliquera ces formules a une famille de polynémes a coefficients

entiers dont les racines s'expriment a I'aide de la fonction cotangente, qui, restreinte a I'intervalle 0; 5 [sera notée

}0; g { 4R

COt: COsx
T "

SIn T

Si a et b sont des nombres complexes et p un entier positif on rappelle la formule de factorisation :

a? — b = (a—0b) <z_:aibp_1_i> (*)
i=0

Commentaire.

> La partie | sur les formules de Newton est d'un bon niveau Mine/Centrale
> La partie Il fait un peu peur mais n’est pas si difficile mais d'un bon niveau

> La partie Ill est plus facile MAIS ...

Conclusion : Dur, dur , dur



Partie I - Formules de Newton
Soit A un polynéme de degré n > 1, de racines (pas nécessairement distinctes) oy, as,...,a, € C,
A=+ X+ +a,X"=a,X—a1) - (X—ay,).
Pour tout k € [0;n], on rappelle que sa k-ieme fonction symétrique élémentaire est définie par :

op=1, esik>1 o= E Qg Oy "~ Qe
101 <ip <+ <ip<n

n
Pour tout p € N on notera S, sa p-iéme somme de Newton définie par : S, = Zaf
i=1

1. Casn=3.
(a) Exprimer 01,02 et o3 en fonctions de aq, ae et a3 puis en fonction de ag, a1, as et as.

(b) Exprimer alors les sommes de Newton

S| =a; + as + as, ngoﬁ—ka%—kag et ngai’—kag’—i—ag

en fonction de 01,09 et o3.
a+b+c=2
(c) Application. Trouver (a,b,c) € C? tels que { a? +b? + ¢ = 26
a®+ b3 4¢3 =38
2. Cas général n € N*
(a) Sans justifier, rappeler pour tout j € [0;n] I'expression de la fonction symétrique o; a l'aide de j, a, et a,—;
et écrire I'expression développée de A a I'aide de a,, et des fonctions symétriques 01,02, ...,0p,.
(b) En exprimant le fait que les ay; (pour 1 < k < n ) sont racines de A , établir la formule de Newton d'ordre n :

Sp =018 1+ +(=1)"to, 1S+ (-1)"no, =0

3. Nous allons généraliser cette formule a tout entier p tel que 1 < p<n—1.

" AX) - A(w)
tifier A'(X) = _—

(a) Justifier A'(X) ;:1 X

(b) En utilisant la formule de factorisation (*),

n n—1 n—j—1
montrer que : A'(X) = a,, Z (—1)o; ( Z annjk1>
0 k=0

i=1 j= =
puis montrer que : A'(X) = a, Z (—1)P*g,_j SpXm Pt
Osk<psn—1

(c) En reprenant alors I'expression obtenue a la question 2.a, en déduire pour tout 1 < p < n — 1 les formules de
Newton d'ordre p :

Sp—01Sp—1+ -+ (=1)’"to,_1 S + (=1)Pps, =0



Partie II - Familles de polynémes

n

' R 2 1 _
Pour tout entier n > 1 on définit le polynéme P,, € R[X] par P,, = Z(_l)k <2Z I 1>Xn *
k=0

1. Préciser le degré et le coefficient dominant de P,, en fonction de n.

2. (a) Montrer que pour tout z € R

2n—2k

cos AL g

 sin

< 2n+1
Im ((cosz + isinz)***1)) :Z(—l)k( )
P 2k+1

(ot Im(z) désigne la partie imaginaire du complexe z )

(b) Etablir, si = € }og[ P, (cot*(z)) = w

sin

- kmw
En déduire P, = (2n+1 X — cot?
(c) En déduire .= (2n+ )kl:[1< cot 2n+1>

3. Soient n > 1 et k € [1;n], montrer que la k-iéme fonction symétrique de P,, est donnée par

B (2n)!
1) = G ok T 1)

4. L'écriture précédente permet, en identifiant n a la variable, de définir pour tout k£ > 1 un polyndme que I'on notera
également oy, a coefficients réels. On a ainsi

2X(2X —1) 2., 1
Ulszg)(*gX

(a) Donner I'écriture développée du polynéme o.

(b) Montrer que pour tout k € N*, le polyndme oy, est a coefficients rationnels et de degré 2k.
Exprimer son coefficient dominant en fonction de k.

5. On définit par récurrence une famille de polynémes S, pour p > 1 a I'aide des formules de Newton :

p—1
Sp= 1 Syt =+ = (1P oy 81— (<170, = - (Z(—l)m S) — (=1)poy
i=1
(a) Calculer Sy et Ss.
(b) Montrer que pour tout 1, le polynéme S, est a coefficients rationnels, de degré au plus 2p.
1

D2
(c) Justifier que pour tout p > 1 et tout n > p on a

- km
Sp(n) ;}:1 cot (Qn 1 )

(d) En déduire que si on note s, le coefficient du terme en X" de S,, alors

n 2p km
) > k=1 €Ot (2n+1)
s5p, = lim

n—-+o0o n2p




Partie III - Encadrement des sommes partielles

us ) 1
1. Pour tout réel 0 < x < 5 montrer que : sinz <z < tanz, puis 0 < — — cot?x < 1
x

2. Soit p un entier strictement positif, en utilisant la formule de factorisation (*) rappelée dans I'introduction du probléme,
montrer

1 ) ™
- P . .
O<Qj2p cotx < pour0<1< 9

_r
1‘2(10_1)

3. Etablir alors pour tout n € N*

> n 2(p—1) n
2n+1 1 ) - o+ 1 1
a ( i > k=1 k2 k:1co <2”+1> <p< ™ > ZkQ(pfl)

4. Montrer alors
"1 S
lim E — = P g%
n——+o00 Pt k2p 22p

En déduire le résultat annoncé, CaD ((2p) est un multiple rationnel de P,
5. Calculer les valeurs de {(2) et ¢(4).



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) Soit A un polynéme de degré n > 1, de racines (pas nécessairement distinctes)
ai,ag,...,an €C,
A=ar+a X+ 4+aX"=an(X—a1) - (X—an).

Pour tout k € [[0; ], on rappelle que sa k-ieme fonction symétrique élémentaire est définie par :

oo =1, etsik>1 o= E Quiq Qg =+ iy
1< <ip < <ip<n

n
Pour tout p € N on notera S, sa p-ieme somme de Newton définie par : S, = Zaf
=1

Partie I - Formules de Newton

1. Casn =3.
(a) Exprimer 01,02 et o3 en fonctions de a1, s et az puis en fonction de ao, a1, a2 et as.
OnaA=ao+a1 X +axX>+a3X° = az(X —a1)(X — a2)(X — as)

Ainsi on a 01 = La somme des "mélanges"” 1 par 1

az
=atoaxtaz=0—
as

o2 = La somme des "mélanges" 2 par2

ai
=12 + azaz + aza; = .
3

‘ ao
o3 = La somme des "mélanges" 3 par 3= 66—
as

= (1 X2 (X3
(b) Exprimer alors les sommes de Newton en fonction de 01,02 et o3.
On a facilement S1 = a1 + as + a3 = 01
De plus on a Jf = (a1 + a2+ czg)2
= a? + ag + a§ + 2a1 2 + 2as2 + 2an

. 2
Conclusion : S5 = 07 — 202

Plus difficile, 01.52 = (a1 + a2 + a3) . (a% + a% + a%)

3 3 3 2 2 2 2 2 2
=aj +as +a3+ ajoe + aras + azoe + azo + azon + azal
L ]

C'est presque o1.092

=S5+ 01.090 — 303

Conclusion : S5 = 01.52 — 01.02 4+ 303
2
=o01. (01 - 202) —01.02 + 303

3
= o] — 301.02 + 303

f a+b+c=2
(c) Application. Trouver (a,b,c) € C? tels que { a4 b* 4+ ¢* = 26
a®+ b+ =38
Plutét que chercher a, b, ¢, on va chercher sigmai, o2 et o3
a+b+c=2 o1 =2
On a A+ +PF =26 — o — 209 =26
a® + b+ % =38 0?7301.02+303:38
o} —26 38 — o} + 301.02

Ainsi =2, = ———— =—11et == =12
Insi o1 o2 2 et 03 3

Conclusion : a, b, ¢ sont les racines de X* —2X? — 11X +12 = (X — 1)(X 4 3)(X —4)
CaD l'ensemble {a, b, c} est égale a I'ensemble {+1, —3, +4}

2. Cas général n € N*



(a) Sans justifier, rappeler pour tout j € [0; n] I'expression de la fonction symétrique o; a I'aide de j,an et a,—; et
écrire I'expression développée de A a I'aide de a,, et des fonctions symétriques 01,02, ...,0x.
s
Onaog;=(-1)7—"2

n

EtA=an(X—a1) - (X —an)
= an [X" — X" g X2 (—1)"0@
(b) En exprimant le fait que les o, (pour 1 < k < n ) sont racines de A , établir la formule de Newton d’ordre n :
Sp —01 Sp—1 4+ -+ (_1)71710%71 St + (—1)"nan =0
On sait que «; est une racine du polynéme A,
Ainsi on a : ()" — o1()" '+ o2(a)” 2 4 (=1) "0 =0
On somme ces égalités de i =1 a i =n,
ainsi 1 S, — o1 Sp—1 + -+ (—1)n_1crn_1 S1+(=1)"no, =0

. Nous allons généraliser cette formule a tout entier p tel que 1 <p < n— 1.

(a) Justifier A’( Z (o)

— 70{1
Ona A =a, lH(Xak)‘| =an ( H (onk)>
k=1 i=1 \k=1k#i
~AX) —A(w) N AX) -0 X —ar) "

Donc on a bien égalité

(b) En utilisant la formule de factorisation (*),

n n—1 n—j—1
montrer que : A'(X) = an ZZ(—l)jU]’ ( Z an”_j_k_1>

i=1 j=0 k=0

"L A(X) — A(a)
A'(X) = —_
On a A'(X) Zl: g
On remplace A par an [X” —n X" o X4 (—1)"an]
n n-—1 j a
=) D (Ve
i=1 =0

On apporte la factorisation

n n—1 n—j—1
=an» Y (~1Y0; ( > afx”-f—k—1>
i=1 j=0 k=0
puis montrer que : A'(X) = a, Z (=1)P Fg,_y SpX" P!
0<k<p<n—1
Il faut manipuler les sommes doubles
On ré-indexe difficile le couple j, k avec le couple p, k et p = j + k,

n n—1ln—j—1 n n-—1
D IDIED B B3
i1=1 j=0 k=0 =1 p=0 k=0

On intervertit les sommes
n n-—1

DI 3

1=1 p=0 k=0 p=0 k=0 i=1



n n-—1 n—j—1
Conclusion : A'(X) = anZZ(_l)jaj ( Z a?Xn—j—k—1>
=1 j=0 k=0
n n—1ln—j—1
@ Y Y Y (—1) ojalx I
i=1 j=0 k=0
n—1 p n

=an Z Z Z(fl)pfkap_kannfpfl

n—1 n
=an Z i(fl)pfkap_k (Z af) xnort
p=0 k=0 i=1

= Qn Z (*l)pikdp_k San7p71
0<k<p<n—1
(c) En reprenant alors I'expression obtenue a la question 2.a, en déduire pour tout 1 < p < n — 1 les formules de
Newton d'ordre p : S, — 01 Sp_1+--- 4+ (=1)"'op, 1 S1 4+ (—1)Ppo, =0
Onad =a, Y  (-1)" Fopp 8X" 77!

0<k<p<n—1

=a, ni (zp:(np’“ap_k sk> xrt

p=0 k=0
Avec Q2,0na A =a, [X” — X" o X2 (—1)"an]
Ainsi A" = a,, [nX"71 —oi(n—1)X"? 4 oa(n—2)X""7.. ]

n—1

=any (~1)7op(n—p)X" """

p=0

p

On a donc Z(—l)pfkap,k Sk = (—1)Pop(n —p)
k=0

De plus So = n, donc en ré-organisant, on a bien

Conclusion : S, — 01 Sp—1 + -+ (=1)""op—1 S1 + (=1)Ppo, = 0

Partie II - Familles de polynémes

, - 204+ 1\ one
Pour tout entier n > 1 on définit le polynéme P,, € R[X] par P,, = Z(—l)k (221 1>X" k
k=0

1. Préciser le degré et le coefficient dominant de P,, en fonction de n.

_ . k 2n+1 n—k __ n
OnaP, =) (-1) (2k+1)X = @n+1DX" +--
k=0 k=0

, - 2n 41 , .
2. (a) Montrer que pour tout z € R Im ((cosm + isin ac)2”+l) = Z(_l)’c (221 1) cos”" 2k () sin®* T ()
k=0

2n+1
On a (cosz +isinz)*" ! = Z (2n + 1> (cos(x))*™ 177 (isin(z))?
p
p=0

Si p pair c'est dans R et Si p impair c’est dans iR
= Im ((cos(x) + isin(m))Q"H) = Z
p impair
On ré-indexe avec p =2k + 1

Conclusion : Im ((cos(m) + isin(x))%“) = Z(—l)k (521 1) cos®" 7 () sin®* T (z)
k=0

ST T 2 sin((2n + 1))
b) Etablir, 0; = |, Pn(cot = = oari.
(b) Etablir, si E} 5 [ (co (z)) ERCTES
)2n+1 _ (eix)2n+1 _ ei(2n+l)m'

Comme (cosx + isinx on a



S 2n + 1 .
sin ((271 + 1)56) =Im ((cos:c +isin ax)2"+1> = E (-1)* (221 1) cos” () sin** ! (z), ainsi
k=0

sin ((Qn + 1)1) _ Z::o(*l)k(%ﬂ) COSQn—2k(:E) sin2k+1(x)

2k+1
sin?+1(z) sin?+1(z)
B i(*l)k 2n + 1Y cos®" ¥ (z)
N p 2k +1 ) sin?" =2k ()
_ - kf2n+1 2n—2k
) <2k N 1) £ a)
- 2n+ 1\ —on—2k
=) (-1)F O O=
H( ) <2k N 1> cot ()

P 2 km
(c) En déduire P, =(2n+1) H (X — cot - )
k=1
L'objectif est de factoriser le polynéme,
On a besoin : du degré, du coefficient dominant et des racines
> On sait que deg = n et coefficient dominant c’est (2n + 1)

kw ) _ sin ((2”+ 1) 2::11) _ sin((km) 0
241/ sin(QSj_l) B sin(2ﬁ_’~r_1) N

donc pour k € {1,2,...,n}, 7 = cot?

> Comme P, (cot2

est une racine de P,

T
2n+1
elles sont n et 2 3 2 # donc on les a toutes

- km
n — 1 - 2 )
ETP 2n+1) kl_ll (X cot 1

(2n)!
(2n — 2k)!1(2k + 1)!

an—k

3. Soient n > 1 et k € [1;n], montrer que la k-iéme fonction symétrique de P,, est ox(n) =

Pour k € {1,2,..,n},0n sait que (—1)" — ko, c’est le coefficient de (—1)" — k

> kf2n+1 k @Zﬁ)
Comme P, = » (1) (2k+1>X cona (—1)" —koy = (—1)" — ko2

dans le polynome P,

an

k=0
1 2 1! 2n)!
CaD oy, = (2nt1) = (2n)
2n+1) (2n —2k)!(2k+ 1) (2n — 2k)!(2k + 1)!
4. L'écriture précédente permet, en identifiant n a la variable, de définir pour tout k& > 1 un polynéme que |I'on notera
également o a coefficients réels. On a ainsi

2X(2X—1) 2.,
e Gl 'S
o 30 3 3

(a) Donner I'écriture développée du polynéme o.
(2n)! (2n)(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3)

Onaocs= o =G — 51

2X(2X — 1)(2X — 2)(2X — 3)
5!
(b) Montrer que pour tout k € N*, le polyndme oy est a coefficients rationnels et de degré 2k.
Exprimer son coefficient dominant en fonction de k.

Conclusion : 02 =

On 3 o — (2n)! _@n)2n-1)(2n—-2)(2n—-3)---(2n —2k+2)(2n — 2k + 1)
P 2n 2012k + 1) (2k + 1)!
Conclusion : o = 2X@X - )@X —2): - (2X 2%k +1)
(2k + 1)!
Donc le polyndme oy, est a coefficients rationnels, CaD Q, et de degré 2k
2k

Et son coefficient dominant vaut m



5. On définit par récurrence une famille de polynémes S, pour p > 1 a I'aide des formules de Newton :

p—1
Sp =01 Sp—1— - — (_1)p71‘71771 S1 = (=1)"po, = — (Z(_l)iai SPi) B

i=1
(a) Calculer S; et Ss.
0
i 2n —1
On a Sl = — (Z(—l) g; S11> —(—1)110'1 =01 = %

i=1
1

=0

SQ = — <Z(_1)i0i SQZ> — (—1)220'2

=1

20'131720'2

_ (n(2n - 1))2 _,2m)(2n — 1)(2n — 2)(2n - 3)

3 5!
(b) Montrer que pour tout p > 1, le polynéme S, est a coefficients rationnels, de degré au plus 2p.

On doit faire une récurrence FORTE et utiliser

p—1
_ i P
Sp=— § (1" o Sp—i = (=1 op
- A — —_
=1 deg=2i deg=2p—2i deg=2p

Donc le degré final est bien < 2p

, - k
(c) Justifier que pour tout p > 1 et tout n > p on a Sp(n) = ZcotQp ( Ul )

2n +1
k=1
Comme les racines de P,, sont les reels r; = cot? ( ) on a (voir Partie I)
2n+1
— P _ 2p
8,00 = Yot = 3o (545)
k=1 k=1
n COtzp km
(d) En déduire que si on note s, le coefficient du terme en X?" de S, alors 5, = lim Ek:l . (2n+1>
n—+oo n=p

n 2p km
. S, . Dy COb (2 1)
OnaS,=s,X*+... donc s, = lim —Z = lim k=1 nt
n—+oo NP n—+o0 n2p

Partie 111 - Encadrement des sommes partielles

. T . . 1
(a) Pour tout réel 0 < = < 3 montrer que : sinz <z < tanz, puis 0 < — — cot’z < 1

T

. . ™

La fonction sinus est concave et Tangente est convexe sur {O; 5 [
. T
Ainsi Vo € [0; )
™ .

et Vo € 0;5 , 0<sinz <x <tanx

[, O<sinz <z <tanx

De plus comme tout est > 0, on a

™ .
VxG}O;g[, 0<sinz <z <tanx
— O<sin2x<w
1 < 1 1
tan2z  xz2?  sin

= 0<

- O<cot2x< —2<1+Cot2x

8

1
Conclusion :\me}o;z{, 0< = —cot’z <1
2 x?

(b) Soit p un entier strictement positif, en utilisant la formule de factorisation (*) rappelée dans I'introduction

. 1 s
du probléme, montrer 0 < — — cot? x < pour 0 < z < 3
x

_pP
72(p—1)



Pour0<m<getpeN*

p—1
Lorsque 0 < a<b,onab’ —a’ = (b—a) (Zla_ilbpli>

i=0 <b?

n(Er)

<(b—a) pb?™ 1

Conclusion : On applique cette inégalité avec a = cot’z et b= —- On abiena<b
T

o1 2p p
Ainsi = —cotV < pOTEEY)

1 _ .
Comme 0 < cot’ z < — etz r— xP~! est croissante sur R
x
On a bien I'autre inégalité, CaD cot?” z < =
x
(c) Etablir alors pour tout n € N*

M+ 1\2P = 1 ~ oy km 2n 4+ 1\ 2D
0<( - ) D Dot (2n+1)<p< ) Zk2<1’1

k=1 k=1

On applique I'égalité précédente avec x =
2n+1

. MAINP = 1 = 9y kr 2n 4 121
A|n5|0<( T ) W—Zcot (2n+1) <p< ) Zk‘Q(P D)
k

E}O;g[etonsommedekzlék:n

(d) Montrer alors lim ZkQP 22p

n—-+oo

Gendarme
En déduire le résultat annoncé, CaD ((2p) est un multiple rationnel de 7°?

lim Z i 271)77 ?P — est un multiple rationnel de 7°°

Comme s, € Q, on a bien que ((2p) =
n——+oo

(e) Calculer les valeurs de ¢(2) et ¢(4).

2n — 1
Comme S = % onas = 3
. . "1 S1 2 2 72 w2
. 1 —_— = = — —_ - =
Conclusion Jm w2 ¢(2) 52 371 5
k=0
2
Comme S, — (n(2n3 D\ _,@nEn— 1)(? —2)(2n — 3)’
onas, 4 32 _440-323 64 16 16
797 120 3120 3120 3.30 90

s2 4 16 wt 7r4

1
Conclusion :  lim E — =(4)= =7 —
1 1
— k 2 T 9016 90

n—-+oo



