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1 Complément sur les racines des polynomes a coefficients réels

1.1 Théorie

Définition 1. Racine et multiplicité
Soit P un polynémeetr e R ou C

> On dit que r est une racine du polynéme P
Ssi P(r)=0
Ssi (X —r) se factorise

> On dit que r est une racine du polyndme P de multiplicité m
ssiP(r)=P'(r)=-=PM D=0
Ssi (X — )" se factorise

> On dit que r est une racine du polynéme P de multiplicité exactement m
ssiP(r) =P/ (1) == P Dy —0rr P (1) 20

Ssi (X —r)™ se factorise, CaD P(X) = (X —r)"Q(X) ET Q(r) #£0
Définition 2. polyndme et Polynéme conjugué
> On suppose que P est un polynéme de degré a

a a
alors on peut écrire P(X) = ) arX* = aq [Tx-r ET ag #0
k=0 k=1

Attention : X est un "indicateur" de position

> La polynéme conjugué P ou P(X)

=

(X-7%)

a
Cestpolynome P=P(X) = ) arX*=a,
k=0 k=1

a n
Attention : Lorsque r, x, z € C, on peut écrire P(r) = Z aprk =ay, H (r—rr)etona
k=0 k=1

Attentiontion : X n'a pas de sens donc P(X) = P (X) n'a pas de sens!!!



Théoréme 3. racine des polyndomes a coefficients réels
On suppose que un polyndéme de degré n a coefficients réels

a
CaDP(X)= Y axX*  ETay#0etVk, areR
k=0
> On suppose que r est une racine de P
Alors 7 est aussi une racine de P

> On suppose que r est une racine de P de multiplicité (exact) m
Alors 7 est aussi une racine de P de multiplicité (exact) m

Démonstration de «Alors 7 est aussi une racine de P»

On va montrer que P(7) =0

Comme r est une racinede P,ona P(r)=0C
Comme P est un polynome a coefficient réel , on a P(X) = P(X)

Onalecalcul: P(F) = P(F) = P(r) =0=0
Conclusion : 7 est aussi une racine de P

Démonstration de «Alors 7 est aussi une racine de P de multiplicité m»

On va, avec du calcul, montrer que P(X) = (X - 7)™ Q(X)

Comme r est une racine de P de multiplicité (exact) m, on peut écrire P(X) = (X — r)™ Q1(X)
Comme P est un polynome a coefficient réel , on a P(X) = P(X)
Ainsi sona P(X) = P(X)
re-lire la définition de P
=(x-7)" QX
—_
C’est un poly

Conclusion : (X - 7)™ se factorise, CaD T est aussi une racine de P de multiplicité m

Application :
On a facilement que que : zg =zg <= zp€R
Conclusion : Si/Lorsque P est un polyndme a coefficient réel, les racines de P sont
> Soitréel, CaD r e R
> Soit elles vont par paire (et de méme multiplicité), CaD zg et Zg

p q B
Ainsi P peut se factoriser sous la forme P (X) = A. [[ (X =% . ] [ (X -z (X —Z_[)] ‘
k=1 /=1

L 1L 1
=AX) =B(X)




1.2 Problemes
1.2.1 Un pb de type CCP
Exercice 1. [Correction] On considére la suite (Py),en définie par
Py=1,Pi=XetVn=1, (P2 =1+Ppi1Ppy (En)
Attention : Il est évident ¥ n,P,, # U et que
(Pn)* -1

(Ep)  Ppy1= ——— Mais c’est une fraction
Pn—l

A priori, rien ne prouve que P,y est un polynéme.
Le but de ce probleme est de montrer que P, est un polynéme.

On va montrer, a I'aide d'une récurrence forte, He;~ : P,,—1 divise (Pn)z—l.
1. Initialisation

Calculer P, et Ps.
Ainsi H.1> et H.y> sont vraies

Hérédité. On suppose donc que Yk € {2, ..., n}, Px_o divise (Pr_1)® —1, ainsi Py, Py, Ps,..., P, sont des polynémes.

On va démontrer que P, est un polyndme, i.e. P,_; divise (P,)?—1.

2. Pour k€{2,...,n}, calculer deg Py.
3. Soit a une racine réelle ou complexe de P,,_.
(a) Montrer que P,zl_2 (a) =1, puis P, (a) = —P,_»(a).
(b) En déduire que a est racine de (P, - 1.
Conclusion : les racines de P,_; sont bien des racine de (P,)? - 1.

Attention : on ne peut pas encore conclure que P;,_; divise (P,l)2 -1,
il faut en plus vérifier que, pour chaque racine, la multiplicité dans P,,_; est inférieur a celle dans (P,)*>—1.

4. Soit a une racine réelle ou complexe de P,_; et g sa multiplicité exacte des le polynéme P,,_;.

Ainsi JA€R[X] tel que Py (X) = (X-a)? A(X) et A(a) #0.

On pose d'autre part e= P, (a).
On vient de voir comme a est une racine de P,,_; alors a est une racine de Pf, -1,
ainsi que P(a)—1=0 donc P,(a) =e=+1.
On note r (resp s) la multiplicité exacte de a dans le polyndme P, —e (resp P,_p+e).
(a) Traduire les notations du texte en terme de polynéme.

On va montrer par un R.A. que r = g donc on suppose que r < g.
(b) Montrer que r est aussi la multiplicité exacte de a dans le polynéme (P,)? —1.
(c) On suppose que r<s.

i. Montrer que r est la multiplicité exacte de a dans le polynéme 1+ P, P;,—».

ii. A l'aide de (E,,—1) trouver une contradiction.

(d) Montrer de méme que I'on ne peut avoir s<r.
(e) On adonc r=s. A l'aide (E,—2), trouver une contradiction.

(f) Conclure P, est bien un polynéme.

Conclusion : La suite (Py) est bien une suite de polynéme.



1.2.2 Un pb type mine/centrale
Exercice 2. [Correction] Soit ne€N. On appelle polynéme trigonométrique (réel ) de degré n une fonction de la forme

fx)=ap+ajcosx+---+aycosnx+ Pysinx+---+ B, sinnx
n
=ap+ ), (ak cos(kx) + Bi sin(kx))
k=1

ol (@, ..., Bn) sont des réels et (ay, Bn) # (0,0).
Partie A

Soit f un polynéme trigonométrique (réel) de degré n fixé.
1. Présentation de f via les polyndmes.

(a) Montrer qu'il existe un polyndéme a coefficient dans C, CaD P =C[X] tel que
Vx, fx)= e inxp (eix).

De plus vérifier que P est de degré 2n et expliciter ses coefficients en fonction des a; et B;
(b) Justifier que le polynéme P est unique (ainsi les coefficient ay sont uniques)
En déduire que I'écriture d'un polyndme trigonométrique est unique.
(c) Vérifier que P(0)#0 et que Vk€{0,1,...,2n}, ai = app—g

2. Sur les racines de P.
— 1
(a) Montrer que : P(X) =X2”P(})
(b) En déduire que si zy est une racine de P de multiplicité exactement m

1 . . e s
alors — est aussi une racine de P de multiplicité exactement m.
20

Méthode : On a P(X) = (X — z9) Q1 (X).

1 m
On va, via du calcul, montrer que : P(X) = (X—_—) Q:(X)
20

. 1
(c) Justifier que : zg= — < |z =1
20
Conclusion : Les racines de P sont (forcément #0 car P(0),eq0)

> Soit que module 1, CaD 'Ok

1
> Soit elles vont par paire, CaD zg et —
<0

1 \18«
(X —zp) (X— _—)]
k=1 2k

=AX) =B(X)

|4 A a q
Ainsi P peut se factoriser sous la forme P (X) = A. H (X—e’ek) ¢ . H
k=1

L

Partie B
On suppose dans cette partie que f est un polynéme trigonométrique réel, de degré n et Positif, CaD Vx, f(x) =0.
On vient de voir que f (x) = e‘i"xp(efx) et P(X)=A.AX).B(X).

1. Soit /% une racine de A(X) de multiplicité ay.

. [x—0p\]*
s1n( )] g(x)

ou g est COet g(6y) #0.
(b) Que peut-on en déduire que g est un entier pair.

(a) Montrer que : f(x) =

2. Montrer que VO e R

. . 1 eie . 2
(619 _Zk) (etH _ __) =— el@ _Zk‘
2k 2k

. .n \2 PN . . 12
(eze _ esz) — _elﬂezﬂk ‘elﬂ _ esz‘



3. Déduire de ce qui précédé (partie A et B) que si f est un polynéme trigonométrique réel positif de degré n, alors
il existe une polynéme Q€ C[X] tel que

VeR, f(x)= jQ(eix) ’




2 Les polynomes de Chebychev

2.1 Théorie

Lobjectif de démontrer/disserter/commenter le résultat de Pafnouti Chebychev
Théoréme 4. Polynomes de Chebychev
Pour tout n e N,

11 existe un unique polyndme, noté Ty, tel que : V0 € R, cos(nb) = T, (cos(6))

Pré-requis.

> La trigo
> Faire la différence entre T, (X), T, (x) et T, (cos(6))

> le théoreme de rigidité des polynémes et

2.1.1 Lunicité

Quelque soit la présentation , 'unicité se fait indépendamment et avec la méthode usuelle

On suppose qu'il existe deux polynomes Ty, et P tel que : VY 0 € R, cos(n8) = Ty, (cos(6)) = P (cos(6))

On va montrer que : T, (X) = P(X) avec X MAJUSCULE

C’est le théoréme de rigidité des polynomes
Les polynémes T}, et P coincident sur une infinité de valeurs, ici sur tous les x = cos6, CaD sur [-1,1]
Donc (rigidité des polynomes) Les polynomes T, et P sont égaux, CaD T,, = P ou T, (X) = P(X)

Conclusion : Sous réserve d’existence, les polyndmes de Chebychev sont uniques

2.1.2 Construction directe des polynémes T),.

On va montrer "il existe" avec tout d’abord un calcul (analyse) et une synthese (CaD je choisis T; qui convient)

On a cos(n6) = Re (e”‘g)

=re([¢]')

=Re([cosO +isinB]")

n
=Re Z " (isinB)* (cos§)"k
k=0 k
Or on note que

Si k=pair alors Plateau est réel
| IS |

Si k=impair alors Plateau est imaginaire pur
| IS |

" (n
=y (k)(isine)"(cose)”‘k
k=0n

k pair
n/2

:p;)

n
2p
On sait que ()P = (-1)P et S2=1-C?

(isin®)P (cos Q)2

S
=
[\

2p (—1)”(l—cosze)p(cose)"_z”

S
=~ |
N o

(cos2 -16) P (cos®)~2P

2p

bi
(=]



n/2
n
Conclusion : je choisis Le polynome T, = ) (Zp) (x2-1)" X"~?P qui convient.
p=0

Travail a faire.

n
Exercice 3. Calculer le coef dominant de chaque plateau, CaD de (2 )((XZ_ 1)/ xn=2p.
p

L ]
plateau nt k

nl/2
En déduire que le coefficient de X" qui est le mondme dominant est égale a Z (2 )
p=0
Calculer cette somme et conclure que : VneN*, coef Dominant de T, =2"}

Exercice 4. On vérifie facilement cos[n0] =2cos0 cos[(n+1)0] —cos[(n+2)0]

En déduire avec le théoréme de rigidité que : Tyip =2X Ty — Ty

Exercice 5. Finir le calcul suivant : T,,(—cos6) = T}, (cos(@ + m)) = cos(n(@ +mx)) =---

En déduire avec le théoréme de rigidité que : T,(—X) = (-1)"T,,(X)



2.1.3 Construction par récurrence des polynémes 7},.

On considere la suite de polyndme : Tp =1, Ty = X etVneN, Ty =2XTpy1 — Ty

Grace cette relation de récurrence et avec des récurrences doubles, on démontre
> Pour tout n€N: V0 €R, T, (cos(6)) = cos(nb)

> Pour tout 2 € N : Le polynome T}, est de degré n et pour 7 = 1, sont coef dominant c’est 2"~}
>PourtoutneN: T,,(-=X) = (-=1)"T,(X)
> On a aussi (moins classique) : Pour tout n€ N: Vx € R, T;, (cosh(x)) = cosh(nx)

1

1 1
z+— ):— z"+
2

> On a aussi (moins classique) : Pour tout neN:VzeC*, T, (E
z

0

Rq : Lorsque qu’on applique avec z = e'? , on obtient .....

Rq : Lorsque qu’on applique avec z = e* , on obtient .....

2.1.4 Lien entre les deux constructions.

A cause de I'unicité, les polynomes construits dans les sections 2 et 3 sont les mémes!!!
Cependant, on a aussi

Directe ~~ Récurrence

C’est I'exercice 2.

Récurrence ~~ Directe
Lorsque X € [—-1, 1], on peut écrire X = cos(0).
La suite T, (cos(theta)) vérifie la relation de récurrence d’ordre 2,
Thi2(cos(@) =2cos(0) Ty11(cos(0)) — Ty (cos(9))

> Laracine de I'équation caractéristique sont r = detr=e"

in6 —inf
> On trouve avec l'initialisation: Y n €N, T, (cos(@)) = — = Re (e’”e)

Conclusion : On a bien retrouvé le calcul de la section 2! yes!!!!



2.2 Exemples de problémes avec Chebychev
2.2.1 Un exemple de PB de concours

La partie 1 : Présentation alternative des Chebychey, Partie 2 : Optimalité des Chebychev (intéressant)

Exercice 6. [Correction] On considére la fonction T, définie par
Vx e[-1,1], T, (x) =cos[narccos(x)].
PARTIE | Etude de la famille de fonction T,,.
Les question intéressantes sont 3.a; 4.b.
1. Déterminer I'ensemble de définition, continuité et dérivabilité de Tj,.
2. Calculer Ty, Ty et T>.

3. Détermination des T),.

(a) Montrer que cos(n6) s'exprime a |'aide de cos@. (Partir de cos(n0) = Re(eing).)

(b) En déduire que T, est la restriction sur [—-1,1] d'une fonction polynémiale (que I'on notera aussi Tj) que I'on
déterminera.

(c) Montrer que : VneN*, T, est de degré n et son coefficient dominant est égale 3 2”1,
4. Propriété caractéristique des T,.
(a) Montrer que VO Ty (cos6) = cosnb.
(b) Montrer que T, est I'unique polyndme vérifiant T, (cos8) = cos(nf).
PARTIE Il Un Jolie Propriété.
On suppose que n est pair et on pose n=2p.

1. Cette question qui sans étre difficile est un peu lourde a rédiger donc a méditer ....

Montrer que les équations T, (X) =1 et T, (X) = —1 admettent respectivement p + 1 solutions et p solution dans
[-2,2]. On les note par ordre décroissant X0, .- Xp €L Y0,..., Yp—1. Vérifier de plus que

—“l=xp<yp-1<xp-1<---<x1<)yp<x=1.
2. Soit f une fonction continue sur [-1,1] telle que
vxe[-1,1], |f (x| <1

Montrer que f — T, s'annule au moins n fois sur [-1,1].

3. Montrer qu'il n'existe pas de polyndme Q unitaire de degré n=2p tel que

1
Vxe [_]-’]-]y |Q(x)| < F

4. Est ce que I'hypothése n=2p est indispensable ?



2.2.2 Une utilisation de Chebychev

Exercice 7. PROBLEME
On admet les résultats suivants sur les polyndmes de Chebychev

— Il existe un unique polynéme T, =2""1X" +...( T, est de degré n) tel que

VOeR, T,(cosO) =cos(nb).
. N N m 2km o
— Les n racines du polynéme T}, sont les n rééls x; = cos o + . | avee ke{0,..,n—1}. On a ainsi

T =2""1 (X — x0) (X = x1) o0 (X = Xpp—1)

— On notera enfin que I'on a
“1<x1<Xp2<..<x1<x<1

Début du probleme.
Soit P un polyndme de degré < n—1 fixé vérifiant

Vxel[-1,1], \/1—x2|P(x)|<1]

1. Un petit calcul.

(a) Calculer T}, de deux facons différentes.
(b) En déduire que
Ty, () = 2" (ot = X0) . (e = X0)-e. (6 = Xpp) = (- 1)*
1 —x?

2. Montrer que
n—1 Tn
P= P(xp) ——mmmm8 .
L P e
3. En déduire que Vxe[-1,1] —{xg,X1,..., Xp—1}

Py < Ny

no o lx— Xl

4. Soit x€[-1,x,[U]xg,1] fixé.
Comme x € [-1,1], on sait qu'il existe a € R tel que x =cosa

(a) Pourquoi a-t-on?

T, ()] %1
Pl s ——|}
k=0 X~ Xk
(b) Montrer que
1, sin (na)
P < =T, 0] = |—
n sina

(c) Montrer que
VO eR, |sin(n)| < nlsin(0)].

Remarque : Il y a plein de valeur absolue donc une méthode variationnelle n'est pas trés indiquée.

(d) Que peut-on conclure?

. b3 T, ,
5. Soit x € [x,,Xp] = —cos—,+cos—] fixé.
2n 2n

Montrer que
1

1
V1i-x2 sing.

|P(x)] <

On a finalement démontrer I'inégalité de Schur (1919)
Soit P un polynéme de degré <n-—1 fixé. On a

Vxel[-1,1], Vl—leP(x)Isl] = [Vxe[-1,1], |[P(x)I < n]

A méditer : Chacun pourra essayer de voir ou, dans ce probléme, intervient la théorie des polynémes.



2.2.3 Probleme sur les polynéme trés formateur et Chebychev intervient discrétement en partie 3
Exercice 8. [Correction] Soient n,d e N*.

On note U, :{wk: etk*rin ke{(),l,..,n—l}} et U={z€C tq |z|=1}.
d .
Le but de ce probléme est d'étudier les coefficients d'un polyndéme complexe P(X) = Y_ a;X’ de degré d (donc ag #0)
j=0
a partir des valeurs qu'il prend sur U,,.
Partie 1 : Majoration des coefficients

1. Pour g€ Z, montrer que
1 si n divise g

n-1
ST Y -
" weu, k=0 0 sinon

2. En déduire que pour k€{0,1,..,d},

1 -
. Z Pwyw "= Z a;
weln jelo,1,.,d}
et j=kmod [n]

3. On suppose que n>d. On fixe k€ {0,1,..,d}.

- 1
(a) Etablir I'égalité : — Y P(w)w™* = a.

wel,

(b) En déduire I'inégalité : |ayl smax{lP(w)l,we[Un}.

4. Justifier I'existence de M(P) = sup{lP(z)l,zE [U}.
Montrer que : Vke€{0,1,..,d}, |ax|l < M(P)

Partie 2 : Une majoration plus forte
On montre ici une majoration plus forte que celle de la premiére partie

d
Y lagl® < [M(P)?
k=0

— —(1
Soient P le polynéme conjugué de P et Q(X) = XdP(X)P(}).

d

1. Montrer que Q est un polynéme et que le coefficient devant X% vaut Z lag|?.
k=0

2. Montrer que pour tout ze U, |Q(2)| = |P(z)|2.

3. Comparer alors M(Q) et M(P) puis montrer |'inégalité.



Partie 3 : Minoration de sup{lP(t)I,te [—1,1]} pour P unitaire de degré d

On note A 'ensemble des polyndmes complexes normalisés (ou unitaires) de degré d,
c'est a dire de coefficient dominant a; =1.
On fixe Pe JVd.

1. Etablir I'inégalité 1< M(P). Quand y-a-t-il égalité?
2. Justifier I'existence de N(P) = sup{lP(t)l, te [—1,1]}.

3. Les polynémes de Chebychev sont définis par récurrence par :

Ti(X)=1,Th(X)=X et VAeN, Tgs2(X) =2XTy.1(X) - Ta(X)

a) Pour deN et reR, T (cos(t)) = cos(dt).
b

(a)
(b) Trouver le degré et le coefficient dominant de T; pour d = 1.

(c) Déterminer les racines de T;. En déduire que T, est scindé a racines simples dans R[X].
(d)

1
d) Pour d=1. On note #(X) = ﬁTd(X).

. 1
Vérifier que S € N et que N (Fy) = 9d-1

1
4. On prouve ici que, pour tout P € Ay, N(P) = 2T

(a) On note R(X) :Xdp(l (X+ L
2 X

Montrer que R est un polynéme dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
(b) Montrer que M(R) = N(P).

1
(c) Calculer ) R(w) (Utiliser la question Q1.2) et conclure que N(P) = ST
weﬂsz



2.2.4 Centrale MP 2013 (trés dispensable méme si le résultat est sympa)

Exercice 9. [Correction] Le théoréme de Théoréme de Block-Thielmann

L'objectif de cet exercice est de caractériser les familles de polyndmes (Pp,) e+ qui satisfont les conditions % ci-dessous :

VneN* deg(P,) =n
V(n,m)e (N*)*> PnoP,=PyoP,

ol o désigne la composition (des polynémes).

Partie A - Préliminaires

1. Montrer que la famille (X"), . satisfait les conditions €.
2. (a) Montrer qu'il existe une unique famille (T},),en+ telle que
VneN* deg(Ty)=n
V(n,x) eN* xR Ty(cos(x)) = cos(nx)

(b) Montrer que (T,)pen+ Satisfait les conditions .
3. On note & I'ensemble des polyndmes de degré égale a 1.

Montrer que I'ensemble & est stable par composition.
Montrer que Si A€ & alors la fonction A est bijective et A™! sa bijection réciproque appartient a &

Partie B - Caractérisation

Soit (Py)en+ une famille de polyndmes vérifiant les conditions %

1. Etablir I'existence du polyndme A de degré 1 et d'un réel a tels que
AoPyo A = X%+ a.

2. Montrer que la famille (Q, = AOPHOA_l)neN* satisfait les conditions ¢ et que, pour tout neN*,Q,, est unitaire.
Rq : On a donc Q=X*+a

3. En calculant Q2 0Q3, montrer que a € {0,—2}.

4. Soit neN*,
Montrer, par I'absurde, qu'il n'y a qu'un seul polynéme unitaire de degré n qui commute avec Q-.

5. (a) Supposons a=0. Calculer Q, pour tout entier neN*.
(b) Supposons a=—2. Trouver B un polynéme de degré 1 tel que

BoT0B™'=Q,

En déduire la suite (Qn) en -

6. Conclure.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. Ona ,
P -1 P2-1 (X2-1)"-1
P o Vit R S S i) _( ) =X(X2—2]
Py P X

2. On démontre par une récurrence a deux étages.

H{(k) : Py est de degré k, i.e. Pr. = ay xk+
[
70
Initialisation : H({0), H(1)OK
Hérédité. On suppose H_j_1> et Heps
D'aprés H.j_1> et H j_1>, on sait que Pp_q = 4 XK1y et Py = b xk 4
7 70
De plus, on sait que Py, est un polynéme non nul, i.e. Py g = ISX“ + ...
#0

(Pr)® =1+ Pyyy Pry

= [pxF+. ] =1+ (ex+ ) (axF 1)
a.c

Xk l+a
| M- |
#0

Ainsi b2 X2k =
)

Conclusion : k—1+a =2k < a=k+1, CaD le poly P, est de degré k+1

3. Soit a une racine réelle ou complexe de P;,_.

(a)
— On évalue (Ey) en a et on en déduit Pi_z (@) =1.

— On évalue (E;—1) en a et on en déduit, puis 0=1+ P; (a) Py—2 (@). On multiplie par P;_2 (a) et on a

0=Py—2 (@) +Pn(@P>_,(@=Py_2(@+Pya.
=1

D'ou le résultat.
(b) On a facilement
[(P?-1]@=Pu(@?-1=P2 ,(@-1=0

Donc a est racine de (Pn)2 -1.

(a) Fixons les notations du texte.

JA € R[X]tel que P_1(X)=X-a)7 A(X) et A(a) #0.

3B € R[X]tel que P, (X)=e+(X—-a)" B(X) et B(a)#0.

3C € R[X]tel que P,_2(X)=-e+(X-a)’ C(X) et C(a)#0.
On suppose que r < q.

(b) On a

(Pn)* -1 [e+(X-a)" B(X)]* -

Ie_'+Ze(X )" BX)+[(X-a)" BOOJ* -
=1

- X-a) [ZeB(X) +(X—a) B (X)]

Polynéme qui ne n'annule pas en a

Donc r est la multiplicité exacte de a dans le polynéme (P,,)? — 1.

(c) On suppose que r<s.



i. De méme par transmission, on a

1+ PpPp_2 tle+ X -a)" BX)|[-e+X-a)® C(X)]

X-a) [-eB+e(X-a)’ " C+(X-a)’ C.B]

=R Polynéme qui ne n’annule pas en a
Donc r est la multiplicité exacte de a dans le polynéme 1+ P, P;_».

ii. Ona

(En-1) & (Pp-1)?=1+P,Pp_,

X-a)?7 A%(X)=(X-a)" R(X)
o ET
A(a)#0et R(a) #0

Donc 2g =r < g. Absurde.

(d) On suit la méme démarche. On trouve que s est la multiplicité exacte de a dans le polyndme 1+ P,P;,_5 puis que
g =s<r. Absurde.

(e) Onadoncr=s.
(Ep—2)© (Pp2)*=1+Pp 1Py 3 (Pp2)*~1=Py 1Py 3

— La multiplicité exacte de a dans (Pn_z)z—l est égale a s=r. (cf : Question 3.b)
— La multiplicité de a dans P;_1 P;_3 est = a gq.

Conclusion g<r. Absurde.

(f) On adonc r=gq, i.e. la multiplicité de a dans (P)?-lest = la multiplicité de a dans Pj_;.
Ceci est vrai pour toutes les racines (a est fixé qcq ) donc P, divise (Pn)?-1.
Ainsi Py est bien un polynéme.

Solution de I'exercice 2 (Enoncé) Soit n€N. On appelle polyndme trigonométrique ( réel ) de degré n une fonction de la forme
f)=ap+ajcosx+--+apcosnx+pPysinx+---+ fysinnx

n
=ag+ Y. |ay cos(kx) + By sin(kx)
k=1

ol (@g, ..., Bn) sont des réels et (ap,Bn) # (0,0).
Partie A

Soit f un polyndme trigonométrique ( réel ) de degré n fixé.

1. Présentation de f via les polynémes.

(a) Montrer qu'il existe un polynéme 3 coefficient dans C, CaD P =C[X] tel que Yx, f(x)= e_me(eix)

n
OnafX)=ag+ ) (ak cos(kx) + By sin(kx))

k=1
. +i (a eikx+e—ikx+ﬁ eikx_e—ikx)
=ao k k -
k=1 2 21
-1 noap+i _;
_0‘0+Z ﬁk +Z kzﬁkezkx
k=1
PN i @k~ Bk itn+hyx i @+ ik itn-bx
k=1 2 k=1
. 2n o —iBp-n n=la, p+ifn-p
= INX | o x4 Z p—n ﬁp nelpx+ Z n-p ,Bn pelpx
p=n+1 p=0 2

”il Ap-p+iPn—p

Conclusion P(X) = 5

2n qpy_p—ifp-
XP+apx"+ Y MXP = convient
p=0 p=n+1 2
Dans la suite, je note a; les coefficients de P.

De plus vérifier que P est de degré 2n et expliciter ses coefficients en fonction des a; et f;



Le coefficient de X2" vaut ——"" 2 —iPn #0 car (an, Bn) # (0,0).

Donc P est de degré 2n et il suffit de lire les coefficients

(b) Justifier que le polynéme P est unique (ainsi les coefficient aj sont uniques)
On suppose que : Vx, f(x)=e i"*p (eix) = in¥p, (eix]
Donc Vx, P; (eix) =P, (eix)

Les polyndmes P; et P coincident sur une infinités de valeurs donc ils sont égaux
En déduire que I'écriture d'un polynéme trigonométrique est unique.
ap—1i ap+i
ma%%zijfkanwziifk
Donc ay et Bj s'expriment en fonction de a,, et a,_j et donc sont uniques
(c) Vérifier que P(0) #0 et que Yk€{0,1,....2n}, ar = ao,,_i

Ona PO =22 Pn Lo car (@, Bn) # (0,0).

_ k= iPr _ arp+iBk
ET ap+k 5 5 =an-k

Conclusion : Vp€e{0,1,...,2n}, a_p: Ap_k = Ap+k = BR2n—p

2. Sur les racines de P.

— 1
(a) Montrer que : P(X) :XZ”P(})

2n 2n
OnaPX)=)Y aXk=Y ay,_;x*
k=0 k=0
2n
Z ap X2
2n Z ap XZnP( )
p=0 X
(b) En déduire que si zp est une racine de P de multiplicité exactement m
alors — est aussi une racine de P de multiplicité exactement m.
Zo

Comme zg est une racine de P de multiplicité exactement m, on a P(X) = (X —20)™ Q1 (X) et Q; (z)

#0
ET P(X) :XZ”P(l) — P(X)=P(X) :inﬁ(l)
X X

_yenp(L
OnvaPX)=X P(X)
1 _\" (1
=Xz"(§‘zﬂ) Ql(})
:XZn—m(l_X)m—Ql (l)

1\" 1\"
=@—7)XM*1 @() &—f)oﬂm
20 (zg)™ )

1 —(1
Comme Q; est un polyndme de degré (2n-m) alors Q2(X) :in_m_—)le (—) est bien un polynéme.
Donc Yes

. 1
(c) Justifier que : zp= — < |zgl=1
2o

1 —
Onazp=— < zpZ20=1 < |zl° =1 <> |zl =1
20
Conclusion : Les racines de P sont

> Soit que module 1, CaD itk

1
> Soit elles vont par paire, CaD zp et —
Zp
p ” q 1\1P%
Ainsi P peut se factoriser sous la forme P(X) = 1. ] (X—e’ k) 1 [ (X -z (X——)
k=1 k=1 2k

=AX) =B(X)

Partie B



On suppose dans cette partie que f est un polyndme trigonométrique réel, de degré n et Positif, CaD Vx, f(x) =0.
On vient de voir que f(x) = e~inxp (eix) et P(X)=1.A(X).B(X).

1. Soit €% une racine de A(X) de multiplicité ay.

. (x_eo)
sin
2

0 x-0
On a avec I'argument moitié, e'* — 100 = ¢i¥/24i00/2 [Zisin( 5 0)]

a

0
g(x) ougest Clet g(0p) #0.

(a) Montrer que : f(x) =

Ainsi £(x) = e-m%1. (eix_eieo). il (eix_eiek)ak_ 15[

les Autres k=1
. [x—0p)]%
= [sin 2 g(x)
s . i0 ag . . 1 ﬁk 0
avec g(x)=e ") H (elx —e k) . H [e’x —zk) (elx - _—)] est €et g(0p) Z0
les Autres k=1 Zk

(b) Que peut-on en déduire que ag est un entier pair.
Si ag est un entier impair alors la fonction f change de signe en 6y
OUPS car f est positive.
Conclusion : @ est un entier pair.

. . i0 | 2 . N2 P . 2
2. Montrer que VO R, (e’e —zk) (e’9 - _—) =—— ‘e’e - zk) et (919 - e’ek] = —¢l0 ik ‘ele - elek‘
k k
. . 1 . ele .
(e’e —zk] (e’e - _—) = (e“9 —zk) — [Zk —e ’9)
2k 2k

i _
S

i0 R )

=— (eig—zk)e(eie—zk] - ‘e
2k

(eie B ei(‘)k)z _ (eie B eiﬁk] (eie B eiﬁk]
_ (eiH _ eiﬂk] 10 610k (efiﬂk _ efiﬂ)
— 10 516k (eie B eiek]m
= 10 ik (eiG _ einJ em
= _pi0 ,i0k |ei9 _ ol ‘2
3. Déduire de ce qui précédé que si f est un polyndme trigonométrique réel positif de degré n,
alors il existe une polyndme Qe C[X] tel que VxeR, f(x)= ‘Q(eix))z

On a f(x) = e~ p(ei¥)

. p . . q . ; Br
e inxy H (elx_elek]zak. H (elx_zk] (etx_ _i)
k=1 k=1 %k
; P o . . ar 49 ix, | Bk
—eminxy H (_elxezf)k ‘elx_elgk‘z) ' 1—[ [__ ‘ezx_Zk|2
k=1 k=1
L. 10,10k 1 i Br
=Konstante|[] (e”“—elek] IT [e”‘—zk]
k=1 k=1
. 2 . p . . a q .
-K |R(elx) avec R(elx) _ H (elx_ezek) k 1—[ [ezx_zk]ﬁk
k=1 k=1

Enfin K est un réel positif car f(x) et |R(eix])2 sont deux réels positifs
Conclusion : K=k? et f(x) = k? ‘R(eix) 2_ ‘Q(eix)|2

avec Q= k.R(eix) Fini




Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On considére la fonction T}, définie par
Ty, (x) = cos[narccos (x)].

PARTIE | Etude de la famille de fonction Tj,.
1. La fonction T est définie, continue sur [—1,1], dérivable et méme C® sur |-1,1]
2. Calcul de Ty, T1 et T». Soit x fixées dans [—1,1]

To(x) = cos(0)=1.
T1(x) = coslarccos(x)]=x car arccos(a) est une solution de I'équation cos(X) =a
To(x) = cos[2arccos(x)]

formule trigo

= 2cos? (arccos(x))—1= 252 -1.

3. Détermination des Ty,.

(a) Classique, c'est presque du cours, on trouve

/5]
cosnf= ) " (=1)” (cos0)" 2P (1 - cos? G)p
p=0 2p

(b) Soit x fixées dans [-1,1]

2l 5
Y ( ) (-1 (c0s X)" 2P (1 - cos? )
p=0 2p
Hors cos[arccos (x)] = X  car arccos(a) est une solution de I'équation cos(X) = a
/a2l p
= X |, |EDPanr(1-42)
2p

p=0

Ty (x) (arccos x)

Donc T, est la restriction sur [-1,1] d'une fonction polynomiale.

(c) Le résultat est classique mais ici le calcul est difficile.

1] /)
> Tout d'abord, on a Ty, (x) = Y. (")(—1)Px”‘2P[1—x2)p =y (")(—1)P[(—1P)x”+....]
p=0 2p p=0 2p

()

lial ( n
> Reste a calculer Z = Z .
p=0 2p k pair k

" (n
C'est forcement avec la formule du binéme (1+x)" =) ( )xk
k=0

Si on veut regrouper les termes pairs, il faut que KL =x>=x*=.., on doit prendre x=1 ou x=-1.

x=1=>01+D"= Y .+ )
k pair k impair

x=-1=>01-D"= Y .- ¥ k pair \K
k pair k impair

> Bonus autre méthode. On remarque que : cos((n+2)9) =2005(9)cos((n+1)0) —cos[n@),

ainsi on en déduit Ty42 =2X Ty4+1 + Ty Puis on ait une récurrence.



4. Propriété caractéristique des Tj,.
(a) On fait le calcul direct
[n/2]

B

p=0

Ty (cosB) = (cos(0)) = cos(nb) d’aprés Q3a

(b) L'unicité et plus classique.
Soit P un polynéme tel que P (cosf) =cosnf. Ainsi le polynéme

V6O, [Tn—-P]l(cosf)=cosnf—cosnd=0
Donc le polynéme [Ty, — P] s'annule sur [-1,1] = T, -P=0

PARTIE Il. Un Jolie Propriété.
On suppose que n est pair et on pose n=2p.

1. La résolution de ces équations sont classiques. On trouve (je suis prés & expliquer)

km
Ty (x) =1 < xj, = cos 0+7 avec k€{0,.., p}

m kn
Tn(x)=-1 < xp=cos| o+~ | avec ke{o,.,p-1}

2n

Comme Cosinus est croissante sur [0,7], on a facilement
—1=xp<yp-1<xp-1<--<x1<yp<x0=1L
2. On applique le TVI. sur [xg, yx_1] & la fonction ¢ = f— Ty,
¢(xx)=f(x)-1<1-1=0

¢ Vi-1)=F(r—1) - =D>-1+1=0
= g € |ag, yr-1[ tel que [f =Ty (0)=0

¢ est continue sur [xg, Yi—1]
=

On fait de méme sur [yr_1,Xx_1]-
De plus les intervalles |xg, yx_1[ et |yk—1,Xx_1[ sont 2 3 2 disjoints.
D'ou le résultats car il y a n intervalles distincts.

3. On fait un RA. Soit Q un polynéme unitaire de degré n=2p tel que
1
Vxe [—1,1], |Q(X)| < 27’1_—1

On pose f(x) =2""1Q(x), ainsi f est fonction continue ( polynémiale) avec
vxel[-1,1], |f(0]=2""1 Q)< 1.

Ainsi d’apres la question précédente

— f— Ty s'annule au moins n fois sur [-1,1]

— f—Ty est un polyndme et f—T,=2""1[X"+..]- [2”_1X” + ] =..... donc

deg(f-Tn)<n-1

1 1
f— Ty est donc le polyndéme nul, donc f=T, = Q(x) = Zn—_lf(x) = zn_—lT” (x) et on a

1 1 1
Qx0) = 5=y Tn(x0) = 5y Absurde car Yx e [-1,1], |Q(x)| < T

Solution de I'exercice 8 (Enoncé)
Partie 1 : Majoration des coefficients



1. Pour geZ, on a

def 1 n—1 1 n—1
Y wi ef 1 wZ == wfq
weU, nyZo n=o
1 n—1 k
5 )
" =0
111*1 k
=— O avec O = wf
n
k=0

On applique la formule des sommes géométrique Ssi O # 1

>0=1< wle(:ndiviseq

1}1—1 ln—l 1
onaalors—ZDk:—le—xn:
n k=0 M=o 7

> Sinon 0#1 < wf;él <= n ne divise pas ¢

nol o1-0" 1-1
|:| :—:—:0

1
on a alors —
n 1-0 1-0O0

k=0
2. Pour k€ {0,1,..,d}, on a

1 k 1 n-1 _k
= ), Pww "==) Pwpw,
wely, n p=0

1 n-1 d . .
==Y )Y ajwpw,
" p=0j=0
1 n—1 ik
_ - J ,
=) (Z wy aj
j=0 p=0

|
=n Si p—k=0[n] et n sinon

) (n)aj
je0,1,..d}
et j=k mod [n]
)y aj
je0,1,..d}
et j=kmod [n]

3. On suppose que n>d. On fixe k€ {0,1,..,d}.
(@) Comme n>d et k€{0,1,..,d}, ona j=kmod [n] < j=k

1
ona= Y Pww*= Yy aj= ay.
" wel, j€01,..,d) e

et j=kmod [n]

(b) Je note max:max{lP(w)l,we[Un}. On a maintenant

Pwy)wFk

M=

lax| =

1
n

0

p

_ 1
|[Pwp)| ‘wpk) < —maxx n=max
. ) n
0 smax I=_1'

N
S|
M=

p

4. Comme U, cU, on a max{lP(w)l,weEUn}sM(P):sup{lP(z)l,ze[U}.
Ainsi : Yke€{0,1,...d}, |ay| < max< M(P)



Partie 2 : Une majoration plus forte : On montre ici une majoration plus forte que celle de la premiere partie

d 2
Y lag]* < mpy?
k=0

— —(1
Soient P le polyndme conjugué de P et Q(X) = XdP(X)P(}).

1. On a facilement

d
PX)=Y apXF=a;x%+ay_ X¥ 4t a1 X +ag
k=0

d
PO =Y arxF=agx?+az x4+ v @ X+a
k=0

(1 & ___ od  —d- I
XdP(}): Y agrxF=ax?+amx v v ag X +ag
k=0

Ainsi XYPP(X) = (agX? + ag_ X v ar X+ ag) ([@X +@XTT 4+ T X+ g )
=+ X4 (Agag +ag1ag_, -+ aia +agag) +---
L ]

—_yd 2
=Y i—olak!

b4 z _
_—= =z

1
2. On sait que pour tout zeU,ona — = —=—
z zz |z|?

Ainsi on a pour |z|=1
- =1
1Q(2)| =1z P(2) P p |
=1214P@)IIP ()|
=19|P(2)|[P(2)|

Or on sait que O] = |0
=|P(2))?

3. On a donc M(Q) < [M(P)}?

d
Ainsi d’aprés Ql.4,ona: Y. |ak|2 = coef de X% dans Q < M(Q) < [M(P)]?
k=0

Partie 3 : Minoration de sup{lP(t)I,te [—1,1]} pour P unitaire de degré d

On note A I'ensemble des polynémes complexes normalisés (ou unitaires) de degré d,
c’est a dire de coefficient dominant a; =1.
On fixe Pe A.

. Facile avec Q1.4 car coefficient de X% est égale a 1.
. Ok

1
2
3. Classique la question 3c est a méditer.
4

1
. On prouve ici que, pour tout P e A4y, N(P) = Py

1

1 d 1 1
(a) On note R(X)szP(2 (X+} )z Y ap X40F avec DZE(X+_ etag=1

k=0 X

x4 e o1 & (k
> Pour k€{0,1,...,d—1}, on a Xde=—(X+—) = — Z xd+k-2p
2k X) 2k =\p

est une somme de mondme XX avec 0< d+k-2p<2d

x4 e o1k [k
> et Xduk:_d(x+_) ==Y x2d-2p
2 X Zolp

1 1
est un polyndme de la forme — x4 — X0
2d 2d

1 1
Ainsi R est un polynéme de degré 2d der la forme 2—dX2d+---+ z_dXO'



(b) On a R = eideP(% (eie + e_ie)) = ¢! p (cosh)
Ainsi on a M(R) = N(P), en passant au V.A. et au sup.
(c) Avec la question Q1.2, on a
1 1

Y Rw= Y Rww?’= Y aj=ao+ =g+ =

welyy welyy j€f{0,1,..,2d}
et j=0mod [2d]
En suivant la méme démarche qu'a la question Q1.3b et Q1.4, on a
1

—= 2 Rw= } Rw) w™ %< M(R) = N(P)
2 welyy welyy

Yes

2d-1



Solution de I'exercice 9 (Enoncé) L'objectif de cet exercice est de caractériser les familles de polynémes (Pj,) ,en* qui satisfont
les conditions % ci-dessous :

VneN* deg(Pp)=n
V(n,m) € (N*)?> PpoPpy=PyoPy

ol o désigne la composition (des polynémes).

Partie A - Préliminaires

1. Montrer que la famille (X"), .+ satisfait les conditions %

Facile car X" o X™ = XM = x™ o X"
2. Les polynéme de Chebychev

C'est du cours ou presque donc RAS
3. On note & I'ensemble des polyndmes de degré égale a 1.

Montrer que I'ensemble & est stable par composition.

On suppose que BQ € & ainsi il existe (a,b,a’,b) er? tqgP=aX+betQ= adX+b avec az0et a #0
OnaPoQ=a@X+b)+b

=ad X+ab +b
[
#0
Conclusion : PoQ est bien un polynéme de degré 1, donc & est stable par composition.

Montrer que Si A€ & alors la fonction A est bijective et A™! sa bijection réciproque appartient 3 &
Solution classique

On justifie A bijective avec thm de la bijection monotone
Puis on calcule A™1 avec Ax)=b < --- < x = Expression de b
=A"1(b)
Solution Astucieuse Avec le calcul ci-dessus, on peut deviner Al
La fonction A€ &, ainsi il existe (a,b) € R* xR
-b

1
Je choisis B= =X+ —
a a

OnaAoB=Xet BoA=X
1
Conclusion : A est bijective et A'=B==X+-b/,
a

Partie B - Caractérisation

Soit (Pp)nen* une famille de polyndmes vérifiant les conditions €.

1. Etablir I'existence du polynédme A de degré 1 et d'un réel a tels que AoPyo Al = X*+a.
Comme la famille (P;;) vérifie les conditions 4, on peut écrire Py = aX?+bX+C avec a#0
Soit A€ &, on peut écrire A=a X+ avec a #0

Ona AoPyoA l= [a(aX2+bX+ c)+ﬁ] 0oA7!

[aaX2+abX+ac+b] X+—ﬁ
=a.a( X+—'B +a.b(— X+—ﬁ)+ac+b
a a

- x2 [;] +X[-2a.p+b] + X°[Bof]

Conclusion : Je choisis a=a#0 et f=——
Le polynéme A=a X+ f €& et convient
2. Montrer que la famille (Qn :AoPnOA_l) n satisfait les conditions %
n

Facile

Pour tout neN*,Qy, est unitaire.



Comme deg(Qy) = n, on peut écrire Qp = anX"+--- avec ay £0

QZOQ":(X2+a)°(aan+“~):a%X2n+...
On a maintenant ef

QnoQa=(anX"+---)o (X2 + @) = anX*" +--.
Comme Q20Qn=QpoQ2, on a ai:an donc ap=0o0u ap=1

Conclusion : Comme a; #0, on a forcément a, =1, CaD le polynéme Qy, est unitaire

3. En calculant Q20 Q3, montrer que a€ {0,—2}.
Comme deg(Q3) =3 et est unitaire, on peut écrire Q3 = XBruxX’+vXx+w

Ainsi on a Q20Q3:(X2+aJ0(X3+uX2+vX+w]
:(X3+uX2+uX+w)2+a

= X5+ X5uw + Xl +2v) + X3 Qw + 2uv) + X2 Quw + v¥) + X Cvw) + X' (w? + @)

ngQZ:(X3+uX2+vX+w)o(X2+a)
=(X2+a)3+u[X2+a)2+v(X2+a]+w
Comme Q30Q2:(X2+a]3+u(X2+a)2
onau=w=0

+v(X2+a)+w est pair et Q20Q3=0Q30Q2,

Ainsi on a Q20Q3= X%+ X*2v) + X2 + X°(a)
3
ngQZ:(X2+a) +V(X2+a)
=x+ x*Ba)+ X?Ba% +v) + X + v.a)

Comme Q20Q3=Q30°Q2,

3a 3a)2
on a2v=3a et 3a®+v=10? <:>3a2+?:(?)

> 4d®+2a=3d°
— a2+2a:0 <~ a€e{0,-2}
Conclusion : on a a€{0,-2}
Rq : Cette question technique a été tres peu résolu le jours du concours
4. Soit neN*. Montrer, par I'absurde, qu'il n'y a qu'un seul polynéme unitaire de degré n qui commute avec Q.
On fait un RA. On suppose que Ay et By sont deux polyndmes unitaire de degré n distincts
et que ApoQ2=0Q20Ap et BpoQ2=0Q20By
On cherche oups

On note R= A;, — By, et on regarder RoQ»

RoQ2=(An—Bn)oQ2
=AnoQ2—-BnoQ2
=Q20Ap—Q20Bp
(o) (s
=(An—Bpn).(Ap + Bp)
=R.(An+Byp)

Comme A, et By, sont deux polyndmes unitaire distincts de degré n,
on a que R est un polynéme # & de degré r et 0<r<(n-1)
et deg(A,+Bp)=n

On a donc deg(Ro Q) =2.r car composée de deux polynémes
et deg(RoQ2) =deg(R.(An + Bp)) =n.r

Or r<(n-1) donc 2.r <r.n donc c'est absurde.



Rq : Cette question difficile a été trés peu résolu le jours du concours

5. (a) Supposons a=0. Calculer Q, pour tout entier neN*.
Le polyndme Qj est unitaire de degré n et QnoX?=Xx%0Qy,
On va montrer avec un RA que Q, = X"
On suppose que Q= X"+aXP+--- avec aZ0 et 0<sp<(n-1)
On a alors Qo X2 =X*"+aX?P +-..
et
X20Qu=(X"+aXP+--)*=X*"+2aX%P +...
Comme Qo0 X? = X?0Qy, on doit avoir 2a=a <> a=0 OUPS!!!
(b) Supposons a=—2. Trouver B un polynéme de degré 1 tel que Bo T,oB ! = Q2
C’est la méme question que la question Bl1. et c'est la méme réponse
En déduire la suite (Qp) en -
Les polyndmes Q, et Bo T, 0B~} sont de degré n et "commutent" avec Q,
Donc a cause I'unicité Question B4, on a Q; =Bo TpoB™!
6. Conclure
il y a deux familles {AOX"OA_1 avec Aeé”} et {Ao TpoA™!  avec Aeé’}
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