MPSI DM 24 Révision-Polynome. Lundi 20 Avril 2026.

Révision.

Exercice 1. [Correction]
Partie A

Soit f, une fonction solution sur R de I'équation différentielle : 3y + 2xy = 1.
On ne cherchera pas déterminer la fonction f.

1. Déterminer f’(0) et montrer que f est de classe 4> sur R.
Pour montrer que f est ¥, on lit son cours.
J'ai démontrer en classe qu’une fonction solution d'une équation différentielle normalisée est ¢"°
Ce n'est pas un théoréme, il faut le refaire.
2. Montrer que : Vn € N, Vz € R, () = =22V () — 2(n + 1) (x).
3. Comme la fonction f est €°°, on sait grace a Taylor-Young que
pour tout n, la fonction f admet un DL, en 0. Plus précisément

FM(0)
[

n
— k n o
f(z) 250 kz_;)akx + o(z") et en plus on a a; =

(a) En utilisant Q2, calculer a, 2 en fonction de a,.

(—4)k k!

(2k + 1)!

(c) Obtenir également I'expression des termes ag, a I'aide de f(0) (k entier naturel).

(b) En déduire que : Vk € N, agp+1 =

Partie B On consideére la fonction D : . — D(x) = e*f”z/ e'” dt.
0

1. Justifier le fait que la fonction D est définie sur R puis qu'elle est dérivable sur R.
Il suffit de reprendre la rédaction type fait en classe de nombreuse fois.
2. Vérifier que la fonction D est une solution sur R de |'équation différentielle : 3/ + 2zy = 1.
Si vous n'obtenez pas D’(x) = —2z D(z)+ 1, vous recommencez en appliquant la méthode lentement.
3. Etudier la parité de D.
4. Prouver que : Vo € RT, ze™® < D(z) € z.

2 2
5. (a) Prouver que : Vx € RY, /1 etgdt:%JrZix?)feri
Oui c’est une IPP.
e’
(b) Soit la fonction h : ¢ — —-.
12

Montrer que h est croissante sur [1,+oo].

2 z q
En déduire que : Vz € [1,+oo[, / %dt < h(x)/ —dt
1 1

12
T et‘Z emZ
Enfin justifier que : /1 t—4dt o\ 2p

e’ 3e e
(c) Démontrer/justifier que : et — sont chacun o 5 quand z — oo

473 T 4 2

z2

xr
En déduire que:/ at o~
1

z—o0o 20

(d) Justifier que : D(x) —— 0. Attention : / et dt # / e’ dt



Partie C La question Q2 de cette partie est plus difficile.
On admet que a = D(1) > 0
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que Vo > A, D(z) < a.

2. Démontrer que D admet et atteint son maximum en (au moins) un point b de R .

1
3. Montrer que ce maximum est égal a %

4. En déduire I'unicité du point ol le maximum est atteint.
Partie D Q1 est une révision "facile" du chapitre sur les équations différentielles.
1. Déterminer a I'aide de la fonction D I'ensemble des solutions sur R de I'équation différentielle : y' + 2zy = 1.

2. On suppose que f est une solution impair de I'équation différentielle
Montrer que f = D



Sujet difficile et_tres facultatif sur les polynémes

Exercice 2. [Correction] Soit n € N. On appelle polynéme trigonométrique ( réel ) de degré n une fonction de la forme

f@)=ao+aicosx+ -+ ancosnz + fisinx + - - + Bn sinnz

=ap+ z": (ak cos(kz) + Bk sin(kx))

k=1
ou (o, ..., Bn) sont des réels et (an,Bn) # (0,0).
Partie A
Soit f un polynéme trigonométrique (réel ) de degré n fixé.
1. Présentation de f via les polynémes.
(a) Montrer qu'il existe un polyndme 3 coefficient dans C, CaD P = C[X] tel que
Yz, f(z)=e P (em) .
De plus vérifier que P est de degré 2n et expliciter ses coefficients en fonction des «; et 3;
(b) Justifier que le polynéme P est unique (ainsi les coefficient aj sont uniques)

En déduire que I'écriture d'un polynéme trigonométrique est unique.
(c) Vérifier que P (0) # 0 et que Vk € {0,1,...,2n}, ar = azn—sk

2. Sur les racines de P.

(a) Montrer que : P(X) = X*"P (%)

(b) En déduire que si zo est une racine de P de multiplicité exactement m

1
alors — est aussi une racine de P de multiplicité exactement m.
)
Méthode : On a P(X) = (X — 20)"Q1(X).

1 m
On va, via du calcul, montrer que : P(X) = (X — 7—) Q2(X)

20
- 1
(c) Justifier que : 20 = — <= |z0| =1
20
Conclusion : Les racines de P sont (forcément # 0 car P(0),eq0)
> Soit que module 1, CaD e'%*

. . . 1
> Soit elles vont par paire, CaD zp et —
Zo

p
) . 1 Bk
A . i\ Ok _ _
Ainsi P peut se factoriser sous la forme P (X) = A k|_|1 (X =)™ . k|_|1 [(X Zk) (X En )}

—A(X) =B(X)

Partie B

On suppose dans cette partie que f est un polyndme trigonométrique réel, de degré n et Positif, CaD Vz, f (z) > 0.
On vient de voir que f (z) = e P (e'") et P(X) = AA(X).B(X).

1. Soit €'” une racine de A (X) de multiplicité a.
— @0
(a) Montrer que : f (z) = {Sin (x 260)} g(z)
obl g est C%t g (6y) # 0.
(b) Que peut-on en déduire que ap est un entier pair.

2. Montrer que V0 € R

i0 2
— |€ — Zk

. . 2 PP . . 2
(619 _ eL@k) _ _ebeezgk !eLG _ ezﬂk’

3. Déduire de ce qui précédé (partie A et B) que si f est un polynéme trigonométrique réel positif de degré n, alors il existe
une polynéme @ € C[X] tel que
o\ |2
VzeR, f(z)= ‘Q (e“”)‘



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)  Partie A
Soit f, une fonction solution sur R de I'équation différentielle : 3" + 22y = 1.
On ne cherchera pas déterminer la fonction f.

1. Déterminer f'(0)
Comme la fonction f est solution sur R de I'équation différentielle : y' + 2zy = 1
on sait que f est dérivable sur R et Yx € R, f'(z)+ 2z f(z) =1
On applique avec x = 0, Conclusion : f'(0) =1
et montrer que f est de classe ¢ sur R.
C'est dans le cours.
On fait par récurrence H<,~ : La fonction f est ¢ sur R
2. Montrer que : Vn € N, Ve € R, f(z) = =22 (2) — 2(n + 1) ™) ().
Méthode 1 : Avec Leibniz
Méthode 2 : Par récurrence
3. Comme la fonction f est ¢°°, on sait grace a Taylor-Young que
pour tout n, la fonction f admet un DL,, en 0. Plus précisément

flz) = ia 2* 4+ o(z™) et en plus on a aj = IO
x—0 F k k!
k=0
(a) En utilisant Q2, calculer an+2 en fonction de an,.
Avec la question Q2 et z =0, on a f™*2(0) = —2(n + 1) ™ (0)
fEY©0) _ —2(2n) fC 0 (0) —2(2n) —2
O d = = = ] = — _
nadone dantt = "o ) 2n+ 1) Cnt2n) ™ T 21t
(b) A I'aide de la question Q2, montrer que : Vk € N, a = M
q ' que Y Y A
ON vient d’étalir une relation de récurrence
Donc on fait maintenant par récurrence : H Ta = M
P cd<n> D A2n4+1 = (2n+1)!
(c) Obtenir également I'expression des termes azj a I'aide de f(0) (k entier naturel).
On reprend le calcule précédent, ainsi
s FE0)  —202n+1)fCM0)  —20@2n+1) P O
T Topy o) (2n + 2)! T 2n+2)2n+ D) T n1 "
—1
Ainsi a la mode géo, on a a2, = 7&277,_2
-1 -1
- non—1 2n—4
11 -1
T nn-—1 10
_ =D
(0

Partie B
x
On considére la fonction D : x — D(z) = e / e dt.
0
1. Justifier le fait que la fonction D est dérivable sur R

> On commence par I'ensemble de définition

2
Ssi la fonction ¢t — e’ est continue que [0, z]
.

. 2
Ssi [0, !E} C R car la fonction t —3 e’ est continue sur R

Conclusion : la fonction D est définie sur R

2
De plus comme la fonction t —s e'” est continue, on sait (théorie de la borne variable) que la fonction D
| AN |

est dérivable sur R

et que la fonction D est une solution sur R de I'équation différentielle : 3’ + 2xy = 1.



Ona:VzcR, D'(x) d [ (A (x) — %(0))}

= le
= —2we ™ (H(x) = H0) +e " (A (x) - 0)
= —2z D(z) + e e
=—2zD(x)+1
Conclusion : la fonction D est une solution sur R de I'équation différentielle : y' + 2zy = 1.
2. Etudier la parité de D.

2 - 2
Pour tout z € R, on a D(—xz) = e / e" dt.
0

On fait le changement de variable u = —¢, ainsi D(—z) = e / e du = —D(x)
0

Conclusion : La fonction D est impaire
.2
3. Prouver que : Vo € RT, ze™™ < D(z) < z.

Pour tout/chaque z € R4, on a

+2

2 2
>Vte[0,z], ¢ <e <e”

Car0<t<z = 0<¢t2

< z2 et exp est croissante
Y . L —a2
> On intégre sur [0, z] puis on multiplie par e >0

z 22 22 z 42
. +2 e e e 3 e
4. (a) Prouver que : Vz € R}, /16 dt:%—’—@_z—i_i/l t—4dt.
z €t2
On fait deux IPP en partant de / t—4dt
1
et

(b) Soit la fonction h : ¢ — =

Montrer que h est croissante sur [1, +o0].

On étudie la fonction ...
T 42 @
1
En déduire que : Vz € [1,4o00], / %dt < h(:r)/ ﬁdt
1 1

Pour tout/chaque z > 1, on a
> Comme la fonction h est croissante,

t2 t2
e le 1 1
onaVte [1,.’E], 7t4 = 7t2 7152 = 7]&2 h(t) < tfzh(m)

> On intégre sur [1,z]

T 42 T
Ainsi Yz € [1, 400, / St < h(x)/ Lt
1 1

x 1:2

2 €
Montrer que :/ e dt ~ —
1

z—o00 2T

On va montrer que : ——— —— 0

T—00

On a I'encadrement Vz € [1, +o0],

T t2
A f1 etTdt 1_i
Ainsi 0 < =——5— <
e2” 2x

2x

Conclusion : Le théoréme des gendarmes conclut.

2 2
. P e’ e’
(c) Démontrer/justifier que : s est o (%)



€
1
Eneffetona 42 = — — 0
e® 2x z—oc0

. 3 *
Démontrer/justifier que : Ze est o (6)

2x
3e
En effet on a —& —— 0
e’ T—>00
2x

T — 00 X

T e’ 7 e e e 3¢ 3 [Te
Endéduireque:/ e dt ~ o Ona/ el dt:f-i-f—f-i-f/ —dt
1 1 1

(d) En déduire que D(z) —— 0.

T —00

x 1 x
Ona/ etht:/ etht—i—/ etht
0 0 1
e

1 22
De plus / ¢’ dt = Konstante = o <2> (facile avec le quotient)
0 T X

— 00

x x2 x2 wz
Ainsi ona:/ etht:o € +L+o €
o 2x 2x 2x

2

. —z? ‘ t2 —a? ez 1
Conclusion : D(z) = e edt = e " ——[1+o(1)] ~ ———0
0 xT

Partie C
On admet que a = D(1) > 0
1. Montrer qu'il existe A > 0 tel que Vz > A, D(z) < a.
J'applique la définition de D(z) m Qavece=a>0
Ainsi il existe A > 0tel que Vo > A, D(z) <{l+e=0+a=a
2. Démontrer que D admet et atteint son maximum en (au moins) un point b de RY .
Sur l'intervalle [A, 4+00[ on a D(z) < a = D(1)
Sur le segment [0, A] la fonction D est continue donc majorée et atteint sa bornes
Ainsi il existe « € [0, A] tel que Vz € [0, A], D(z) < D(«)

On adonc:Vz e Ry, D(x) < max (D(a),D(l))

Conclusion : La fonction D est majorée sur Ry
et atteint sont majoranten bavecb=1ou b=«

Bonus : On a b# 0 car D(0) = 0 < D(1). Donc le résultat annoncé est valide sur R’}

3. Montrer que ce maximum est égal a %
b est le maximum de la fonction D, n'est pas une borne et D est dérivable
Donc D’ (b) = 0 et avec I'équation différentielle, on a D’(b) 4+ 2b D(b) = 1, CaD D(b) = %
4. En déduire I'unicité du point ol le maximum est atteint.

On suppose que b et b’ sont deux maximums pour la fonction D, on a donc D(b) = D(b').

. . 1 o , 1

On vient de voir que D(b) = % et de méme D(b') = BTG
o1 1 i D
Conclusion : 5% = 2y — b==b, CaD il y a unicité

Partie D
1. Déterminer a I'aide de la fonction D |'ensemble des solutions sur R de I'équation différentielle : 3" + 2zy = 1.

L’équation différentielle : y' + 2zy = 1 est une EDL1.
Le solution sont la somme



> D'une solution particuliére, ici D convient
> Des solutions de I'équation homogene associée, CaD b’ + 2zh = 0.

On trouve facilement que : Vo € R, h(z) = Ke™ avec K €R

Conclusion : les solutions sur R de I'équation différentielle : y' + 2zy = 1
sont : Vo € R, y(z) = D(z) + Ke ™ avec K € R

2. Montrer |'existence d'une unique solution impaire.
On suppose que y est une solution impaire de I'équation différentielle.

Comme y est une solution de I'équation différentielle, on sait que Vz € R, y(z) = D(;lc)—l—K(fl'2 avec K € R
De plus y est impaire, on a donc y(—z) = —y(x)

= D(-2)+Ke O = —D(@) - Ke ™
2

= —D(z)+ Ke™ = —D(z)—Ke™”
— 2Ke ™ =0
— K=0

Conclusion : Vz € R, y(z) = D(z) + O™ = D(z)
CaD D est I'unique solution impaire de I'équation différentielle



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Soit n € N. On appelle polyndme trigonométrique ( réel) de degré n une fonction de la
forme

ap+ai1cosx+ -+ apcosnx + Brsinz + -+ - + By sinnx

f(x)

a0 + i (ak cos(kz) + Bk sin(kx))
k=1

ol (e, ..., Bn) sont des réels et (an, Bn) # (0,0).
Partie A

Soit f un polynéme trigonométrique (réel ) de degré n fixé.
1. Présentation de f via les polyndmes.

(a) Montrer qu'il existe un polyndme a coefficient dans C, CaD P = C[X] tel que Vz, f(z)=e ™" P (e”)

Ona f(z) = a0 + i (ak cos(kz) + Br sin(kzw))

k=1
n ikx —ikx ikx —ikx
e +e e —e
=ao + Z <Oék 5 + Bk % >
k=1
ot Z ay, ;ZBk gike Z Qg J;Zﬁk ke
k=1 k=1
n . n .
__ _—inx inx g — ’Lﬁk’ i(n+k)x ok + Z/Bk i(n—k)x
=e ape + Z 5 e + Z — e
k=1 k=1

2n A n—1 .
_ e—in:c |f10€in$ + E Op—n ;Zﬂp—n eipw + } : Qnp—p _; Z/Bn—p eipac‘|

p=n+1 p=0
n—1 I ﬁ 2n ﬁ
Conclusion P(X) = Z w X+ aoX™ + Z w X* = convient
p=0 p=n+1

Dans la suite, je note ai les coefficients de P.
De plus vérifier que P est de degré 2n et expliciter ses coefficients en fonction des «; et 3;
Qp — Zﬂn

Le coefficient de X>™ vaut — #0 car (an, Bn) # (0,0).

Donc P est de degré 2n et il suffit de lire les coefficients
(b) Justifier que le polynédme P est unique (ainsi les coefficient ai sont uniques)
On suppose que : Va, f(z)=e P (eix) =e " p, (em)
Donc Vz, P; (e”) =P (em)
Les polynémes P; et P> coincident sur une infinités de valeurs donc ils sont égaux
En déduire que I'écriture d'un polynéme trigonométrique est unique.

aE — 1@ ag +1
k > Bk et 4y — k - Bk

Donc ay et Bi s'expriment en fonction de an+x €t a,_j et donc sont uniques
(c) Vérifier que P (0) #0 et que Vk € {0,1,...,2n}, ar = azn—s

On aantk =

On a P(0) = %ﬁﬂ" 20 car (am, Ba) # (0,0).
ET anp = gt = BT

Conclusion : Vp € {0,1,...,2n}, @Gp = Gn_k = Gntk = A2n—p

2. Sur les racines de P.

(a) Montrer que : P(X) = X*"P <%)



(b) En déduire que si 2o est une racine de P de multiplicité exactement m
alors i est aussi une racine de P de multiplicité exactement m
<0
Comme zq est une racine de P de multiplicité exactement m, on a P(X)
ET P(X) = X>"P (%) — P(X)=P(X)=X>"P (%)
= /1
P(X)=X>P (7)
On va P(X) e

(3w w ()
—xem - (L)

X
L) X ()= (x-5)
=(x-=) X —)=(x-= X
Comme Q; est un polyndme de degré (2n-m) alors Q2(X) = X*"~ ™ !

/1
R Q1 (Y) est bien un polynéme.
Donc Yes
(c) Justifier que : 2o =

= (X —20)"Q1(X) et Q1(20) #0

1
— < |z0| =1
Zo

Onazy=— <= 20.20=1 < \zo|2:1 <~ |z =1
20
Conclusion : Les racines de P sont

> Soit que module 1, CaD ¢**

1
> Soit elles vont par paire, CaD zp et —
20

:,\.kﬁ(x ¢i?%) ﬁ[(X—zk (X__i)}ak

2k
=1 k:l
L

Ainsi P peut se factoriser sous la forme P

=A(X)
Partie B

=B(X) !

On suppose dans cette partie que f est un polyndme trigonométrique réel, de degré n et Positif, CAD Vz, f(z) >0
On vient de voir que f (z) = e """ P (e”) et P(X)=XA(X)

A(X).B(X).
1. Soit ¢ une racine de A (X) de multiplicité cv.

[Sin (m;@o)r‘” g(x) obgest Clt g () #0

’ . i i ix/2 i 2 .. .13—90
On a avec I'argument moitié, e'® — ¢'% = ¢@/2¢ %0/ {21 sin ( 3 )}

Ainsi f(z) = e " (em - eieo) . H ( - 19’“ o H [ — 2k (eiz - i)]ﬁk

les Autres

k=
= {sin (x—zé?o)r‘”g(x)
avec g(x) = e " A.. H (e” - ew"')ak.H [(e

iz ix 1 Bk 0
fzk) (e 77—)} est € et g(6o) #0
les Autres k=1 Pk
(b) Que peut-on en déduire que o est un entier pair

(a) Montrer que : f (z) =

Zk

—

Si oy est un entier impair alors la fonction f change de signe en 6o
OUPS car f est positive.

Conclusion : ag est un entier pair.



i
6 6 € i6 i6 05\ 2 i0 6},
2. Montrer que V0 € R, (67“ —zk) (e’ — _—) =——le —Zk| et (eZ — e k) = —¢'%e""F
Zk Zk
1 i0
0 0 _ 0 —1i0
(e —zk) (e’ = =) = (" —2) — (B — ")
Zk 2k
i0
€ 0
= — (el — zk) (zk — e’e)
Zk
i0
€ 0 i0
= — (ez — zk) O (e — zp) = — e’ zk|
Zk k

(ew . eiék)2 _ (eie o 6i9k) ( 0 wk)
_ (67;0 _ ein) 819619k (e—iek _ e—iG)
— 0,10 (620 . ezek) m
— eieeiﬂk (ew _ ein) @m

0 _i6
—e"e'k

14 10, |2
e’ —¢e ’“‘

3. Déduire de ce qui précédé que si f est un polynéme trigonometrlque réel p05|t|f de degré n,
alors il existe une polynéme Q € C[X] tel que Vz € R, f(z |Q ( “L)|

Ona f(z) =e ™ P(e™)

:e—m.ﬁ<em_m ﬁ[ a) (- 1))

N (T P
Zk
k=1

P q 2

= Konstante H ng ok H [em — Zk]ﬁk
k=1 k=1
p q

=K |R (e") |2 avec R (eiz) = H (em - ew’“)ak H [e” — zk]ﬁk

k=1 k=1
2 . .
Enfin K est un réel positif car f(z) et |R( ) sont deux réels positifs

2

Conclusion : K = k? et f(z) = k* ‘R (e”) ‘2 = ’Q (ei“ﬂ
avec Q = k.R (eiz) Fini

60
(&

— €

0},

2



