MPSI Matrice. Lundi 04 Mai

— Sujet simple pour valider le cours. —

Exercice 1. [Correction] D’'aprés un probléme des Mines d"Ales.
On note & = (f, 5) la base classique de R?.

4 —6

On considére la matrice A = ( 1 _1

> et on note h4 I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A

Ainsiona: A= ( le :615 > = Matg(ha)
1. Calcul de A™.
(a) Déterminer 4 une base de ker (hg — 2id)
(b) Déterminer ¢ une base de ker (hy — id)
(c) Justifier que € = (i, ) est une base de R? et déterminer D = Mat(ha)
(d) Déterminer le lien entre A et D puis calculer explicitement A™.

2. Calcul de exp (tA).

ok ok
;. z r 2
Pour tout/chaque z € R, on admet que la série g o converge et g o e
k=0 k=0

n—oo

nook

. x

ainsi on a S, (z) = E i e’
k=0

On fixe t € R et on considére la matrice E,, (¢t A) définie par

n k n k
E, (tA) = Z (t:!) = %A’“ = ( “: (t) bn(t) )
k=n k=0

(a) En utilisant Q1d, expliciter a I'aide de somme le coefficient a,, (¢).

(b) En déduire que la suite (a,, (t)) a une limite a (¢) quand n — 400 et calculer cette limite.

On peut faire le méme travaille avec les coefficients b, (¢), ¢, (t) et dy, (1)
ET on trouve

by, (t) =7 —6e* +6e', ¢, (1) =3 e —et d, (t) = —2¢* + 3e!
n—+oo n—-+oo n—r—+00

(c) A cause des calculs précédents et par analogie avec la question 2.b., on définit
[ a(t) b(t) \ _ [ Votrecalcul —6e* + 6e'
Vi € R, exp (t4) = ( c(t) d@t) ) et — ¢t —2¢%t 4 3¢t
i. Montrer qu'il existe deux matrices @ et R telles que exp (tA) = e*'Q + ¢'R.
ii. Montrer que : V (s,t) € R?, exp (tA).exp(sA) =exp( (t+s)A)
iii. Montrer que la fonction ¢ de R a valeurs dans 9ty (R) définie par ¢ (t) = exp (tA) est injective ?

(d) Bonus
>k
. - x
i. Montrer que, pour tout/chaque = € R, que la série g o converge.
k=0 "
ii. En utilisant I'inégalité de Taylor, CaD avec le TTTAAAFFF, montrer que S, (z) = E — "
k! n—oo

k=0

Conclusion : E i e’
k=0



Exercice 2. [Correction] D'aprés CCINP-PC 2022. Etude d’un endomorphisme sur un espace de polynémes
On rappelle le théoreme de la division euclidienne pour les polynémes.
Si U € C[X] et V € C[X] deux polyndmes avec V # &, alors il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que :
U=VQ+ R avec (R= 0 ou deg(R) < deg(V)).

Les polynémes @ et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne du polynéme
U par V.

Dans cette exercice, on se donne un entier n € N* et un couple (4, B) € C,[X] x C[X] tel que deg(B) =n+1

On consideére I'application ¢ définie sur C[X] qui, a un polyndme P € C[X], associe le reste dans la division euclidienne
de AP par B.

1. Etude d’un exemple si on suppose que l'on a :
n=2 A=X%? B=X3-X, P=X’4+X+1,

On effectue la division euclidienne de AP par B, CaD on a AP = BQ + R et deg(R) < deg(B)
Vérifier/Justifier que : Q = X +1et R=2X*+ X
Conclusion : pour cet exemple, on a ¢(P) = R =2X% + X.

2. Dans cette question, on démontre que |'application ¢ est un endomorphisme de C,[X].
(a) Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], on a p(P) € C,[X].
(b) On considére deux polynémes P; € C[X] et P, € C[X].

Par le théoreme de division euclidienne rappelé dans la présentation, il existe (Q1, R1) € C[X] x C,[X] et
(Q2, Rs) € C[X] x Cy[X] tels que

AP = BQ1+ Ry et AP, = BQ2+ Rs et deg(Ry),deg(Ry) < deg(B)

Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A (AP; + uP») parB en fonction de A, u et des
polynémes @1, Q2, R1 et Ry en justifiant votre réponse.

En déduire que ¢ un endomorphisme de |'espace vectoriel C,[X].

3. Etude d’'un exemple Dans cette partie uniquement, on suppose que :
n=2 A=X24+2X e B=X>+X’-X-1

(a) Montrer que la matrice de I'endomorphisme ¢ de C3[X] dans la base Z = (X, X', X?) est :

A=Mg(p) =

=N O

11
1 2 S ./\/13(@)
10

(b) Calculer P(X) = det(X I3 — A). Vérifier que P(X) est un polynéme de degré 3 et que r =3 et r = —1 sont
ses racines

(c) Montrer qu'il existe une base %’ de Co[X] tel que

Maz(p)= 0 -1 0



4. Ftude d’'un second exemple Dans cette partie uniquement, on suppose que

n=2 A=A=a+X+~7X? e B=X3

a) Montrer que la matrice de I'endomorphisme ¢ de C5[X] dans la base (X°, X1, X?) est :
2

« 0
T'=Mglp)=| 8 0 | € M3(C)
~ a

=R <

(b) En écrivant T'= D + N. Calculer T?.

5. Etude du cas ou B est scindé a racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que le nombre n est un entier quelconque de N*.

Jusqu’a la fin de I'exercice, on suppose que B est un polyndme de degré (n + 1) et qu'il admet (n + 1)
racines simples.

On note zy,...,x, € C les racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.

On définit les polynémes de Lagrange Lo, ..., L, € C,[X] associés aux points xg, ..., &, par :

Vk € [0,n], Lp= .
[0,n], Ly E)xk_xi
itk

En particulier, les relations suivantes sont vérifiées : V(k, j) € [0,n|?, Ly (z;) = { (1] : ; ; Z
(a) Décomposition avec les polynémes de Lagrange
n
i. Soit P € C,[X]. Montrer que xy,...,Z, sont des racines du polynéme D = P — ZP(L) L;.
N i=0
ii. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,,[X], ona P = ZP(%) L;.
=0

iii. Montrer que # = (Ly, ..., Ly) est une base de C,,[X].

(b) Réduction de I'endomorphisme ¢

Pour tout entier k € [0,n], on désigne respectivement par Q) € C[X] et Ry, € C,[X] le quotient et le reste
dans la division euclidienne de AL, par B.

i. Soit (j,k) € [0,n]*. Montrer que Ry (x;) = 0si j # k et que Ry, (z1) = A (vy).

ii. En utilisant Q.5.a.9i, en déduire pour tout k € [0, n| que ¢ (Li) = A (xy) Lg.
iii. Calculer Mg(yp)



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) D’aprés les mines d’Ales.
1. Calcul de A™.

(a) Déterminer @ une base de ker (ha — 2id)

Onaha—2d(T) = 6 — ha(T)—2d(7) =0
— AT 2U=7 avecﬁ—/\/latgg(?)—<x>

Y
T—y Y 0
2t — 6y =
<~
zr — 3y = 0

)=o)

Conclusion : ker (ha — 2id) est de dimension 1 et @ = (3;1)
(b) Déterminer ¢ une base de ker (ha — id)

Onaha—id(Z)= 0 = ha(T)—id(7)=0
e AT -T =7 avecﬁ:/\/lakd?):(i)
4xr —6 T 0
=(2)-0)-(5)

3x 6y = 0
—
T 2y = 0

=m0 () =o(1)

Conclusion : ker (ha — id) est de dimension 1 et 7 = (2;1)
(c) Justifier que € = (i, ¥) est une base de R” et déterminer D = Matw (ha)

8]

< —-3y=0 < <

1 1
Comme det(P) =3 — 2 =1 # 0, la matrice de passage est inversible donc & est une base
De plus, avec les décorations on a D = Matx(ha) = < g (1) >
Car ha(W)=2" =20 +0V et ha(V) =V =0d +17

(d) Déterminer le lien entre A et D puis calculer explicitement A™.

On a la matrice de passage P = Mat (B — ¢) = ( 3 2 )

Avec la formule de changement de base, on a
4 -6\ _ [ 3 2 2 0 3
1 -1 o 1 1 0 1 1
2\ 1 1 -2
1 T det() \ -1 3
Conclusion : A" = 3 2 2" 0 3 2\ [32-2 —62"+6
' B! 0 1 11 L 2"—1 —22"+3

Remarque : la formule est encore valide quand n = 0.

2. Calcul de exp (tA).

=N

-

On ade plus P7' = (

— w

(a) En utilisant Q1d, expliciter a I'aide de somme le coefficient a,, (¢).
Pour tout/chaque t € R. On a

" th [ 39F 2 628416

—22%F4+3
k=0

(B T

ZZ:O ?Tk' (2k - 1) ::0 %k' (_2'2k + 3)



(b) En déduire que la suite (a, (t)) a une limite a (t) quand n — +oo et calculer cette limite.

On a
~t* 2t -t o ot
an (t) = Zﬁ(az —2)=3)_ 2D o 3 2
k=0 k=0 k=0
= t* k 2t t
b (t) = E(—GQ F6) = o — —6e™ +Ge
o i n—-+oo
—~ " 2t ¢
e (t) = (2" 1) = oL e
k=0
dn (t) = (=225 43) = s vy 2e* 4 3¢’
. n—r oo
k=0

(c) A cause des calculs précédents et par analogie avec la question 2.b., on définit

Vt € R, exp (tA) = ( ‘Cl((tt)) Z((t) ) _ ( 3635 —2¢' —Gezz +6c! )

e’ —e —2e
i. Montrer qu'il existe deux matrices Q et R telles que exp (tA) = 'Q+e'R

Pour tout/chaque ¢, on a exp (tA) = &' < i) :g > +e ( :? g )

ii. Montrer que : V (s,1) € R®, exp (tA).exp (sA) =exp( (t+s)A)
Pour tout/chaque t, s, on a
exp (tA) .exp (sA) = (e%Q + etR) (eQSQ + eSR)
— 62(t+s) Q2 + 62t+5 QR + et+25 RQ + et+s R2

Deplusona@*=Q, QR=RQ=0et R =R
Conclusion : exp (tA).exp (sA) = 2TV Q + ' T* R
—exp((t+5)A)
iii. Montrer que la fonction ¢ de R a valeurs dans 9, (R) définie par ¢ (t) = exp (tA) est injective.

Attention la fonction ¢ n'est pas linéaire
donc on doit utiliser la définition de injectif :

On suppose que ¢ (s) = ¢ (¢)

’ On va montrer que s =t

Ona¢(s)=e(t)
<= exp (sA) = exp (tA)
— *Q+e°R=e>*Q+¢e°R
De plus la famille (Q, R) est libre car # & et non proportionnel, donc on peut identifier les scalaires

Conclusion : On a e® = e’. On applique In ainsi s = t. Yes



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

1. Etude d'un exemple si on suppose que l'ona:n=2, A= X2, B=Xx%- X, P= X2+ X+ 1,
On effectue la division euclidienne de AP par B, CaD on a AP = BQ + R et deg(R) < deg(B)
Vérifier/Justifier que : Q = X +1et R = 2X% 4+ X

OnaAP=X"+Xx°+Xx?

X+ x34+ Xx? X3 - X
—(x* - X% X 41
X3 4+2x?
—(x3 - X)
2X2+ X

Onabien AP=X"+X*+X?= (X’ - X) (X +1) + 2X? + X et deg(R) =2 < 3 = deg(B)
L > 1 |__R|
=B = -

Conclusion : c’est bien la division euclidienne et ¢(P) = R = 2X% 4+ X

2. Dans cette question, on démontre que |'application ¢ est un endomorphisme de C,[X].
(a) Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], on a ¢(P) € C,[X].
Lorsque I'on effectue la division euclidienne de AP par B,
on sait que : p(P) = R est un polynéme de degré strictement inférieur a deg(B) =n + 1
Conclusion : C'est la division euclidienne
et deg (p(P)) < n, CaD ¢(P) € C,[X]
(b) On considére deux polynémes P; € C[X] et P, € C[X].
Par le théoréme de division euclidienne rappelé dans la présentation, il existe (Q1, R1) € C[X] x C,[X] et (Q2, R2) €
C[X] x C,[X] tels que
AP, = BQ1+ R1 et AP, = BQ2+ R2 et deg(R1),deg(R2) < deg(B)

Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A (AP; + uP») parB en fonction de A, p et des polynémes
Q1,Q2, R1 et Ry en justifiant votre réponse.
Ona A(APL + puP2) = MAPy + uAP;
=A(BQ1+ R1) + 1 (BQ2 + R2)
= B(AQ1 + pQ2) + (AR1 + pR2)
et deg (AR:1 + pR2) < max (deg R1; deg R2) < deg(B)
Conclusion : C'est la division euclidienne et on a Quotient = AQ1 + uQ2
Reste = ARy + puR2

En déduire que ¢ un endomorphisme de I'espace vectoriel Cy, [X].
On vient de justifier la division euclidienne
ainsi @ (AP + puP2) = A & +u &
»(P1) o(P2)
Conclusion : @ est linéaire et a valeur dans C,[X]
donc ¢ un endomorphisme de I'espace vectoriel C,[X]

3. Ftude d’un exemple Dans cette partie uniquement, on suppose que :

n=2 A=X?42X e B=X>+X?’-X-1

0 1 1
(a) Montrer que : A = Mg (p) = < 2 1 2 )
1 1 0

On fait les divisions euclidiennes comme a la question Q1
(b) Calculer P(X) = det(X I3 — A).
X -1 -1
-2 X-1 =2
-1 -1 X

Vérifier que P(X) est un polyndme de degré 3 et que 7 = 3 et r = —1 sont ses racines

Ona P(X)=det(X Iz — A) =




On a P(—1)=0et P(3) =0 donc r =3 et r = —1 sont des racines de P
De plus P'(—1) = 0 donc 7 = —1 est une racine double.

Conclusion : Comme deg(P) = 3, on a bien toutes les racines et P(X) = ®(X + 1)*(X — 3)

3 0 0

[ ontrer qu il existe une base e Co tel que ' (p) = -
M il exi base %' de C2[X] tel M 0 1 0
0o 0 -1

Classique
4. Etude d’un second exemple Dans cette partie uniquement, on suppose que
n=2 A=A=a+BX++X’ e B=X’
a 0 0
(a) Montrer que : T'=Mg(p)=| B «a 0

Y B «a
On fait les divisions euclidiennes comme a la question Q1

(b) En écrivant T'= D + N. Calculer T".
a 0 0 0 0 O
On a facilement T' = 0 a O + 8 0 0
v B 0

0 0 «

L =D ] :N ]

0 0 0 [

On a aussi N2 = 0 0 O et N°=0
8% 0 0
Conclusion : T = (D + N)?

= (a Is + N)p

p

= (i) (a Ig)pika Binéme valide car IsN = N13
k=0

(aI3)’N° + p(aTs)P ' N' + <p> (@I3)"*N* +0+---+0 carN°=0

2
k=0 k=1
k=2
=aPls +pa® 'N + @OHFQNQ
aP 0 0
_ paP~ LB af 0

-1
pap—l,y+ p(p2 )ap—252 pOlp_l/B ap

5. Etude du cas ol B est scindé a racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que le nombre n est un entier quelconque de N™.

Jusqu’a la fin de I'exercice, on suppose que B est un polyndme de degré (n + 1) et qu'il admet (n + 1) racines

simples.
On note xg,...,z, € C les racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.
On définit les polyndmes de Lagrange Lo, ..., L, € C,[X] associés aux points xo, ..., T, par:
X -
- L
Vk e [0,n], L= 11 P

ik
- . . P . 2 1 si j=k
En particulier, les relations suivantes sont vérifiées : V(k, j) € [0,n]|", Lk (z;) = 0 s j£
(a) Décomposition avec les polynémes de Lagrange

i. Soit P € C,[X]. Montrer que xo, ..., Z, sont des racines du polynéme D = P — ZP () Li.
i=0



Pourk € {0,1,...,n},ona D(x) = P(zx) — i P (z;) Li(xk)

=0

:P(mk) - (P(I1)L1(Ik) +---+ P(mk)Lk(:rk) + -

i=1 i=k
=Pxy)—(O+ -+ Plag).1+---+ 0)
=0

Conclusion : xo, ..., x, sont des racines du polynémeD.

ii. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,[X], ona P = ZP(zz) L;.
=0

C'est le théoréme de rigidité

On a deg(D) < n et (n+ 1) racines donc D = &
iii. Montrer que # = (Lo, ..., Ly) est une base de C,[X].

Solution 1

On fait libre (avec la def) + card + dim

Solution 2

La question précédente s'interpréte :

9 =0 = P(X)=Y  P(x;) Li(X) = CL € vect(Lo, -, Ln)
| I |

=0 scalaire

Donc la famille (Lo, ..., Ly) est une famille génératrice C,,[X]
ET il y a théoréme qui dit que (géné + card + dim) = Base.

(b) Réduction de I'endomorphisme ¢

i. Pour tout entier k € [0,n], on désigne respectivement par Qi € C[X] et Ri € C,[X] le quotient et le reste dans

la division euclidienne de ALy par B.

ii. Soit (j,k) € [0,n]?. Montrer que Ry (z;) = 0si j # k et que Ry (xx) = A (z).

On a A(X).Ly(X) = B(X).Q(X) + R(X)
On applique I'égalité en x;, ainsi A(x;).Li(z;) = B(x:).Q(x:) + R(x;)
De plusonsait que Si i = k, on a Li(zx) = 1 et B(zx) = 0 (car xx est une racine de B)
Sii=k, ona Lk(x;) =0 et B(xz;) =0 (car z; est une racine de B)
On a bien la conclusion attendu

ii. En utilisant Q.5.a.ii, en déduire pour tout k € [0,n] que ¢ (Lx) = A (zk) Ly.
Soit k € [0,n].
On sait que ¢(Lk) = R ol R est le reste de la division euclidienne de A.Lk par B
Comme R est le reste d'une division euclidienne par B, on sait que deg(R) < n

Comme R € C,[X], on sait grice a la question Q.5.a.ii que : R = Z R (x;) Li(zy)

i=0
Ainsi on a ¢(Ly) :ZR(mi)Li =0+ -+ Alxg) +---+ 0
—_—
i=0 i

Conclusion : On a bien pour tout k € [0,n|| que ¢ (Li) = A (zx) Lk.
iv. Calculer Mg (o)
Onao(Ly)=A(xg) Lk =0ko+0L1+ -+ A(xg) L +---+0Ly,
A(zo) 0 0

Conclusion : A =



