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Exercice 1. [Correction]
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4 et 98 = (e7, €3, €3, es) une base de E.
1. Soit s I'endomorphisme E vérifiant
1 1 1 1
1f1 -1 -1 1
J%at@(s)—s—a 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
(a) Montrer que s est une symétrie.
En déduire que la matrice S est inversible et déterminer S7!.
(b) On considére les vecteurs
fi=e1+ex—es+ey f=el+e3 fB=-ei+etes+e fi=e—e;

i. Ecrire M at(B — €). En déduire que € = (?{,E,E,ﬁ) est une base de E.

ii. Calculer s(]_”l)) En déduire D = aty ().

2. Soient a et b deux réels. On note u,} I'endomorphisme de E telle que

3.

4.

a®> ab ab b?
ab a* b*> ab
ab b* a*> ab
¥ ab ab d?

Matg (ugp) =M(a,b) =

(a) Soiti€{1,2,3,4}. On considére €} = s(e;).
On note 2 = (€}, e}, €, €}) et M at(B — ), la matrice de passage.
Justifier que : AL at(B— D)=S
Justifier que la famille & est une base de E.

(b) Justifier que : u,p(e]) = (a+b)*e| +0e,+0es +0¢e)

(a+ b)? 0 0 0

- , _ a 0 (a-b)? 0 0

(c) En déduire que : M aty (uqp) =D (a,b) = 0 0 22 0
0 0 0 a? - b?

(d) Donner le lien entre les matrices M(a, b) = .4 atg (uap) et D(a,b) = M aty (uqp)

Inversibilité.

(a) Discuter selon a, b si la matrice D(a,b) est inversible.

(b) Lorsque la matrice D(a,b) est inversible,
exprimer D (a, b)~! en fonction de D (a,—b) puis sous la forme D (O, A)

(c) Discuter quand M (a,b) est inversible.

lorsque M (a, b) est inversible, montrer qu’il existe u et v tel que [M(a,b)]" = M (u, v).

Produit.

(a) Déterminer a”,b" tel que D(a,b).D(d',b")=D(a",b").

(b) En déduire que I'ensemble des matrices de forme M(a, b) est stable par produit.



Exercice 2. [Correction]
On désigne par R[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels

Partie A : Changement de base et une application sympa.

3 20
A= 2 3 0 et I=
0 0 3

0
0
1
On note & = (E,E,E;) la base canonique de E = .43, (R).
On note hy avec I'endomorphisme associé a la matrice A, ainsi A=.# atyz(ha)

On pose

1 0
0 1
0 0

1. Déterminer une base &' = (a,a,(_?;;) tel que

1 0 0
D=latzhy)=| 0 3 0
0 0 5
2. On suppose que M est une matrice 3 x 3 telle que M? = A.
On note hy; avec I'endomorphisme associé a la matrice M.
(a) Montrer que : AM = M A puis que Ma eker(hyp—id)
et enfin qu'il existe a € R tel que Ma = aC_{.
a 0 0
(b) Montrer qu'il existe a,b,c€R tel que M'=.#atgy(hy)=| 0 b 0
0 0 ¢

(c) Justifier que (M")?* = D. Déterminer M’
(d) Combien I'équation X* = A a-t-elle de solution dans ./3(R).
Parmi toutes les solutions y-a-t-il une solution remarquable que I'on pourrait appelé vVA?

Partie B : Autour des polynémes.
On note : R, [X] le sous espace vectoriel formé des polynémes de degré inférieur ou égal a 2.
P =(X"X,X?) la base canonique de Ry[X].

. n 1
On considére les polynémes P; = g(X—3)(X—5)
-1
P, = T(X_ (X -5)
1
P = g(X— DX -3)
1. (a) Vérifier que & = (P, Py, P3) est une base de Ry[X]
Et montrer que : VPeRy[X], P=P(1)P,+P(3)P,+ P(5)P3

(b) On note Q la matrice de passage de la base Z a la base &.
Justifier que Q est inversible et, en utilisant la question précédente, déterminer son inverse QL.

2. On pose Py = (X-1)(X-3)(X-5)
Pour tout polynéme de P € R[X],
on note P* le reste de la division euclidienne de P par Py

On considére f la fonction définie sur 2 =R[X] par f(P) = P*.

(a) Déterminer I'ensemble d'arrivée o7 de f et démontrer que f est linéaire.

(b) Démontrer que : VP eR[X], f(P)=P(1)P;+P(2)P,+P(3)Ps



Partie C : Application aux calculs matriciels.
On pose

3 2 0
A=12 3 0 et I=
0 0 3

o O =
S = O
- o O

1. Soit E I'ensemble des matrices de la forme al+bA+c A%
Démontrer que E est un sous espace vectoriel de |I'espace vectoriel .#3(R) et déterminer la dimension de E.

2. Pour tout polynéme P =a+bX +cX? , on pose P(A) =al+bA+cA? et on note ® |'application de Ry[X] dans E
définie par ®(P) = P(A).

Démontrer que ® est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
3. On pose B; = P;(A) pour i €{0,1,2,3}.
Pour répondre a cette question, on utilisera les résultats de la partie A
(a) Vérifier que : (A—I3)(A-3L)(A-513)=0
(b) En utilisant QB1la., exprimer I, A et A? en fonction de B;, B, et Bs.

(c) Pour tout neN, exprimer A" en fonction de By, B, et Bs.



Exercice 3.

L'objectif du probléeme est de montrer que
chaque hyperplan vectoriel de 90, (R) posséde au moins une matrice inversible.

Rappels et Notations

> n est un entier, n =2

> On note E=9,(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels

© Les éléments de E sont notés M = (m; ).
© La matrice élémentaire E;; est la matrice de E dont les coefficients sont tous nuls

a I'exception de celui qui se trouve sur la i-éme ligne et sur la j-éme colonne, qui vaut 1.
© E est un R-espace vectoriel de dimension n* et les matrices (E; ;) forment la base canonique.
® Si M € E, on note Vect(M) le sous-espace vectoriel engendré par M
© Lorsque A et B sont des éléments de E, on note A.B leur produit.
© Lorsque A€ E, la matrice AT désigne la matrice transposée

> Un hyperplan de E est ssev de dimension n> —1.
> On rappelle qu'une forme linéaire sur E est un morphisme de E a valeur dans R

> On note E* = £(E,R), I'ensemble des formes linéaires sur E

On rappelle que : E* est un espace vectoriel et que dim(E*) = dim(E).

n
> Si M =(m;;)€E, on définit la trace de M, notée T(M), par le réel T(M) = Z My k-
. k=1
On définit la fonction T de E a valeurs dans R par T : M +— T(M).

> A chaque matrice U de E, on associe :
o La fonction Ty de E a valeurs dans R par Ty : M +— Ty (M) = T(U.M).
© L'ensemble Hy = {M € E tel que Ty(M) = T(U.M) = 0}.

Partie I : Généralités, exemples.
1. Quelques propriétés.
(a) Pour U € E, prouver que |'application Ty est dans E*, CaD la fonction Ty est une forme linéaire.

(b) Soit U € E. Montrer que Hy =ker Ty. Est ce que Hy est un sous-espace vectoriel de E?

, 1 1
2. Dans cette question seulement, on prend n=2 et U = ( 11 )

On note M = ( ) un élément de E

a c
b d
(a) Calculer T(U.M). Trouver une matrice M de E telle que T(U.M) #0

En déduire la dimension de Im (Ty) et enfin justifier que Hy est un hyperplan.
(b) Déterminer une base de Hy.

(c) Vérifier que Hy posséde une matrice inversible.



Partie II : Quelques résultats utiles pour la suite

1. Soit U dans E.
(a) On note @ est la matrice nulle (de taille ). Déterminer Hp et dim Hep.
(b) On suppose que U = (uij) n'est pas la matrice nulle
i. Calculer Ty(UT) = tr(U.UT).

ii. En déduire que la forme linéaire Ty n'est pas la fonction nulle.
En déduire dim Hy.

2. On considére I'application ¢ de E vers E* : U— @(U) =Ty
(a) Montrer que ¢ est un morphisme.

(b) Montrer que ¢ est un isomorphisme de E sur E*.

3. On considére un hyperplan vectoriel H de E.
(a) Justifier qu'il existe A, une matrice non nulle de E qui n'appartient pas a H.
puis montrer que : E= H® Vect(A).
(b) Construire alors un élément h de E* tel que H =kerh.

(c) Prouver I'existence d'un élément U de E tel que H = Hy.

Partie III : Le résultat général

.
Pour 1<r<n, on note R, = ) Ejj.
i=1

0O 0 . 0 1

1 . . .0 pi+1i=1 1<isn-1
1. Soit P=|. . . . .|c'est-a-dire P=(p;;) avec pin=1

o . . . 0 pij=0 ailleurs

0O 0 . 1 0

Vérifier que P est inversible et que P appartient a I'hyperplan Hp, .

2. On admet que Lorsque H = Hy, avec U de rang r,
alors il existe deux matrices S; et S, inversibles telles que S;.U.S» = R;.

Montrer que chaque hyperplan vectoriel H de E posséde au moins une matrice inversible.



Exercice 4. [Correction]
Rappels et Notations

> n est un entier, n=2

> On note E,, = #,,(R).

On sait que Ej est de dimension n et que % = ((E,J) est sa base canonique.

(i,j)e[l,n]z)

6j,k=0 lorsque k # j

> Le symbole de Kronecker 4\ est définie par { 5k=08;;=1lorsque k= j

On rappelle que : Y(i, j, k,€) € [1,n]*, E;;x Exr = 0jkEir
> On note 0, la matrice nulle et I, la matrice identité.

> Si M € E,,, on notera dans tout |'exercice,
tr(M) la trace de la matrice M et M” la matrice transposée de la matrice M.

> On dira qu'une matrice M de Ej, est nilpotente s'il existe un entier naturel r non nul tel que : M" = Oj,.
Par exemple, la matrice E;» de & est nilpotente.

> On dira qu'un sous-espace V de R” est stable pour une matrice A de Ej, si : VX e v, AXeV.

> Un hyperplan de E, est un sous-espace vectoriel de dimension n® —1.

1. Quelques propriétés CaD quelques questions de cours.
(a) Il est rappelé que : ¥(i,j, k, ) € [, n1%, EijxExe=0;Ei¢

Démontrer cette propriété.

(b) Déterminer les matrices nilpotentes de la base canonique %.
(c) Soit N une matrice nilpotente et 1 #0
Montrer que la matrice A I, + N est inversible.

(d) On suppose que H est un hyperplan et que A€ E, est une matrice avec A¢ H
Démontrer que : E, = H® Vect(A).

2. Soit H un hyperplan de Ej,.
On suppose que H ne contient pas de matrice inversible.

(a) Montrer que : E, = H & Vect(I,).
En déduire que : Si N est une matrice nilpotente alors Ne H

n-1
(b) On considére la matrice R= (Z Ek k+1
k=1

Montrer que la matrice R est inversible et la matrice R appartient a H.

+Ep1=Ei2+Ex3+---+Ep-1,n+En

(c) Que peut-on conclure.



3. Soit H un hyperplan de E; stable pour la multiplication des matrices, c'est-a-dire que : V(A,B) € H?>, A.Be H
On suppose que : I, ¢ H
(a) Justifier que H et Vect(I,) sont deux sous-espace vectoriel supplémentaire de E,
On note p la projection sur Vect (I;) parallelement a H.

(b) Prouver que I'on a : V(M,N) € E3, p(MN) = p(M)p(N).
(c) Démontrer que : VM€ E,, M°e H= M€ H.
(d) Prouver alors que : ¥(i, j) € [1,n]?, E; ;€ H.
(¢)

e) Que peut-on conclure?

4. Soit H un hyperplan de E, stable pour la multiplication des matrices.
On suppose que n=3

On admet qu'il existe une matrice A# G tel que
> Pour tout M€ E, : MeH < tr(ATM)=0
Et
> pour tout M€ H, tr(U.M)=0 alors U=AA"
(a) Justifier que pour tout Be H, BAT est colinéaire a AT
(b) Montrer que la matrice A n’est pas inversible.
(c) Soit W le sous-espace vectoriel de R” défini par W =Im(A”), .
Montrer que W est stable pour tous les éléments de H.
(d) On suppose que
p le rang de la matrice AT
(e1,...,ep) une base de Im (AT), complétée en une base B, = (ey,...,e,) de R"
P la matrice de passage de la base canonique de R” a la base 4.

Montrer que I'application ¢p: M € E,— P"'MP € E,, est un automorphisme de E,,.
(e) En déduire que I'on a : dim(H) < n* - p(n— p).

(f) En déduire une absurdité. Que peut-on conclure.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1 1 1 1

. , . s 1f1 -1 -1 1

1. Soit s I'endomorphisme E vérifiant # atg (s) = S=5 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1

(a) Montrer que s est une symétrie, CaD que sos=id.

On a facilement

1 1 1 1 1 1 1 4 0 0 O 1 0 0 O
e 11 -1 -1 1 fIf1 -1 -1 1] 11040 0| {0 100
“2l1 -1 1 -1]2]1 -1 1 -1 | 4f0 0 4 0| [0 0 1 0
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 0 0 0 4 0 0 0 1
Comme §? =14, 0na s =id = sos=1id donc s est une symétrie.
Déterminer, sans calcul ou presque, la matrice sL.
Comme S est carrée et S.S = 1I4, on sait que S est inversible et sl=s.
(b) On considére les vecteurs
h=ei+e-e3+e h=ei+es fi=-ei+tez+es+es fai=e3—ey
i. Ecrire #at(B—F).
1 1 -1 1
~ A 1 0 1 1
Avec les nouvo en hd, on a Mat(# — €)= _ 1 1 o
1 0 -1
En déduire que ¢ = (H,E,E,ﬁ] est une base de E.
1 1 -1 1
1 0 1 1
Onadet(fl,fg,fg,f4): 11 1 0 =..=6#0
0 1 0 -1
donc la matrice de passage est inversible donc (fi, f2, f3, fa) est une base de E.
ii. Calculer s[]_‘{) En déduire D= aty (s).
On a
1 1 1
— 111 -1 -1 1 1 1 -
S(fl)“’”“t%(s)“”“tf%(ﬁ)‘i 1 11 |l a7 [Fh
1 1 -1 -1 1 1

Pour calculer A aty (s), il faut calculer s(f1),s(f2),.. dans la base (fi, f2, f3, fa).-
s(A)=A=1fi+0f+0fs+0fs  s(f2)=Ffa=0fi +1f2+0f3+0f

s(B)=-H=0f+0h+(Dfa+0fs  s(fa)=—fa=0f+0f+0f+(-1fs

1 0 O 0
Conclusion D=/ atg = 8 (1) f)l g
o 0 0 -1

2. Soient a et b deux réels. On note u, ; I'endomorphisme de E telle que

a’> ab ab b?
ab a®> b* ab
ab b a® ab
v ab ab d?

./ﬂatgg (ua,b) =M(a,b)=

(a) Soiti€{1,2,3,4}. On considére e; = s(e;).
On note 2 = (e}, €},€},€}) et M at(#B— 2), la matrice de passage.
Justifier que : M at(B— 2)=S
On a facilement

sle)=Matp(s)Haty (]_“1)) =S =Cy le premier vecteur de la matrice S

S O O

De méme on calcule s(ep),...



Conclusion : ALat(B— P)=S8
Justifier que la famille & est une base de E.

La matrice de passage # at(# — ) est inversible donc la famille & est une base de E.

b) Justifier que : u, p(€)) = (a+b)%e, +0¢e, +0el+0e!
able] 170e;+0e3+0¢e;

1 a®+ab+ab+b? 1
N1 1 |_1| a®+ab+ab+b* |_(a+b*| 1 | _ , 5,
Onauayb(el)—zM(a,b) V13l 2rabsabir? |T 2 L [=@+b7e
1 1

a?+ab+ab+b?

; . AR 2,0 ! / !
Conclusion : u, p(€]) = (a+b)“e] +0e)+0e; +0ey

(a+b)? 0 0 0

- : B B 0 (a-b)? 0 0

(c) En déduire que : M atg (ugp)=D(a,b)= 0 0 2 0
0 0 0 a? - b?

On a de méme u, p, (€}) = (a—Db)?ey, ugp(ey) = (@ —b*?ey, ugp(e)) = (@ -b*?e,

(a+ b)? 0 0 0

. _ _ 0 (a-b)? 0 0

Conclusion : A atg () =D (a,b) = 0 0 2 b2 0
0 0 0 a® - b?

(d) Donner le lien entre les matrices M(a,b) = # atgy (ugp) et D(a,b) = M atg (ug p)
Les formules de changement de base assurent que
Matg (ugp) = Mat(B— D) Matg (ugp) Hat(D — FB)
De plus M at(B— D) =S et Mat(D — B)=S1=8§
Conclusion : M(a,b)=S.D(a,b).S
3. Inversibilité.
(a) Discuter selon a,b si la matrice D(a, b) est inversible.

La matrice D(a, b) est inversible Ssi det =0
On sait que det(D(a, b)) = (a+ b)?(a—b)?(a® — b*)(a® — b*) =0

(a+b)27£0 — a+b#0 < a#-b
(@—b)2#0 < a-b#0 < a#b

@’ -b*#0 < a’#b?> < |a#-beta#b

Conclusion : la matrice D(a, b) est inversible Ssi a# +b

(b) Lorsque la matrice D(a,b) est inversible, exprimer D (a, b)~! en fonction de D(a,—b) puis sous la forme D (O, A)
2
On a D(a,b).D(a,~b) =---= (az—bz) Iy

Conclusion : Lorsque a # +b, la matrice D(a, b) est inversible

a -b

1
Et on a a®-b*#0 et D(a,h)"' = ————D(a,-b) =D 5 5
(aZ_bZ) (a2_b2) (aZ_bZ)
(c) Discuter quand M (a,b) est inversible.
lorsque M (a, b) est inversible, montrer qu'il existe u et v tel que [M (a, bl =M, v).
Comme M (a,b) = M atg (ugp) et D(a,b)=Matgy (ugp)

M (a, b) est inversible Ssi a# +b et M(a,b)™! = M(u,v) avec u= Lz et v=

s (o]

4. Produit.
(a) Déterminer a”,b" tel que D(a,b).D(d',b')=D(a",b").

On sait que D(a,b) D (d,b') =



Deplusona (a-b)(d -b)=(a.d +b.b)-(ab' +b.d)
=A-B
(a+b)(d +b)=(a.d +b.b)+(ab +b.d)
=A+B
(@®-b*)(@?-b?) =(a-b)a+b)(d-V)(ad +V)
=(a-b) (a' - b') (a’ + b') (a+b)
=[A-B][A+B] = A> - B?
Conclusion : D(a, b)D(u',b') =D(A,B) avec A=a.a +b.b et B=a.b' +b.d
(b) En déduire que I'ensemble des matrices de forme M(a, b) est stable par produit.

Pour tout a,b,a’,b’, on a
M(a,b)M(d’,b") = $.D(a, b).S.8.D(d’, b").S
=S.D(a,b).D(d,b).S carS8.S=8§*=1I,

=S8.D(A,B).S avec A=a.d +b.b' et B=a.b' +b.d
= M(A, B)

Conclusion : I'ensemble des matrices de forme M(a, b) est stable par produit.



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Les décorations assurent que AC_‘{ = la
Donc C_'{ est une solution de I'équation AU=1U
On résout |'équation puns on ch0|5|t C1 Par exemple C1 =1, —1 0) convient
On fait de méme pour C2 et C3 Par exemple C2 =(0,0,1) et C3 = (1,1,0) conviennent.
2. (a) Ona AM=M?M=MM?=M.A
De plus comme AC; =Cj, on a A(MC;) = AMC, = MAC; = MCy
Donc MC—‘{ eker(hy—id)
Enfin a la question précédente on a justifier que ker(hs —id) est une droite vectorielle dirigée par 5{
donc Ma eker(hy—id) = vect(a) = Ma = aa
b) On fait le méme raisonnement que précédemment avec 52) et 53:
c) Justifier que (M2 =D
> Méthode avec les morphismes

(
(

Comme M? = A et I'endomorphisme .# at est bijectif, on a hpsohpr=hy
Ainsi (M')? = M at g (hypo hyy) = Matg (hg) =D
> Méthode avec le calcul matricielle
Comme A=.#atyz(hy) et D=Matg(hy),
On sait que A=PDP~! avec P =4 at(%# — ') |a matrice de passage.

M?=A < M?=PDP! < P 'M?P=D
< P 'MPxP 'MP=D
— M xM =D

Déterminer M'.

a 0 0 1 0 0
Ona| 0 b 0| =10 3 0
0 0 ¢ 0 0 5
= a?=1, b*=3, *=
+1 0 0
=M= 0 =*v3 0
0 0 +V3
Conclusion : Il y a 8 matrices M’ possibles (et chacune convient)

Comme avec les formules de changements de base, on a M=pMp7!
donc I'équation X? = A admet 8 solutions.

Parmi toutes les solutions y-a-t-il une solution remarquable que I'on pourrait appelé VA?
Clairement la solution avec uniquement des + est particuliere,
ainsi on définit

+1 0 0
vaA=pP| 0 +v3 o |p7!
0 0 +v3

Partie B.
1. (a) Vérifier que & = (Py, Py, P3) est une base de R2[X]. Et montrer que : VP eRy[X], P=P(1)P; + P(3)P + P(5)P3

C’est bien une famille de Ro[X].

La famille est libre ( Avec la def ou la matrice de passage) et de plus cardinal=3=dimension de Ry[X]
donc c’est bien une base de Ry [X].

Pour tout P € Ro[X], comme & est une base on peu écrire P = aPy + bPy + cP3.
j'applique en 1,2,3 ainsi a=P(1), b=P(2) et c=P(3).

(b) Justifier que Q est inversible et, en utilisant la question précédente, déterminer son inverse Q!
On sait que

> A= Mat(B — P) = Les nouvéd et hé.

> Comme & est une base, on sait que la matrice de passage A= .# at(# — &) est inversible.

> On calcule A~ avec les décorations,CsD avec A~} = .«an( P — ).



On applique la formule précédente avec P = 1,X,X?, ainsi 1 =Py + Py +P3, X=P; +3P, +5P5 et X° =
P +3%P, +5°P3, ainsi

11 1
Ontrouve A”1=| 1 3 9
5 25

2. (a) Déterminer I'ensemble d’arrivée o7 de f et démontrer que f est linéaire
On doit justifier que f(aP+bQ) =af(P)+bf(Q).
La question est plus difficile qu'il y parait
> Tout d'abord, on sait que
P =PyS+ f(P) et deg f(P) <3.
Q=PyT+ f(Q) et deg f(Q) <3.
> Ainsi on a AP+uQ=PyAS+uT)+Af(P)+uf(Q)

> Pour conclure que f(AP+puQ)=Af(P)+uf(Q), il faut justifier que ci dessus c'est la division euclidienne.
il faut donc justifier que deg(AP + Q) <3. Comme deg f(P) <3 et deg f(Q) <3, c'est vrai donc cela conclut.
(b) Démontrer que : VP eR[X], f(P)=P(1)P;+P(2) P, +P(3)P3
Comme dans la division euclidienne deg(Reste) < deg(B), on a deg(f(X”)) <3.
Ainsi f(X™) e Ra[X] et je peux écrire f(X™)=aP;+bPs+cPs
Conclusion : X" = (X -1)(X —3)(X —5).Q(X) + aP1 + bP» + cP3
j'applique en 1,2,3 ainsi a=1, b=3" et c=5".
Partie C.
1. Facile
2. On peut le faire avec la définition.
> Linéaire : facile.
> Injectif avec le noyau : Facile.
> Surjectif avec le théoréme du rang : Facile

On peut aussi le faire avec la matrice.
en effet, Tes décorations assurent que # at

D) =1
(x0,x",x?) (15,4, P =B

B B!

Comme la matrice de @ est inversible, alors le morphisme ® est un isomorphisme.
3. (a) La question A.1.a avec P=1,X,X>.
(b) On sait que X" =PyQ+ f(X™). De plus f(X™) eRz[X], donc on peut écrire f(X")=aP) +bPy+cP3.
On calcule a,b,c comme a la question A.b.2

De plus By = Pg(A) =...=0, Ainsi on a A" = f(A™) = aP)(A) + bP»(A) + cP3(A)
Conclusion : A" = f(A™) =B; +3"B, +5"B3.



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Quelques propriétés CaD quelques questions de cours.
(a) Il est rappelé que : V(i, j, k,0) € [1,n]%, EjjxEg¢=06jkEi,
Démontrer cette propriété.
Vu en classe
(b) Déterminer les matrices nilpotentes de la base canonique 4.
Sii#j, ona EjjxEjj=06;Ej=0
| M}
=0
Conclusion : Lorsque i # j, la matrice E; ; est nilpotente d'ordre 2.
Sij=i,ona Ej;xEj;=06;;E;=E,;
(-
=1
On a facilement par récurrence que V p, Elpl =E;;i#0
Conclusion : La matrice Ej j n'est pas nilpotente
(c) Soit N une matrice nilpotente et A #0. Montrer que la matrice A1, + N est inversible.

On suppose que N est nilpotente d'ordre p, ainsi NP =@

k=0
On applique cette identité avec a= A1, et b=—N, (car ab = ba)
Ainsi ....

p-1
On sait que Si ab=ba alors a”? —b” = (a-b) ( > akb"_l_k)

(d) On suppose que H est un hyperplan et que A€ Ej est une matrice avec A¢ H.
Démontrer que : E; = H® Vect(A).
> On note F = H + Vect(4)
F est un ssev de E; donc dim(F) <n
HC F car A¢ H donc dim(F) > dim(H)
Donc dim(F) = n et F= Ej,
> De plus avec Grassmann, on a dim (H N Vect(A)) =0
Donc HnVect(A) = {0}

2

Conclusion : E;; = H® Vect(A)

2. Soit H un hyperplan de Ej.
On suppose que H ne contient pas de matrice inversible.

(a) Montrer que : E, = H @& Vect(I).
Comme I, est inversible et H ne contient pas de matrice inversible,
ona l,¢H et E,=H®&Vect(I,) d'aprés Qld.
En déduire que : Si N est une matrice nilpotente alors Ne H
On suppose que N est une matrice nilpotente
Comme Ne€E;, et E, = He Vect(Iy)
on sait que N=AI,+M avec LeR et Me H
Sil#0
Alors M =-AI,+ N est inversible (d'aprés Q1c) et appartient 3 H OUPS

Conclusion : A=0et N=C+MeH

n-1
(b) On considére la matrice R = ( Y Ekyk_',l) +Ep1=E12+Es3+--+En_1,n+En1
k=1
Montrer que la matrice R est inversible et la matrice R appartient a H.

On a det(R) = (-1)"*"! #0 donc la matrice R est inversible.
De plus la matrice R est une CL de matrice nilpotente (voir Qlb)
Conclusion : la matrice R est une CL de matrice appartenant a H et H est un ssev
CaD a matrice R est inversible et dans H OUPS
(¢) Que peut-on conclure.
Avec un RA, on a montré que I'hypothése "H ne contient pas de matrice inversible" est fausse

Conclusion : Tout hyperplan de .4, (R) contient au moins une matrice inversible.



3. Soit H un hyperplan de E;, stable pour la multiplication des matrices, c'est-a-dire que : V(A,B)€ H*>, ABe H
On suppose que : I, ¢ H
(a) Justifier que H et Vect(I;) sont deux sous-espace vectoriel supplémentaire de Ej
Déja fait a la question Q2a
On note p la projection sur Vect (I) parallelement a H.
(b) Prouver que I'on a : V(M, N) EE,ZZ, p(MN) = p(M)p(N).
Pour chaque (M, N) € Ef, = HeVect(Iy), on écrit M=AI,+Hy et N=ul,+Hp
ainsi on a p(M).P(N) = (A 1) (u1n) = Ay
De plus M.N= (AT, + Hy)(ulp+ Ho) =Auly+ AHy + uHy + H Ho
€H

Ainsi p(M.N) = Auly,
(c) Démontrer que : VM e E,, M>c H= M€ H.
On suppose que M€ Ej,, et M>€ H
Comme M?€ H, on a p(MZ) =0
Comme M € E;, = H®Vect(I), on écrit M= AT, + H;
Ainsi p(Mz) =/121n =0 donc A =0
Conclusion : M=0I,+Hy=H € H
(d) Prouver alors que : VY(i, ) € 1, n]?, E;jeH.
Pour i # j, alors Elzj =0OeHdonc E; je H et p(E;j)=0
Pour i, alors Ei,i :Ei,jEj,i donc p(Ei,i) = p(Ei,j-Ej,i)
= p(E;,j).-p(Ej,q)
=0.0=0
Conclusion : p(E; ;))=0, CaD E; ;€ H
(e) Que peut-on conclure?

Comme I, =Ey1+--+Epy et E; ;€ H et H est un ssev
Donc I, € H OUPS !
Avec un RA, on a montré que I'hypothése "I, ¢ H" est fausse

Conclusion : Tout hyperplan de .4, (R) stable par produit contient Ij.

4. Soit H un hyperplan de Ej stable pour la multiplication des matrices.

On suppose que n=3

On admet qu'il existe une matrice A# @ tel que

> Pour tout M€E;, : Me H — tr(ATMJ =0
Et
> pour tout M€ H, tr(U.M) =0 alors U=2aT

(a) Justifier que pour tout B H, BAT est colinéaire 3 AT,
Pour chaque Be H. On a

VMEeH, tr (BATM] = tr[ATMB)
Comme H est stable, on a BM e H

Donc ¥ Me H, tr (BATM] -0

Ainsi il existe A tel que BAT =1 AT, CaD BAT est colinéaire 3 AT
(b) Montrer que la matrice AT nest pas inversible.
On fait un RA. On suppose que la matrice AT est inversible.
Pour tout B € H, on sait que BAT =21 AT donc B= /1AT(AT]71 =11,
Ainsi : Be Vect(Iy)
Conclusion : Hc Vect (I) et dim(H) <1 OUPS



(c) Soit W le sous-espace vectoriel de R défini par W:Im(AT), .
Montrer que W est stable pour tous les éléments de H, CaD que pour toute matrice Be H, W est stable pour B.

Pour tout X € Im (AT)

On va montrer que BX €lm [AT].

Comme X € Im(AT), il existe b tel que X=4aTh

ainsi BX =B.ATH =1ATp = AT [AZ) elm (AT)

(d) On suppose que
p le rang de la matrice AT
(e1,...,ep) une base de Im(AT), complétée en une base % = (e1,...,e,) de R"
P la matrice de passage de la base canonique de R” 3 la base 4.

Montrer que I'application ¢p: M€ E; — P 'MPeE, est un automorphisme de Ej,.
Endomorphisme. Facile
Injectif. On vérifie facilement que le noyau est réduit a 0
Conclusion : ¢p est un endomorphisme de Ej injectif et dim(Ej) est fini
Donc ¢p est un automorphisme de Ej

(e) En déduire que I'on a : dim(H) < n? — p(n— p).
On suppose que B e H alors ¢p(B) = P~L.B.P, c'est la matrice de B dans la base %,
Comme @p est un automorphisme, on a dim(H) = dim (¢ p (H))
Comme Im[AT) est stable, ¢p(B) est une matrice triangulaire par bloc avec un bloc nul de taille (n-p).p

Conclusion : dim(H) = dim (pp(H)) < n? - (n—p).p
(f) En déduire une absurdité. Que peut-on conclure.

Comme la matrice AT n'est pas inversible, la matrice A n’est pas inversible
Donc le noyau de A n'est pas réduit a 0 et dim(kerA) > 1.
De plus A n'est pas la matrice nulle donc dim (kerA)<n-1
Ainsi p=rg(A)e{l,2,..,(n—-D} et (n—-p).p=z(n-1)
Conclusion : dim(H) = dim (pp(H)) < n?—(n- p).p< n?—(n-1)<n®-10UPS



