MPSI DS 9 2 heures Mercredi 13 Mai.

Exercice 1. [Correction]

Ce probleme comporte 4 parties presque indépendantes

I — Solutions d’une équation différentielle
1
On considere I'équation différentielle (E) : (1+2°%)y' + 2zy = —.
X

Résoudre (E) sur R

II — Etude d’une fonction.

. 1 A
Pour tout réel A, on définit la fonction fy sur RY par : Vo >0, fa(z) = %
x

1. Justifier que pour tout réel X, la fonction fy est de classe C*° sur R7,

Ee montrer que pour tout = > 0, f§(x) est du signe de g () = 1 + 2% — 22%(Inz + ).
2. Etudier les variations de gy.

On montrera en particulier que I'équation gy (z) = 0 admet une et une seule solution sur R’ .
Cette solution sera notée m,.

3. Dresser le tableau de variations de f).

On calculera les limites de f en 0 et +00, et on montrera que fy(my) =

yM‘

4. Dans cette question, on cherche un équivalent de m) lorsque X\ tend vers +oc.
1 1
(a) Montrer que pour \ assez grand, on a: — < m) < ﬁ
(b) En déduire, a I'aide des questions précédentes, que : my ~

Aotoo /2N

1



III — Etude d’une fonction intégrale

x

. Int
On étudie dans cette partie la fonction F' définie par F'(z) = / 117162 dt.
1

(a) Justifier que la fonction F est bien définie sur R
(b) Déterminer le signe de F' sur R}.
(c) Sur RY, justifier la dérivabilité de F, calculer F'(z) et déterminer les variations de F.

Cohérence : Les variations sont-elles cohérentes avec le signe de F' trouvé & la question précédente 7
(d) DL

Int
i. En écrivant x = 1 + h, déterminer le DL de 1n7 au voisinage de z = 1.

+12

ii. Déterminer le développement limité de F' a I'ordre 3 au voisinage de z = 1.

1
2. Montrer que : Vo >0 F(z)=F <)
x

. t
3. Soit ¢ la fonction définie sur R par : Vo >0 () = arcland
x

(a) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
(b) Montrer que : Vo >0 F(z) = arctan(x).In(z) — /gf)(t) dt

(c) En déduire que F est prolongeable par continuité a droite en 0.

(d) Montrer que le prolongement de F' n'est pas dérivable a droite en 0.

IV — Calcul de F(0).
(—1)*
(2k 4 1)2

On note S,, = I;) (Z(k;—&—)l)Q la somme partielle

1. Justifier que la série Z converge.

x

2. Pour k € Net x >0, calculer Ij(x) = /tk In(t) dt et déterminer lim Iy (x)

z—0t
1
1 - k. 2k +1 z? e
3. Montrer que : Vn e N Vz > 0 22 :;O(—l) %+ (=1) i

n

Z DF Ly (z

k=0

4. En déduire, pour n € N et z €10, 1], une majoration de

1

5. Montrer que : Vn e N |F(0) — S,| < ——

1F(0) d (2n + 3)2

et justifier que F(0) = E =Dt D

justifier qu = 5
= (2k+1)



Exercice 2. [Correction] L'objectif est de déterminer les fonctions f : [0, 1[— R continues vérifiant la relation notée (H)
VeI, f(:z:):xff(xz) (H)

1. Soit f une fonction vérifiant (H).
Montrer f(0) = 0.

2. Unicité.
(a) Soit h une fonction continue sur [0, 1[ telle que Yz € [0,1], h(z) = —h (2?).
Montrer que : Vz € [0, 1], h(x) = h(af22").
En déduire que : Vz € [0,1[, h(z) = h(0).
(b) Soit f, g deux fonctions continue vérifiant (H). Montrer f = g.

3. La fonction ¢

Pour tout/chaque x € [0, 1], on considére la série Z(—l)
n
et on note S, (z) = Z(—l)kxzk la somme partielle
k=0

k
ka

(a) Pour tout z € [0, 1], justifier que la série Z(—l)kak converge

et on note ¢(x) sa limite.

(b) Montrer Vn € N*, S, 41(z) = 2 — S, (2°) et en déduire que ¢ vérifie (H).

4. La fonction ¢ est-elle continue? »

Dans les questions suivantes, on considére, pour tout p € N*, la fonction g, : © — Z kak—1.
k=1
(a) Soit p € N*.
Exprimer g, comme la dérivée d'une fonction encore plus simple, et en déduire son expression.
1
(b) Montrer que : Vp € N*, Va € [0,1], V¢ € [0,al, |gp(t)] < My, ou M, = e
—a
On pourra remarquer que la suite (g,(t)), o est croissante
(c) En déduire que la fonction S,, : @ — S, () est M,-lipschitzienne sur [0, a).

(d) Montrer que la fonction ¢ est continue puis sur [0, 1]

Conclusion : La fonction ¢ est I'unique solution de notre probleme.



Exercice 3. [Correction] Soient 2 réels a et b tel que a < b.

On considére une fonction f de classe €* de [a,b] a valeurs dans R.

Partie I : La fonction spline de f sur [a;b].

1. Soit la fonction ¢ de R3[X] a valeurs dans R* définie par

VQ € R3[X]v d)(Q) = (Q(a)vQ(b)le(a)an(b))

On admet que ¢ est un morphisme. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € R3[X], tel que
P(a) = f(a) P(b)=f(b) P'(a)=f'(a) et P'(b)=f'(b)
Kulture : Le polynéme P est appelée la fonction spline de f sur [a;b].
3. Montrer que la famille ' = ((X — a)?, (X — a)*(X —b), (X — b)?,(X — a)(X — b)?) est une base de R3[X]
Déterminer les coordonnées de P dans la base ¢ en fonction de P(a), P(b), P'(a) et de P'(b)

4. Démontrer que ¥ (p,q) € N?, I, = /b(t —a)P(t —b)idt = (1)'](])_:9;(1_5_1)'(1) — g)Ptatd
Indication : Faire des IPP.
5. En déduire que :
[ Pt = - LI 20 )

Partie II : Approximation a un pas.

1. Montrer que, pour tout = €]a, b[, il existe ¢ €]a, b] tel que :

o f(4) (c) 2 2
f@) = P(a) + 75,2 @~ )@~ b)

Indication : on pourra introduire la fonction h définie sur [a,b] par h(t) = f(t) — P(t) — A(t—a)?(t —b)?
avec \ réel a bien choisir.

2. Justifier que Hf(4)’ = sup ’f(4) (x)’ existe, puis montrer que
z€la,b]
b b FOI (b= a)
[ s [ o < L2200
Partie III : Méthode a n pas
Soit n € N*, on note (ag, -+ ,a,) la subdivision réguliere du segment [0, 1], CaD pour tout k € {0,1,...,n},ar = —.
n

On note gy, : [a,b] — R la fonction telle que, pour tout k& € {01,...,(n — 1)}, la restriction de g,, a [ax, ax+1] est la fonction
spline de restriction de f a [a, ar+1].

Ap41

1 n—1
On pose enfin S, :/ gn(t)dt = Z/ gn(t) dt.
k=0 "

0

1. Montrer que S,, = 7%712 (f'(1) — £(0)) + % i (f (ar) + f(ak+1)>

2. Montrer que |S, /1 f®)dt] < [Fid
: r ' — < :
au o 24 30n*
3. On applique la méthode avec f:t+— f(t) = o7 etn=2.

Déterminer une approximation de In(2).



Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
| — Solutions d’une équation différentielle

’ 1
On considére I'équation différentielle (E) : (1 + m2) y + 2y = =
Résoudre (E) sur RY.

C’est une EDL1 Les solution sont la somme d’une solution particuliére et des

> Solutions homogénes
2
On normalise : (E) : (1 + .TZ) W 4+20h =0 < K + ﬁh =
2x

D)
H . _ 71n|1+zz\ o K
On sait que : Vz >0, h(z) = Ke =132

Comme In |1 + z*| est une primitive sur R, de

> Solution Particuliére

K
On cherche une solution particuliere de (E) de la forme p(z) = 14—(795)2
x
N 1 . . . In(x) .
Ainsi K'(xz) = — et je choisis Va > 0, K(z) = In|z| = In(z) Ainsi p(z) = 112 convient
x x
Conclusion : Les solutions de (E) sur R} sont :
1
V>0, y(z) = n(e) + K avec K € R

T 1422 1422

Il — Etude d’une fonction.
Inz+ A

Pour tout réel A, on définit la fonction fi sur R} par: Vz >0, fi(z) = e
x
1. Justifier que pour tout réel A, la fonction f) est de classe C™ sur ]Ri,

On peut calculer le nombre f(x) Ssi z > 0.
De plus la fonction f est fabriquée avec les fonctions usuelles et les opérations classiques

Conclusion : la fonction fy est de classe C™ sur Ri
Et montrer que pour tout = > 0, fA(x) est du signe de gx(z) = 1 + 2> — 22°(Inz + \).
L1+ 2% — (In(z) + \)2z

Ona:Vz >0, fi(z)

(1+22)2
142> —22%(lnz + \)
B (14 z2)?

Comme z > 0, fi(z) est bien du signe de gx(z) = 1+ 2 — 2z°(Inz + \).
2. Etudier les variations de gy.
La fonction g est dérivable sur RY
etVa >0, gh(z) =2z —4a(lnz + \) — QxQ% = —4z(Inz + )

D'ou le bé tableau

T 0 e mx +00

g,\(x) / \O\

1 —00

On montrera en particulier que I'équation gx(xz) = 0 admet une et une seule solution sur Rf_. Cette solution sera notée m.
Avec le théoreme de la bijection monotone, on obtient que : I'équation gx(xz) = 0 admet une et une seule solution
sur RY.

3. Dresser le tableau de variations de fy.

Avec le tableau de variation de g, on a le signe de g, on déduit le tableau de variations suivant



x 0 mx +o0o
1
2m?2
f>\ (x) / A \
—00 0

On calculera les limites de fx en 0 et +o0,
—00, ce n'est pas une Fl et

On a lim fi(z)
z—0t
Inz + o(Inz) —lnm[l—i—o(l)} 0

_In(z)+ X
f)\ (I) - 1+ 2 x—_>oo 2 + O(:EQ) o ? T — 00

on montrera que fi(my) = 1
q Alma) = 2m§-

On sait que : gx (my) =0 <= 1+ (my)> —2(mx)? (In(mx) +A) =0

1 2

Ainsi In(my) + A = ng)

2(ma)
14(my)?
_In(ma)+ A 2(m£)2 1
- 2m?

Conclusion : fa(my) = =
L+ (ma)? 1+ (ma)?
4. Dans cette question, on cherche un équivalent de my lorsque A tend vers +o0.
1 1
Mont A d, — < < —.
(a) Montrer que pour X assez grand, on a 3 Sma < 7
2 2
1) 4(1) (—In(A) + ) =
A— o0

1

—)=1 -
>Onag,\<)\) Jr()\ 3
f) ~ 1> 0 Donc pour \ assez grand, on a gy (§)>0

1
Comme g» ()\
— 00
1
et d'apres le tableau de variation de gy, on a Y < my

1+0(1)~1>0

2 2
1 1 1 1
> On a — | =14+|—=) -2(—=) (—zIn(A)+ A
o (5) =1+ (55) ~2(55) cammen
B 1 In())
B
= —14+0(1)+o0(1)~ -1

A— 00

! ~ —1 < 0 Donc pour A assez grand, on a gx (X)<O

Comme g (ﬁ) N

\ . 1
et d'aprés le tableau de variation de gx, on a my < \ﬁ

1

b) En déduire, a I'aide des questions précédentes, que : m ~ .
(b) q p q N e o

On sait que : gx (ma) =0 <= 1+ (my)> —2(mx)? (In(mx) + ) =0
] : 14 (my)?
o] ? =
n réorganise (m») Sn(ma) + )
L'encadrement précédent assure que : my ——— 0 Donc my = o(1)
A—o00 A—o00
= O(nX) =o(N)

14 (my)? Lto) _ 1 .,
o))~ vart oWl

lusion : =
Conclusion : m, (n(my) + V)



Il — Etude d’une fonction intégrale

. . Int
On étudie dans cette partie la fonction F' définie par F(z) = /1 =

dt.
1+¢2
1. Etude de F.

(a) Justifier que la fonction F est bien définie sur R

Le nombre F(z) se calcule Ssi la fonction ¢ —

e est continue sur [1,z]
Ssi [1,2] C RY
Ssi z C RY

Conclusion : la fonction F' est bien définie sur R}
(b) Déterminer le signe de F sur RY.
> Si/Lorsque = > 1.

Int
vVt e [l,x], 2% > 0 et les bornes [1, z] sont croissantes
14 ¢2

DoncVz > 1, F(x) >0
> Si/Lorsque 0 < z < 1.

Vit e [l ], % < 0 et les bornes [1, z] sont dé-croissantes
Donc Vz €]0,1], F(z) >0

(c) Sur R, justifier la dérivabilité de I, calculer F'(z) et déterminer les variations de F.

Comme la fonction ¢t ——

1o est continue, on sait que F' est dérivable
EtVz >0, F'(z) = [2(z) — H#(1)]

In(z
(d) DL
i. En écrivant x = 1 + h, déterminer le DL de e au voisinage de = = 1.
ii. Déterminer le développement limité de F' a |'ordre 3 au voisinage de z = 1.
2. Montrer que : Vo >0 F(z)=F (l)

1/5!)
Pour z > 0, onaF(l): lnt2
T 1 141t
1
On fait le changement de variable u = n

. t
3. Soit ¢ la fonction définie sur R} par: Vz >0 ¢(z) = arean? .

T
(a) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.

On a 6(z) = arctanz _ z + o(x)

=1[1+40(1)] — 1
xT z—0 xT x—0

Donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 avec phi(0) = 1

(b) Montrer que : Vo > 0 F(x) = arctan(z).In(x) — /d)(t) dt.
1

Pourw>0,onaF(%):/ Int dt
1

1+ ¢2
On fait une IPP

(c) En déduire que F est prolongeable par continuité a droite en 0.

On a arctan(z). In(x) — 0 ce n’est pas une FI
T—r

. 0
et /qb(t) dt — / ¢(t) dt car ¢ est continue sur [0, 1]
T— 1
1

0

1
t
Conclusion : F(z) — — o(t)dt = / arctanz o,
z—0 1 o T
(d) Montrer que le prolongement de F' n'est pas dérivable a droite en 0.



1
1%:?2 —g ™ (ce n’est pas une FI)

. s P 1
Conclusion : D'aprés le théoréme de prolongement %,

Comme F'(z) =

le prolongement de F' n'est pas dérivable a droite en 0.

IV — Calcul de F(0).
. . (—1)*
1. Justifier que la série Z o5 converge.

(2k+1)
Critére des séries alternées ou Absolument convergente

T

2. Pour k € N et z > 0, calculer Ij(z) = /tk In(t) dt et déterminer lim Ix(x)

z—0
1

On fait une IPP, ainsi I (z) = / t*1n (t) dt
1

k+1 T Lk
_ Inx _ t dt
k+1 , k+1
-1 2" Inx Zhtt

= + +
(k+1)° E+1 (k+1)*

Ainsi on a Ix(x) — %:—711)2
1 - ) T2
3. Montrer que : Vn € N Vz >0 To a7 = Z(—l)km% + (=)™t ey
Pour tout/chaque z > 0, on a
3 (—1)F 2% = 1- (_“32)n+1 _1- (_xz)"‘*'l Fini.
P 1= (=22) 14 z?

Puis on ré-organise.

4. En déduire, pour n € N et z €]0, 1], une majoration de

Z )* Lo (z

Pour n € N et 2 €]0,1].
On multiplie par In(z) et on intégre sur [1, z]

x n . 2n+2
Ainsi F(z) = (fl)klzk(w)ﬂ*l)"“/ %
k=0 !

dt

Ainsi on a,

/” In (¢) .£>"*2 dt
L, 1+
< “1n (¢) 2 T2

1 1412

Ici z €]0,1[, donc In(t) < 0

T 2n+2
< / Sln ().t it
1

dt

142
x 2n+2
<_ In(t).t dt
110
< —Iopyo(z)
5. Montrer que : Vn € N |F(0) — S,| < 1
’ ' e (2n +3)?

On regard ce que devient I'inégalité précédente quand x — 0

et justifier que F'(0 Z
—~ (2k + 1



n

JPB ) (71)]C

Le théoreme de la distance assure que g_o TP om F(0)
> _1\k

Conclusion : F(0) = I;O (2(15%1)2



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)
1. Soit f une fonction continue vérifiant (H).
(a) Montrer f(0) = 0.
On applique la relation (H) avec x =0 € I, ainsi f(0) =0
(b) On suppose I = [0,1]. Calculer f(1).
On applique la relation (H) avec x =1 € I, ainsi f(1) =1/5
2. Unicité
(a) Soit h une fonction continue sur [0, 1] telle que Vz € [0,1], h(z) = —h (m2)
Montrer que : Vo € [0,1], h(z) = h(z22n).
On le fait facilement par récurrence
Il est bon de noter/dire que : pour tout x € [0, 1], on a bien 22" € [0,1]
En déduire que Vx € [0, 1], h(x) = h(0).
Pour tout/chaque = € [0, 1].
On regarde a la limite quand n — oo la relation h(z) = h(:c22n)

h(x22n) —— h(0) car h est continue et sachant que z € [0, 1], on a —
n— oo

n— oo
Conclusion : 2 la limite, on a h(z) = h(0).
(b) Soit f, g deux fonctions continue vérifiant (H). Montrer f = g.
On va montrer que la fonction h = f — g est nulle sur I.

Il est clair que : h est continue,
h(0) = £(0) =g(0) =0-0=0
et Vo € [0,1[, h(z) = f(2) — g(x) = (z = f(2)) = (z — 9(a”)) = —h(z?)
Conclusion : La fonction h est bien nulle sur I.
3. La fonction ¢
(a) Pour tout = € [0, 1], justifier que la série Z(—l)kz2k converge et on note ¢(x) sa limite.
Pour tout/chaque = € [0, 1]
On a (—1)kwglC =0 (1/n2 )
Conclusion : La série est absolument convergente donc convergente.
(b) Montrer Vn € N*, S,41(x) =x — Sn (mz)

n+1 n+1
OnaSui(e) =Y (-0 = g+ (-1
k=0 k=0 k=1
n -
R
p=0
=z — Z(—l)p(xg)Qp =z — Sy (IQ)
p=0

En déduire que ¢ vérifie (H).
On regarde ce que devient |'égalité précédent quand n — oo
ainsion a:Va €[0,1], o(z) =z — p(z*). Donc ¢ vérifie (H).
4. La fonction ¢ est-elle continue? »
Dans les questions suivantes, on considére, pour tout p € N*, la fonction g, : = — Z katt.
k=1

(a) Soit p € N*. Exprimer g, comme la dérivée d'une fonction encore plus simple, et en déduire son expression.
P

p
Pour tout z € [0,1], on a gp(z) = kak_l = Z [:rk]/
k=1 k=1
» ’
k=1

[
—(p+1)aP(1—=) — (1 —a"")(-1)
(1—x)?
1—(p+ DaP 4 pa?™!
(1—-x)?




* N 1
(b) Montrer que : Vp € N*, Va € [0,1], V¢ € [0,a], |gp(t)| < Ma, ot My =

(1—a)*
Pour tout ¢t € [0, 1], on a (croissance comparée),
1—(p+ DtP + ptPT! 1
gp(t) = (1—1)2 oo (1—1)2

De plus la suite (gy(t)),cy est croissante car gpi1(t) — gp(t) = (p+ 1)t* > 0
1

Donc Pour tout ¢ € [0, 1], on a g, (t) < e
1 1
<
(1=0)2 " (1-a)?
Et enfin Comme tout est positif sur le domaine, on a |gp(t)| = gp(t)
Conclusion : Vp € N*, Va € [0,1], Vt € [0,q],

90 = 90(8) < = < =gz = Mo

ET Va€[0,1], V¢ €]0,a], on a

(c) En déduire que la fonction S, :  — S, (z) est M,-lipschitzienne sur [0, a].
Pour tout n € N*, Ya € [0,1[, Vt € [0,a], on a

’S' (t)| _ TLZH( 1)k2k 2k _1 <n+1 kok 2F—1
L)) =[S (=1)F2Ra | < Z‘(—n 2%y
k=1 k=1
n+1 .
< ok 21
on+t1
< > paP !

p=1
p est une puissance de 2
2n+ 1

<3 pa? ™t = gos (t) < Mo
p=1

tous
Donc d’aprés le TAF, on a la fonction S,, : © — S, () est M,-lipschitzienne sur [0, a].

(d) Montrer que la fonction ¢ est continue [0, a].

Comme la fonction Sy, : © — Sy (z) est M,-lipschitzienne sur [0, a],
On sait que Ya,2" € [0,a], |Sn(z) — Sn(x’)‘ <M, ’a: — x/‘

<Ma‘x—x'

A la limite quand n — oo, on a Va, 2’ € [0,d], |¢(z) — p(z')
Conclusion : Sur [0,a], la fonction ¢ est M,-lipschitzienne et donc continue.
Montrer que la fonction ¢ est continue sur [0, 1]
A méditer

Conclusion : La fonction ¢ est I'unique solution de notre probléme.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

Partie I : La fonction spline de f sur [a;b].

1.

Méthode 1. On écrit A = Mat(¢) et on justifie que det(A) # 0
Méthode 2 P € ker(¢) <= P € R3[X] et a et b sont 2 racines doubles

Donc P = 0 (degré Vs racine) ainsi ¢ est injective.

puis avec le théoréme du rang, ¢ est surjective.
Comme ¢ est bijective de R3[X] sur R* et (f(a),f(b),f/(a),f/(b)) eRr*

Ainsi I'équation ¢(Q) = (f(a), f(b), f'(a), f'(b)) admet une unique solution noté P.

La famille est libre (avec la def "facile") et cardinal=4=dim donc c'est une base
De plus on a

PX) = (bf—(bCZ)z (Xfa)2+Pl(b) —(az(_bb—)2a)P(b) (Xfa)Q(X—b)+Pl(a) _(az(—ab;b)P(a) (X%)(be)%(bf_(a;)2 (X—b)?
3 I'aide d'une IPP, on a I, , = —#JMLH. Ainsi on a
P

=CU%E 1)(60(]; 21)).“.'.1@ oo

= e +q2!) o (p+a) (?p—;;”:’; carfrtao = /ab(t — = {m} .

= (1) - +p(!]qu 5 (b— a)P+a+t

5. On intégre et on trouve que :

/: P(t)dt = (bf_(b;)Q (b —3a)3 _ P —(a2(_bb—)2a)P(b) (b —4@)4 L Pla) —(a2(_ab;Qb)P(a) (b —4&)4 N (bf_(acz)2 (b —3@)3

On regroupe ainsi

/P(t)dt:(b—a)f(a);f(b)—(b_a) (F'®) = f'(@)

Partie II : Approximation a un pas.

1.

2.

On choisit A tel que h(z) =0
Avec Rolle, sur [a, z] et sur [z;b], on construit u,v.....
De plus h'(a) = 1'(b) =0

Conclusion : h' s'annule en a < u < v < b et avec Rolle, il existe c tel que h™*(c) = 0

on a facilement AV (¢c) =0 = f(z) = P(z) + 1) (x —a)*(x —b)?

24
la fonction Hf<4)H est continue sur le segment [a, ], ainsi ||f(4>|| = sup |f(4> (a;)| existe.
z€[a,b]
(4) (4)
ona 1) - P = [ L5100 - a7 = |50 o - e -
7]

< (z —a)’(z —b)”

24
D'ou

2
(4)
. ||f24 I,
B il T TP il KUK
24 5! 24 30

b bl £(4)
< [0 -rojas W2~ oy - o

/ab f(t)dt — /ab P(t)dt




Partie 111 : Méthode a n pas

Soit n € N”, on note (ao, - - ,an) la subdivision réguliére du segment [0, 1], CaD pour tout k € {0,1,...,n},ar = —.
n

On note g, : [a,b] — R la fonction telle que, pour tout k € {01, ...,(n— 1)}, la restriction de g» a [ar, ar+1] est la fonction spline
de restriction de f a [ak, ak+1]-

1 n-l rapiy
On pose enfin S, = / gn(t)dt = Z/ gn(t) dt.
0 k=0 " %

1. On a avec la formule de la question QI5

1 n-l rapiy
Sn:/ gn(t)dt:Z/ gn(t) dt
0 k=0 " 0k
n—1

Z [(ak-u B ak)f(ak) +2f(ak+1) _ (ak+11; ax) (F/(axsr) — F'(ar))
k=0

k 1
Or ar = — donc ax+1 — ax = —
n n

= %Z [W} - ﬁ Z [f'(ars1) = f'(ax)]

k=0 k=0
Orap = % donc Z [f'(akH) - f’(ak)] se télescope
k=0
n—1
o 1 ’ ’ 1 f(ak) + f(ak+1)
—unU“)f@”+nZHz]

2. On va utiliser la majoration de la question QII2 en remarquant que
la norme infini sur chaque [ak, ak+1] est bien majorée par ||f(4>||, la norme infini sur chaque [0, 1].

On a
1
Sn—/ f)de
0

n—1 a1 n—1 a1
Z/ gn(t)dt — Z/ Ft)dt
k=0 " %k k=0 " %k
n—1 a1
> / gn(t) = f(1)dt
k=0 " %k
n—1 aj41
<> [t - s a
k=0 " %k

S 17 (@rs — an)®

<
24 30
k=0
Oray = E donc ap+1 — ar = L
n n
S A S (Pl [Eand !
< < b de plateau) =
" 21 305 S 21 ops (P depRte) = g
3. On applique la méthode avec f : ¢t — f(t) = 1—1|—t etn=2.0na
1
_ 1y / 1 fe/2) + f(r+1/2)
S2 = =037 (') f(o))+2;[ 5
—1 1 —1 1
—TS(T*T>+Z[f(0)+2f(1/2)+f(1)]
—13 1 2 1
=2 p o 1422 4=
484+4{ + 3+2}
-1 1{6—1—8—1—3}7;1 17 34136 133 o
T 64 4 6 T 64 24 192 192 7

De plus Vt € [0,1], f@(t) =




(4)
1n(2))<”f [ L 0002

Ainsi 24 30x28  30x2% 480

|

1
Sy — t)dt
| st = |5

Pour info : In(2) ~ 0.0.69314718056

‘ Conclusion : 0,691 < In(2) < 0,695




