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1 Lesoutils

1.1 Espérance d’'une V.A.

Définition 1. Espérance
On considere un espace probabilisé (Q,P) et X une V.A. a valeurs dans R.
Lespérance de la VA. X est définie par la formule

ECO Y Y Pw) X

cette définition est peu utile (sauf une exception)

Théoréme/Formule pratique: Ona E (X) = Z kP(X=k)
keX(Q)

Vocabulaire : Lorsque E(X)=0, on dit que la V.A. X est centrée.

La formule pratique se démontre a partir de la définition.
Théoréme 2. Formulaire sur I'espérance

On considére un espace probabilisé (Q2,P) et X, Y des V.A. a valeurs dans R.

> Formule du transfert. Soit f une fonction

AlorsonaE(f(X)): Y fPX=k
keX(Q)

> V.A. constante. Si X estla V.A. constante égale a a alors E(X) = a

> Linéarité. L'espérance est linéaire, on a donc
E(aX+b)=aEX)+b
E@2X-3Y)=2E(X)-3E(Y)

> Espérance et produit V.A. On a

E(XY)=) k¢ P(X=ketY=10)

Proba dans la loi conjointe
En général E(X.Y) # E(X).E(Y). Mais
Lorsque X,Y sont des v.a indépendantes = E(X.Y) = E(X).E(Y)

Attention : X nest pas indépendant de X donc, E(X?) = E(X.X) # E(X)°.
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Démonstration : Onalaformule E(X) =) P(w).X(w).
En effet par définition X (w) € X(Q) et'’évenement X = k est la réunion disjointe de tous les singletons w tel la X (w) = k.
les démonstrations sont maintenant quasi évidentes.
> Transfert
Par définition E(f (X)) = Z P(w). f (X (w)). Puis on regroupe

tous les weQ)
> V.A. constante égale a a.

IciVw, X =g, ainsiEX)= Y, Pw.Xw= Y Pw.a=al=a
tous les weQ) tous les weQ
> Linéarité.
On utilise E(X) = Z[FD(w).X(w) ainsi que [aX + b](w) = aX(w)+bet 2X-3Y](w) =2X(w) -3 Y (w)
> Produit.
Ona
EX)EY) =D kP(X=h) ()} (P =0)
On regroupe les sommes en une somme double.
=) klPX=kP(Y =)
les VA. sont indépendantes ainsi
=) kéP(X=ketY=10)=EX.Y)

1.2 Variance d’une V.A.

Théoréme 3. Variance
On considére un espace probabilisé (Q2,P) et X une V.A. a valeurs dans R.
Je note e 'espérance de X, ainsi e = E (X) est un nombre dans R

> Def de la variance. La variance de X, notée V(X) est définie par

V(X):E([X—e]z)

> Lindispensable Formule de Huygens. On a
V(X)=E(X?*) - [EX)?*=E(X?)-¢é
Rappel : Avec la formule du transfert,ona: E (Xz) = Z P (X=k)
keX(Q)

Vocabulaire :
Le nombre o (X) = \/ V (X) est appelé I'écart type.
SiV(X) =1, ondit que la VA. X est réduite.

Démonstration : La démonstration est simple, il suffit de partir de la définition puis d’appliquer le formulaire de I'espérance.
Ona V() =E((x-e?
=B X?-2ex+¢?)
On utilise le formulaire de I'espérance

Sachant que e est un nombre
= E(X?)-2eE(X) + ¢
Or EX)=e

= E(Xz) —2ee+eé®= E(Xz) e
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Théoréme 4. Formulaire sur la variance
On considére X une V.A.. a valeurs dans R. on a I'indispensable formule de Huygens

V(X)=E(X?)-E(X)*=E(X?)-¢é
> Positivité. La variance est toujours positive, CaD V (X) =0

> Dispersion nulle. La variance mesure la dispersion de la V.A. autour de e
CaD
> Lorsque X est la fonction constante égale a a alors V (X) = 0.
> Lorsque V(X) = 0 alors la VA. X est constante égale a e presque surement.

> Quadratique. La variance est quadratique
V(aX+b)=a’V (X)

> Variance et somme. En général V (X +Y) # V(X)+ V (Y)
Mais lorsque X, Y sont des v.a indépendantes, alors V (X+Y) =V (X)+ V (Y)

Attention : X n’est pas indépendant de X donc V (2X) # V (X) + V (X).
Eneffet V(2X) =V (aX) = a®V (X) =4V (X) # V(X) + V (X)

Démonstration : Pour les démonstrations, on utilisera soit la def soit la formule du transfert.
Evident avec la définition et la formule du transfert

VOO =E((X-e?)= ¥ (k- P(X=k >0
keX(@) ™ >p >0

> Dispersion nulle

- Si X est constante égale a a alors e = E(X) = a et X — e estla fonction nulle et donc V(X) = E ((X - e)z) =0

-SiV(X) = Z (k- 6)2 P(X = k) =0. C’est une somme nulle de terme positif donc V k, (k- e)2 P(X=k) =0

keX(Q)
Si k # e alors P(X = k) =0 et donc X = k est impossible

Conclusion : La seule valeur de X, c’est e.

> Quadratique ?
Jenote X' = aX +bete=E(X)
A cause des propriétés de I'espérance, on sait que EXY=aE(X)+b=ae+b

Maintenant on calcule V(X') = E(X'2) - (E(X")? = E'((aX + b)) - (ae+ b)*
On poursuit le calcul comme pour la démonstration de la Formule de Huygens et on obtient

VIX) == @ (B - ) = a? V(X
On utilise V (X + Y) = E([X+ Y]z) —E(X+Y)?
>Jenotea=E(X)etb=E(Y).
> Comme l'espérance se distribue,ona: E(X+Y)=E(X)+E(Y)=a+b, ainsiona
Ona V(X+Y)=E(1X+YP?)-(a+h)?
= E(x2 42XV + V2] - (a? + 2ab + 1)
On distribue I'espérance.
= E(x?) +2B(XY) + E(v?) - (a® +2ab+ 1?)
Comme X et Y sont indépendantes, ona E(XY)=E(X).E(Y)=ab
= E(x?)+2ab+E(v?) - a* - 2ab- b?

= E(Xz) Sy E(Yz) - =V(X) +V(Y)

=V(X) =V(Y)
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1.3 Fonction génératrice d’'une V.A.

Définition 5.

On suppose que X est une v.a. a valeurs dans X (Q) avec X(Q) = {0,1} ou X() = {-1,1} ou X(Q) ={0,1,...,n} ou X(Q) =N.

On appelle série génératrice de la VA. X, la fonction

Gx(n= Y PX=kt"
keX(Q)

Exemples.

> Lorsque X ~ A ( p), CaD la VA. X suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

1
Alors Gx (=Y PX=kt*= P +pt=p+tp
k=0 by

> Lorsque X ~ % (n, p), CaD la VAA. X suit une loi de une binomiale ordre 7 et de parametre p

n n
Alors Gx (1) = Z P(X = k)t = Z (Z)pkﬁ"_k t* = Binome = (p+ tp)"
k=0 k=0

Théoréme 6.

La fonction/Série génératrice permet d’obtenir I'espérance et la variance.
En effet, on a

E(X)=Gy(1) et V(X)=GY1)+Gy)—(GyM)?

Démonstration :
!
>OnaGy(=| Y PxX=k*| = ¥ Px=kk!
keX(Q) keX(Q)
ainsiona: E(X) = Gy (1)
"
>OnaGy=| Y PX=k| = ¥ PX=kktk-1)2
keX(Q) keX(Q)
On ré-organise, ainsiona:V(X) = G')’((l) + G'X(l) - (G;((l))z
Compléments

> Avec la formule du transfert, on a facilement : Gx(t) = E (t¥).
> Lorsque X, Y sont deux VA indépendantes, on a
Gx.y () = E(IX+Y) = E(Z'X Z'Y)
Comme X, Y sont deux VA indépendantes
Alors 1%, t¥ sont deux VA indépendantes
ainsi on a
=E(t%).E(¢")
=Gx(1).GxY (1)

4/10



Chapitre 30 : Espérance, Variance, Dispersion

2 Applications aux lois usuelles.

2.1 Bernoulli

Théoréme 7.
Soit X une V.A. On suppose X ~ Z(p). Alors on sait que
> X(Q)=1{0,1}

SPX=1)=petP(X=0)=p
SEX)=p et V(X)=pp

>Gx(D=p+tp

Démonstration : Démonstration.

Comme X ~ Z(p). Alors on sait que (c’estla def) : X(Q) ={0,1} et P(X =1) = pet P(X =0) =p.

1
Ainsiona: E(X)= ) kPX=k) = g, +lp=p
k=0 k=0 lkjll

V(X) = E(X?) - ¢

1
Y k[P’(X:k)] -p?=

1
Gx(=Y. PX=ki*= 5 +pr=F+1p
k=0 K=o *=1

2.2 Binomiale

Théoreme 8.
Soit X une V.A. On suppose X ~ %(n, p). Alors on sait que

>X(Q)=11,2,..,n}

SVkeX(Q), P(X = k) = (Z)pkﬁ”"‘

SEX)=np et V(X)=npp

>Gx(t)=(p+tp)"

Démonstration : Démonstration. Comme X ~ %(p). Alors on sait que (c’est la def) : X(Q) ={1,2,..,n} et Vke X(Q), P(X = k) = (Z) p

n n
Ainsiona: E(X)=)Y kPX=k=) k| |p*p"*
k=0 k=0 \k

On utilise la formule de Capitaine

=0 + i n(nil)pkﬁ"’k
= L

k
On ré-indexe avec ¢ = k —1

n=ln-1 —n—t—
:nz([)ph—lpn(l
4

p+p)"=np

1]
S
=

n n
Gx(=Y Px=kt*=Y (”)pkﬁ”*k K= (P+ip)" etVX)=GL) + Gy - (G ()’ = npp

=0 i=o\k

2 _ 2 _ _ .
£,+1~p)—p =p-p =p0-p)=pp

5/10
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2.3 V.A. centrée réduite.

Théoreme 9. Centrée réduite
On considere X une V.A. a valeurs dans R avec V (X) > 0.

On note e = E (X) I'espérance et 0 = v/ V (X) 'écart type

Alors la variable aléatoire X = est centrée et réduite
o
est la VA est centrée et réduite associée a X eton a

E(X)=0et V(X)=1

Démonstration : La démonstration est simple, il suffit d’appliquer les formulaires

~ X-e = X-e
OnaE(X):E( ) et v(x):v( )
o o
1 e 1 e
:E(fX—f) :V(7X—7)
o o o o
On utilise le formulaire de I'espérance On utilise le formulaire de la variance
Sachant que e et o sont des nombres Sachant que e et o sont des nombres
e 1 e 1

T2 VTV

Exemple : Centrée réduite d’'une Bernoulli de parameétre p = 1/»

On suppose que X ~ % (1/9),ainsionae=EX)=p=1/9 eto=/V(X)=1\/pp=1/1/4 =1/

s -~ X-e X—1/2

La centrée réduite est X = =—>==2X-1etona
g 1/2
Quand X =lalors X =2X-1=1

Quand X =0alors X =2X —-1=-1
Donc X(Q) ={-1,1}etPX=1) =1/ etP(X=-1)=1/9

On dit que X suit une loi de Rademacher

Exemple : Centrée réduite d’'une Binomiale d’ordre 1 et de parameétre p = 1/,
vn

- 1 insi - —nap="eto=VVX) =/npp=Y"
On suppose que X ﬂ(n, /2),a1n510nae—E(X)—np—Zeta— V(X)=y\/np.p= 2

X-e X-3 2X-n

a_\/Tﬁ_\/ﬁ

La centrée réduite est X =

V(x) LV(x) =1

6/10
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3 Interprétation : Dispersion-Concentration.

3.1 Markov.

Théoréme 10. Inégalité de Markov

On considere X une variable aléatoire a valeur dans N.

E(X)
M

Ona:VM>0, P(X;M)s

Interprétation : la probabilité que X (w) soit grand est de plus en plus faible.

+o0 M-1 —+00
Démonstration : PourtoutM >0,0onaE(X)= ) kP(X=k= Y kPX=Kk+ ) kPX=k
k=0 k=0 k=M
M-1 +00
=) OPX=k+ ) MPX=k
k=0 k=M

+00

20+M ) P(X=k
k=M

Or [X = M] estla réunion disjointe de [X = M] etde [X =M+ 1] etde [X =M +1] etde.....

=MP(X=M)

3.2 Bienaimé-Chebychev.
Soit X une VA a valeurs R. On note e sont espérance.

On applique I'inégalité de Markov aveclaVA Y = (X — ¢)” et la constante M*
o . 2oy El(X—e)?]
Ainsi on obtient P[(X—e)" = M°| < ————
M2

Deplusona

V(X)=E[(X-e)?]

ET on a I'égalité entre événement : (X — e)2 =M = | X—e|l=zM
V(X)

M2 C’estI'inégalité de Bienaimé-Chebychev

Conclusion : IP[ | X —e|= M] <

3.3 Intervalle de confiance.
On note o = \/m, I'écart type.
On applique I'inégalité Bienaimé-Chebychev avec M = c.o, ainsi on a
Linégalité de Bienaimé-Chebychev devient : P| [ X —e| = c.a] < %
CaD la probabilité d’avoir un résultat X (w) ¢ [e —c.0,e+c.0o|est< é

Interprétation :
La probabilité d’avoir une résultat loin de I'espérance & plus de 5 écarts typesest<5%

La probabilité d’avoir une résultat proche de I'espérance & moins de 3 écart type est =89%

3.4 Concentration.

On répéte n fois et indépendamment la V.A. X et je les note X, ..., X,

Xi+-+X,
On considere M, = R P moyenne des résultats obtenues.
n

V(X)
Onalors: E(M,)=e et V(My) = W

s V(X)
Interprétation : Comme V(M) = —— 0,
n n—oo

on dit que en moyenne les résultats se concentrent sur I'espérance.
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4 Covariance de 2 VA.

Définition 11. covariance
On considére deux VA. X et Y
On définit la covariance de X, Y noté cov (X, Y) par la formule

cov(X,Y)=EX.Y)-E(X).E(Y)

Rappel:ona: E(X.Y)= > kkPX=ketY=Kk')
(k,kNeX(Q)xY(Q)

Lorsque X, Y sont deux V.A. indépendantes alors E (X.Y) = E (X).E (Y) etdonc cov(X,Y) =0

Moralité : 1a covariance mesure le degré d’'indépendance.

Théoréme 12. Formulaire sur la covariance
> La covariance cov(:,-) est bilinéaire, symétrique et cov (X, X) = V (X)

SV(X+Y)=V(X)+2.cov(X,Y)+V(Y)

> Lorsque les VA. X et Y sont indépendantes, alors cov (X,Y) =0

et avec la formule précédente, on retrouve V(X +Y) =V (X) + V (Y).

Attention : indépendantes = cov (X, Y) = 0 mais cov (X,Y) = 0>==< indépendantes.

> Kulture. Il y a une analogie entre :
- d’'une part cov(X, Y) et produit scalaire < i, v >
- d’autre part V(X) et norme ||Ti||2

Cependant V(X) =0 = la VA. X est simplement constante. (et pas forcément nulle.)

Démonstration :
On utilise la def de la covariance et la linéarité de I'espérance
cov(aX +bX',Y)=E((aX +bX").Y) - E((aX + bX").E(Y)
=E((aXY)+b(X'Y)) - [aE(X) + bE(X")] .E(Y)
=aE(XY)+bEX'Y)-aE(X).E(Y)-bEX").E(Y)
=alE(XY)-EX).E(Y)]+b [EX'Y)- EX).E(Y)]
=acov(X,Y)+bcov(X',Y)

De méme pour cov(X,a Y +BY")

Par définition cov(X,Y)=EX.Y)-E(X).E(Y)
cov(Y.X)=E(Y,X)-E(Y).E(X)
Donc c’est bien égale.

On applique la formule cov (0,0) = V (O) avec 0 = X + Y et on utilise la bilinéarité et la symétrie de la covariance
VIX+Y)=cov(X+Y,X+Y)
On utilise la bilinéarité
=cov(X,X)+cov(X,Y)+cov(Y,X)+cov(Y,Y)
=V(X)+2cov(X,Y)+V(Y)
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5 Exercices

Exercice 1. [Correction] Une urne contient une boule blanche et n—1 boules rouges que I'on tire une a une sans remise.
On note X le rang de sortie de la premiére boule blanche.
On note B; I'événement : "J'ai tiré une boule blanche au tirage numéro i

1. Déterminer X (Q) et exprimer X =k a I'aide des B;
En déduire la loi de X puis calculer E(X).

2. Méme question avec : Une urne contient deux boules blanches et n—2 boules rouges

Exercice 2. [Correction] On tire au hasard un entier X entre 1 et n, puis de nouveau au hasard un entier Y entre 1 et X.

1. Déterminer la loi, I'espérance et la variance de X.
2. Déterminer la loi de Y.

Exercice 3. [Correction] Un ascenseur dessert les k étages d'un immeuble avec ke N*.
Au rez-de-chaussée, n personnes pi,...p, entrent dans I'ascenseur, et chacune descend a un étage donné avec probabilité 1/
indépendamment du choix de ses voisins.
On suppose de plus que personne ne monte dans |'ascenseur aux étages.
On note X; la variable valant 1 Si «l’ascenseur s'arréte a I'étage i» et 0 sinon
et X le nombre total d'arréts de I'ascenseur.

1. Pour i€{l1,2,...,n}, exprimer |'évéenement X; =0 a |'aide des évenement Ay : la personne py descente a I'étage i

1 n
En déduire que la V.A. X; suit la loi de Bernoulli de parametre p=1- (1— %) .

2. Exprimer X a l'aide des (X;)jeq1,2,. n- En déduire E(X)

Exercice 4. Un téléphone contient n =2 chansons, et fonctionne en mode aléatoire en choisissant a la fin de chaque chanson
une nouvelle chanson parmi les n, s'autorisant ainsi a lire plusieurs fois de suite la méme chanson.
Pour k€ N*, on note X;. le nombre de chansons différentes qui ont été jouées au moins une fois parmi les k premiéres chansons.

1. Déterminer le support de Xj.
. Pour keN*, calculer P(X; =1) et P(Xy = k).

2

" . . i . o n—i+l1 .
3. Pour ke N*, montrer que : Vie{l,2,...,.n}, P(Xpy1=1) = EP(Xk =)+ TP(Xk =i-1)
4

. Donner alors une relation entre E(Xy1) et E(Xy), puis |'expression générale de E(Xj) en fonction de k et n.

Exercice 5. [Correction]

Une puce se déplace sur un axe gradué d’origine & par bonds successifs d'une ou deux unités suivant la procédure
suivante :

> Au départ, la puce est en 0.

> Si, 3 un instant la puce est au point d'abscisse k, a I'instant d’aprés elle sera en k+1 avec probabilité 1/9 ou
en k+2 avec probabilité 1/ .

> Les sauts sont indépendants.

1. On note S, la variable aléatoire égale au nombre de sauts de deux unités effectués par la puce au cours des n
premiers sauts.

Déterminer la loi, I'espérance et la variance de S,,.
2. On note X, la variable aléatoire égale a I'abscisse de la puce aprés n sauts.
Exprimer X, en fonction de S,,.
En déduire la loi de X, son espérance et sa variance.
3. On note Y, la V.A. égale au nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la case d'abscisse n.
(a) Déterminer les valeurs prises par Y.

(b) Montrer que pour tout entier n>2 et tout entier k> 1.

1 1
P(Y,=k = EP(Yn_l =k-1)+ EP(YH—Z =k-1)
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(c) Montrer que pour tout entier n =2

1 1
E(Yn) = E[E(Y’H) + E[E(YrkZ) +1

1 1
(d) Trouver une solution particuliére de up42 = Eun+1 + Eu" +1 de la forme A x n. En déduire E(Y,)

Exercice 6. Soit n=n, soit r tel que 0<r<n.

Un placard contient n paires de chaussures.
On tire, au hasard, 2r chaussures du placard.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de paires complétes parmi les chaussures tirées.
Les paires du placard sont numérotées de 1 a n.
Pour i€11,2,..., n},

on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la i-éme paire se trouve parmi les chaussures tirées et 0 sinon.

1. Pour i €{1,2,...,n}, déterminer la loi et I'espérance de X;.
2. Déterminer |'espérance de X.

Exercice 7. [Correction] Exercice plus difficile et surtout la question Q4 est technique.

Soit r un entier naturel non nul.

On dispose d'un sac contenant r jetons numérotés de 1 a r dans lequel on peut effectuer une succession de tirages avec
remise en notant, a chaque fois, le numéro obtenu.

Pour tout entier naturel n non nul,

on note T, le nombre de numéros distincts obtenus au cours des n premiers tirages.
Soit n un entier naturel non nul.

1. Déterminer le support de T, et calculer P(T,, =1) et P(T), = n).

2" -2
2. Vérifier que : (T, =2) = "
2] rn

3. Soit (k,n) un couple d’entiers naturels non nuls tels que 1< k<r.
Déterminer une relation entre P(Ty41 = k), P(T,, = k) et P(Ty, = k—1).
4. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction génératrice G,(X) de la V.A. T,

)
CaD G,(X) =Y P(T,=kXx*
k=1

1
(a) Montrer, pour tout entier naturel n non nul : Gp11(X) = = (X = X?) G,,(X) + X G, (X)
r
(b) On sait que : E(T,) = G,,(1).
Exprimer E(Ty+1) en fonction de E(Ty), r et n.
(c) Déterminer ensuite E(T,) en fonction de r et n.



	Les outils
	Espérance d'une V.A.
	Variance d'une V.A.
	Fonction génératrice d'une V.A.

	Applications aux lois usuelles.
	Bernoulli
	Binomiale
	V.A. centrée réduite.

	Interprétation : Dispersion-Concentration.
	Markov.
	Bienaimé-Chebychev.
	Intervalle de confiance.
	Concentration.

	Covariance de 2 V.A.
	Exercices

