MPSI TD 31 - Cauchy-Schwartz Jeudi 11 Juin 2026.

Application du cours

Exercice 1. Dans R" avec le p.s. classique.
1. On se place dans R? avec le le p.s. classique (7,7} =x2' +yy +27

> Enoncé I'inégalité de Cauchy Schwartz.
> Montrer que : V a,b,c € RY, a + b+ ¢ < V3./a2 + b2 + 2
n
2. On se place dans R" avec le le p.s. classique (7,7) = Zuk Vg
k=1

> Enoncé I'inégalité de Cauchy Schwartz.
> Soit (€2,P) un espace probabilisé et X, une variable aléatoire a valeurs dans [1, n].

n 2 n
Montrer que : <Zk RX = k)) < Zk2 RX =k)

k=1 k=1

Conclusion : La variance V(X) = E(X?) — e? est toujours positive.

b
Exercice 2. On se place dans € ([a,b],R) avec le produit scalaire classique (f|g) = / f@)g(t)dt

1. Enoncé I'inégalité de Cauchy Schwartz.

2. Soient a et b tel que 0 < a < b, montrer que

b

Indication : Inb —Ina = / l dx.

a T

3. On suppose que f continue, positive de [0, 1] a valeurs dans R.

1
Soit n € N. On considére I,, = / t"f (t)dt
0

Montrer que : V n,p € N, (Inﬂ,)2 < Iy Iy



Heureusement c’est détaillé

Exercice 3. [Correction] L'inégalité de Hardy

Soit f une fonction continue de [0, 1] a valeurs dans R et F' la fonction définie sur ]0, 1] par

1. Justifier que F est € sur ]0,1],
puis montrer (a I'aide d'un DL) que la fonction se prolonge par continuité en 0 avec F'(0) = f(0).

1 1
2. Montrer, a I'aide d'une IPP, quer : / F?(z)dx < 2/ F(z)f(z)dx.
0 0
i 1
3. Enoncé I'inégalité de Cauchy Schwartz pour le produit scalaire (g | h) = / g()h(t)dt
0

1 1
En déduire que : / F?(z)dx < 4 / f2(z)dx  C'est I'inégalité de Hardy
0 0

Exercice 4. [Correction] Soit f:[0,1] — R de classe €* vérifiant f (0) = 0.
1
1. Montrer que : Vz € [0,1], [f(z)]® < x/ [/ ()] dt.
0

Indication : Comme f(0) =0, ona f(x)=f(z)— f(0)= / / f'(t) dt puis utiliser Cauchy-Schwartz
0

1 1
2. En déduire que :/ F2() dt < %/ [ (O) dt
0 0



Correction.

Solution de I'exercice 3 (Enoncé) 1. > Le nombre ¢ := z — / f(t)dt se calcule Ssi la fonction t — f(t) est continue
0
sur [0, z]
donc la fonction ¢ est définie sur [0,1] et la fonction F' est définie sur ]0, 1].

Comme f est continue, on sait (théorie de I'intégration) que F est %" sur ]0,1].
> De plus comme f est continue, on a f(z) = f(0)+o(1)
—0

avec le théoréme de primitivation des DL, on a ¢(x) o ga(O)I—Fxf(O) + o(z)

=0

pay= 2D - 2O _ p) 4 o01) — s0)

la fonction F' se prolonge par continuité en 0 avec F'(0) = f(0).

Conclusion :

1
2. On fait une IPP a partir de / F(z)f(z)dz
0

u=F(x>=§/ f(x)dwu':;—j/ Fe i+ L) =
v/:f(;c)wv:/ f@t)dt = xF(x)

Ainsi on a / F(x)f(z)dz = [J;FQ(x)LI) _/ zF(z) (F(l’) + f(@) de
0 0

x xT

_ﬁm+luﬂmm—AV@ﬂ@m

1 1 1
Conclusion : 2/ F(x)f(x)de = F?(1) + / F?(z)dz >0 +/ F?(z) dx
0 0 0
3. Avec l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

;Aﬁw@mgl¥mmwm

1 L/2 1 /2
<<y, v > lul o] = (/ F*(z) da:) (/ 2 (x) dm)
0 0

1 1/2 1 1/2
Conclusion : 0 < (/ F?(2) d:r) <2 </ 2(x) doc) puis on éléve au carrée.
0 0

Solution de I'exercice 4 (Enoncé) 1. Pour z € [0,1], on a
J? (@) = f* () = /7 (0)
« 2
= (/ 0 dt)
0
=< u,v >2

< lull® Jloll®
< / 12 dt / 2@ dt
0 0
x 1
On majore / 2 (t)dt par/ fPt)dt car0 <z <1
0 0
1
<z [ fPt)dt
0
! 2
2. Montrer que : Vz € [0,1], [f(z)]® < a:/ [f'(t)] dt.
0

Indication : Comme f(0) =0, ona f(z)= f(z)— f(0)= / f' (t) dt puis utiliser Cauchy-Schwartz
0

3. On intégre I'inégalité précédente sur [0,1],....



