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1 Somme double finie

Théoréme 1. Tableau rectangulaire

Soit a;,; € R que I'on visualise dans un tableau (voir ci-dessous), on a

n p n 14
def

aij = ) |2 aij

i=0j=0 i=0\j=0

J
a,p A,p Ap an,p
app a2 a2 an,2
j=11{ a1 a1 az1 an,1
j=01 ap0 a0 a0 an,0
i

i=0 i=1 i=2

On somme le tableau en colonne

)3

n

a; <y (

n
ai,j
=0

j=0 i=0 Jj=0 i

dao,p adi,p a2p an,p
ap2 di2 a2 anp,2
ap,1 a1 a1 an,1
apo di,o azo Aan,0

i=0 i=1 i=2

On somme le tableau en ligne

Comme le tableau est rectangulaire (fini),

n p P n
ona:) Y a;;=) Y a;

i=0 j=0

j=0i=0
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Théoréme 2. Tableau triangulaire
Soit a; j € R que I'on visualise dans un tableau (voir ci-dessous), on a

n i

i=0j=0 i=0\j j= i= j= \i=
J J

an,n Adn,n

az,2 an,2 j=2 a2 an,2

j=1 ay az an,1 j=1 ai,i az an,1
j=01 a0 ao az,0 an,0 j=01 4do0 ai,0 az,0 an,0

iz0  i=1 =2 l i=0  i=1 i=2 l
On somme le tableau en colonne On somme le tableau en ligne

Comme le tableau est triangulaire (fini),

n 1
ona:y Y a;=y ) a;

i=0j=0 j= i=

Exercice 1. [Correction]

1. Académique. Ecrire les sommes sous forme de somme double et finir le calcul.

Y G+ Y xiti y

1<i<j<n 1<i,j<n 1<i<jen J +1

2. Exemples classiques Calculer les sommes.

n
i=

n L. n n [k n n-i
2%17J k2k=3Y" ( 2k) Yy xi
= 1 i=1 i=1j=1

1j=1 k= k=1

Exercice 2. Avec les v.a. Soit (Q, P) un espace probabilisé. Soit X une V.A. a valeurs dans N.
(o]

o0
Montrer que : E(X) = Z kPX=k)= PX=k).
k=1 k=1

Exercice 3. Avec les matrices.
Soit A= (a;j) et B=(b;j) deux matrices carrées de taille nx n.

1. Calculer tr(AB).
2. Montrer que tr(AB) = tr(BA).
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Exercice 4. Avec les intégrales.
Soit 0 < a < b. Calculer

b —+o0 p—at -bt
_ . e —pe
f e *dx puis f —dt
a -0 t

Exercice 5. [Correction] La partie Il de Math 2-e3a-MP-2019
n

Soit Q un polyndme de degré n de C[X] : Q(X) = Y bpX*.
k=0

n
On note a,,---,a, ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b, ]_[(X—a,-).
i=1
LRy
* . — —_—
On note, pour tout ke N* : T} = Ziai et Ty = n.
i=

Lobjectif de cette partie est de calculer les termes de la suite (7%) xcn
a partir des coefficients du polynéme Q.

1. Soit @ € C. Démontrer que, pour tout entier naturel m=1, on a :

m—1
X"-a™=(X-a) ( Y akalk)
k=0

X
2. Soit i € [1,n]. On note Q; le polyndme défini par : Q;(X) = XQ(—)
—a;
Montrer que Q' est une combinaison linéaire des Q; que I'on déterminera.
Q(X) - Qlay)

3. En remarquant que Q;(X) = g montrer que l'on a :

Q=Y (Z bka;f-f)xr-l

r=1\k=r
n—r
4. Déduire des questions 2 et 3 que I'on a : Vre[l,n], rb, = Z by T;.
Jj=0
5. Soit ke [1,n—1]. Exprimer Ty en fonction de Ty, -+, Tx—1 et des coefficients du polynéme Q.

6. Soit k= n.
n
(a) Montrer que I'ona: Y bjTg_p+j=0.
j=0
(b) Exprimer alors Ty a I'aide de Tyx—p, Tk—n+1, > Tx—1 €t des coefficients du polynéme Q.

7. Conclure.
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2 Somme double "infiniment" problématique

2.1 Changer l'ordre des termes ou commutativement sommable

(_l)nfl
n
On sait d’apres le critére spécial des séries alternées, la série converge
et avec le TTAAFF sur [0,1] avec t — In(1+ ¢),on a:

Considérons la série harmonique alternée Z

[ee) _1 n-1
> Sl In(2)
n=1 n
. 2 (-t 1 11 . . R
Rappel : Normalement La somme infinie Z —=1- 3 + 372 +--- se calcule en additionnant les chiffres les uns apres les autres.
n

n=1
Permutons et ré-associons ses termes de la fagcon suivante

Pour a = 2k + 1 impair, on considere le triplet a,2a,2a+2 =2k + 1,2k + 2,2k +4
On peut vérifier que

N= |] {a,2a,2a+2}={I1,2,4I,|3,6,8I,I5,10,12I, ..... }

aimpair a=1 a=2 a=3

On fait le calcul maintenant

[e o] _ln—l _ln—l
2= §2 U o
n=1 n tous neN* n
_ ¥ (1 1 1 )
aimpair\@ 24  2a+2
1 1 1 1 1 1 1 1
=]l--———+-—=—= +-————+
2 4 3 6 8 5 10 12
a=1 a=2
( 1) 1 1 1) 1 (1 1) 1
= l—— —_— 4| -—-—--—4+|-——]- —_—
2 4 3 6 8 5 10 12
1 1 1 1 1 1
=4 - — — _———
2 4 6 8 10 12
_]'Z(_l)n_l
) n
In2
=— 0ups!!!
2

Conclusion :

> Il y a un réel probleme mathématique a permuter l'ordre des termes d'une série convergente.
> La somme d'une série dépend (a priori) de l'ordre dans lequel on additionne les termes.

. -t L . .
> Il est donc hors de question de noter Z ———— la somme de la série harmonique alternée,
neN* n

car une telle notation n'indique pas dans quel ordre on été sommés ses termes...
On peut d’ailleurs démontrer encore plus étrange que ce résultat déja étonnant:

en modifiant autrement l'ordre de sommation de cette méme série, on aurait tout aussi bien pu aboutir a une série divergente ou a une série convergente
dont la somme serait égale 41, m ou 1492 (ce résultat est expliqué en annexe)!
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2.2 Permuter les sommes

Il est bien connu, bien que I'’on ne sache d’ailleurs pas toujours pourquoi, que ’on peut permuter I'ordre des sommations quand
on manipule des sommes finies. Ainsi n’hésite-t-on pas a écrire, si (2, ) l<n<N,1<p<p désigne une famille de complexes :

||[\’]2

P P N
X Znp= 2 ) an
p=0 p=0n=0

Observons un peu de quoi il s’agit, en choisissant par exemple N =3 et P =2. Alors:

MN M

(Zn,l + Zn,z) = (Zl,l + Zl,z) + (ZZ,I + Zz,z) + (Zs,l + 23,2) )
1

(Zl,p + 22,p + Z3,p) = (Zl,l +221+ Z3'1) + (Zl,z + 222+ ngz) .

||Mw ﬁ[\/jm

1

p

Le fait que ces sommes soient égales résulte donc
> de la commutativité de I’addition
> Mais aussi de son associativité!

On vient de voir que la permutation des termes dans une somme infinie ne se fait pas sans difficulté. On peut donc imaginer
sans peine, au vu de ce qui précede, que I'interversion de deux sommes infinies risque, elle aussi, de poser quelques problemes
mathématiques...

Prenons un premier exemple pour illustrer ces difficultés

Les valeurs prises par la suite double (z, ) figurent dans le tableau suivant, n étant I'indice de ligne et p I'indice de

n,p=1

colonne:

Znp | P=1 p=2 p=3 p=4 p=5

n=1 1 -1 0 0 0

n=2 0 1 -1 0 0

n=3 0 0 1 -1 0 0

n=4 0 0 0 1 -1 0

n=>5 0 0 0 0 1 -1

0 0 0 0 1
+00
La somme infinie Z Zn,p désigne la somme de tous les termes de la n®me ligne,
p=1
elle existe donc pour tout n et vaut 0 .
+00 +00 +00 +00 +00
llenrésulteque: } Y znp=) > znp=2 | O [=0
n=1p=1 n=1 p=1 n=1 Ligne n
| I |
Lignen
+o00o N
De la méme fagon, la somme infinie ) z,, , désigne la somme de tous les termes de la p'™° colonne,
n=1

elle existe donc pour tout p et vaut 0, sauf pour p=1ouellevaut 1.

+00 +00 +00 +00 +00
= — + =
Il en résulte que pzl nZ Znp pzl nZ Znp L Z’z 0 1
L ; Colonnel P=%\Colonne p=2
Colonne p

On a donc construit un exemple tres simple de suite double

+00 +00 +00 +00
telleque: Y Y zup# Y. D Znp-
n=1p=1 p=1n=1

Modifions un tout petit peu l'exemple précédent pour illustrer un autre probleme
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Znp | P=1 p=2 p=3 p=4 p=35
n=1 1 -1 0 0 0
n=2 0 2 -2 0 0
n=3 0 0 3 -3 0 0
n=4 0 0 0 4 -4 0
n=>5 0 0 0 0 5 -5
0 0 0 0 0 6
+00 .
Ici encore, la somme infinie Z zp,p désigne la somme de tous les termes de la n'*™ ligne,
p=1
elle existe donc pour tout n et vaut 0 .
+00 +00 +00
Ilenrésulte que ) ) z,, existe etvaut ) 0=0.
n=1p=1 n=1
+00 .
Mais la somme infinie ) zj , désigne la somme de tous les termes de la p'*™® colonne,
n=1
elle existe donc pour tout p et vaut 1.
+00 +00
Il en résulte que lasérie Y Y z, , est divergente!
p=1n=1
+00 +00
Cet exemple prouve par conséquent que y Y z,,, peut exister
+00 +00 e
et que Z Z Zn,p Mexiste pas...
p=1n=1

6/12
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3 Familles sommables

Toutes les démonstrations seront dans la version électronique

3.1 Définition

Définition 3. Famille sommable théorique
Soit I un ensemble d’indice (souvent I =N ou I =N x N) et (¢;);c; une famille de nombre (dans R ou C)

> On dit que la famille (u;) ;c; de réels positifs est sommable

Ssi §'il existe une constante positive M telle que, pour toute partie finie J de I, on ait Z u; < M.

i€]
On définit alors la somme, notée Z u;, de la famille sommable (u;) ;¢
iel
comme étant la borne supérieure de ces sommes finies : Z u; = Z Z u;
iel Jcl i€]
J finie
Dans le cas o1 une famille (u;);¢; de réels positifs n'est pas sommable, on convient de poser Z u; = +oo.

iel
> On dit que la famille (u;) ;c; de réels de signe qcq et/ou de complexe est sommable

Ssi la famille (I u; I) o des VA. et/ou module est sommable
1€
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3.2 Série simple sommable.

Théoréme 4. Une série absolument convergente est sommable
Comme le tire I'indique,

La famille (a,) est sommable Ssi la série Z a, est Absolument convergente.
ainsion a

> la série Z u, est convergente.

> La valeur de la série ne change pas quand on permute les termes,

+o0
CaD pour toute bijection o :N — N, la série ) ag(p) est convergente etl'ona: > Ag(n)

+00

= Z an
n=0

> La valeur de la série ne change pas quand on regroupe par paquet

CaD Z-an:(Zun)Jr( > an)

Tous pair impair

Exemple 1 : La série harmonique alternée

. . -1 n+1
La série harmonique alternée Z

( 1)}’l+1
En effet S -~ n n 0.
N ngl n nzl nn T
Lexemple page 4 illustre la non commutativité.
Exemple 2 : Les séries de Euler et de Euler alternée
. 1 (-p"t
Les séries de Euler ) — et de Euler alternée ) 5— sont sommables
n=1"7 n=1 n
car elle sont absolument convergentes
1 1 1
Ainsiona ) —2:( Y —2)+( Yy —2)
Tous pair 1 impair I
n2
De plus on sait que Z — = Z —,ainsiona
w11 fousn® 6
X 1 X 11X 1 122 x?
0 S N v M
pai p=12p) p=1P
. x iSomr_nablezi_Zi_n_z_ﬂ_z_ﬁ
n=limpair n? Tous n? Pair n? 6 24 8
_1\n+l _1\n+l _1\n+l
(-1 _ (-1 Sommable (-1
Y —5— =) 2 = 2 —|*
n=1 N Tous pair impair

2
pair impair T

Az kg )

7[ 2 7[

248§

155 LE

———— n’est pas sommable car elle n’est pas absolument convergente
n=1 n

(_1)n+1
Y —o—

8/12



Chapitre 37 : Somme double et famille sommable 9/12

3.3 Série double sommable.
Théoreéme 5. Critere "pratique" et propriétés

La famille (@p,q) , ;)enxny €St sommable

oo 00 oo o0
Ssi une des 2 séries doubles Z Z lap,q] ou Z Z lap,q4| converge et/ou majorée

p=0g=0 q=0p=0
N M
Ssiles sommes partielles doubles Z Z lap,4| sont uniformément majorées
p=lg=1

ainsion a

toutes ces séries ci-dessous convergent et on a la formule d’interversion (théoréme de Fu-
bini) :

+
3
+
3

3
Il
o
=
I}

+00 +00
Unp =), ) Unp
0 p=0n=0

Remarque : le théoreme du Fubini est encore valide pour les tableaux triangulaires.

Exemple 1 : Série double de type géo
Soit a un réel élément de [0,1[ . On considere la famille (apq)(p GEN® xN* -
(0] & (e8] P X X
On rappelle que pour |x| <1,ona Z x" = Z xt—-1= 1——1:—
k=0 X

k=1 1-x
Ona

)
Q

00 o0 00 00 00 [ 00 © P 0 P
LRSS RS ol Do Cel B e e

—1g=1 p=1g=1 p=1\g=1 1-aP

1 X p
< — a
l1-a Z‘l
p_
1 a a

On a majoré la série double donc la famille est sommable.
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Exemple 2
On considere la famille (

2 )
petq (p,q)EN* xN*
Par une comparaison classique avec une intégrale, on a:

N N rg+l N+1
2—212>Zf 21 zdtzf zlzdt
1P +ac Silg prt 1 pPHr

1 1 1 t
Ona ol == L ainsi une primitive est ; arctan(;)
pe+ p
1+ (f Ip )
1 N+1
— arctan ( — )
p p
1 1
— [arctan —arctan —
p p

En choisissant N de telle sorte que N =2p —1, on adonc
1
= — (arctanZ —arctan 1) =—
. - ¢/ . N i .

Mais la série Z — est divergente a termes positifs, ses sommes partielles tendent donc vers +oo
2p-1
= A

q=

)3

n
Par suite, pour tout réel A > 0, il existe un entier n tel que Z
p=1 g=1 P> +q?

ne sont pas majorées,
(p,q)eN* xN*

Conclusion : les sommes partielles doubles de la famille 5
pe+q

Cette famille n’est pas sommable.

1
Exemple 3. Soit la suite double (—) .
np n,p=2

La famille double est-elle sommable?

oo OO oo o0 o0 o0
Ona: Y Y [Upp|=Y Y lipp =3 |Y O avecO=1/,
n=2p=2 n=2p=2 n=2 p:2
>
n=2 1-
Z Z -—|=1 série télescopique
=2 n(n 1) ;Sln-1 n
Conclusion : la série double est sommable et vaut 1.
Avec Fubini, on en déduit que 1 = Z Z Z np Z Z Y
n=2p= 21 =2 p=2\n=2
Or on note traditionnellement avec { la fonctlon dzeta de Riemann.

(e}

>Pour p=2,0na oi L > i—((2)—1
y n=2 NP o n?

D18 1018

X1 1
>Pourp=3,0naz—p $=C(3)—

1
>Pour p = 40naz— ﬁ:(@l)_

n=21 2

3
I

Finalement, on a prouvé la convergence de la série Z (( (p) - 1),

+00

etlonadeplus: ). (((p) - 1) =1
p=2
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3.4 Sommation par paquets et Produit de Cauchy

Théoréme 6. Sommation par paquets
Soit (up,q)p, qenxn une famille, et (1) ,en une partition du tableau des indices.

On suppose que la famille (u,4) est sommable, on a:

p,geNxN

> Pour tout entier r, la famille (u;) ¢, est sommable
et
> La série . (¥ ;e , ti) est convergente.

+00
On aalors: Z Upg = Z ( Z u,-)
p,GeENxN n=0\(p,q)el,

Application : On retrouve Fubini et Cauchy

On décompose d’une part le tableau des indices en colonne, d’autre part le tableau des
indices en colonne et méme en diagonale, on obtient

p,qeNxN p=0 \g=0 q=0 \p= n=0 \p+tq=n
L ] L 1 — ]
La colonne Cy La ligne Lgq La diagonale Dy,
q q q
0,q41,q42,g  Ap,q @0,qa1,q42,g  Ap,q
ao,n
ai,n
ap,2 a1,2 az,2 ap,2 q=2 1002 A1,2 a2 2 ap,2
ao,3
q=1ap,1 41,1 42,1 ap,1 q=1{ap,1 41,1 42,1 ap,1
dp,2 41,2
q=0 {ap,0 41,0 42,0 ap,0 q=0 {Ap,0 1,0 42,0 ap,0
p p q=11A0,1 01,1 42,1  An-1,1
p=0p=1p=2 p=0p=1p=2
q="0 49,0 41,0 42,0 43,0 an,0
p=0p=1p=2 p

Théoréme 7. produit de Cauchy
Soient deux séries réelles/complexes Z a,x" et Z bpx™ qui sont absolument convergentes.

() o0 o0
Alors la série double (Z apx”) (Z quq) =)
p=0 q=0 p=0q

ngf

apbgxP* 9 est sommable et on a

Il
(=]

18
18

+00
apbgxPt = Z ( Z “pbq) x"

0 n=0 \p+q=n

(o[ Eee)-

Il
(=)

p=0g

Conclusion : Développer comme pour les polyndmes sont encore valide pour les séries A-convergente.
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Exemple Pour |a| < 1, on a vu (exemple 1 page 9) que la famille (a” ‘7)( e <+ €St sommable.
> D’une part, on calcule la somme du tableau par colonne

(e8]

mlg @
p=1

(o8]
:nX::ll_“n

0 00 0
RO WWLEDS
n=1p=1

(p,q)EN* xN* n=1

> D’autre part, a la mode bizarre CaD en regroupant les couples (p, q) avec pg=n

~-glaSles) £ e

(P, @)eEN* xN* n=1\pg=n n=1\pg=n q=n

Mais Z 1 compte le nombre de couples (p, g) dont le produit vaut n,
pq=n
etily en a évidemment autant qu’il y a de diviseurs de n.
Traditionnellement on note d(n) le nombre de diviseurs de 'entier n

Conclusion : en sommant de deux manigres différentes la famille sommable (a?4) P GIEN® xN*
On obtient la formule séduisante suivante, valable pour tout nombre a de [0, 1] :

= d(n)a
1-a" n=1

+00
2
n=1
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