Chapitre 35 : Convexité
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Définition 1.
Soit I un intervalle et f une fonction de I a valeurs dans R.

> On dit que f est convexe sur I Ssi

Ssi son graphe est au-dessous de toutes ses cordes

> On dit que f est concave sur I Ssi

Ssi son graphe est au-dessus de toutes ses cordes.

1 Lesinégalités classiques

Théoréme 2. Alors f est convexe
Soit f une fonction 2 fois dérivable sur 'intervalle I.

On suppose que f”' =0 sur I alors f est convexe sur I et on a

etonaVxel, Tangente(x) < f(x) < Corde(x)

Rappel/Complément

> L'équation de la corde passant par a et b
d passatPil r@) “ \rw

Démonstration Supposons f” = 0 et que a,€ I

‘ Montrons que le graphe de f est au-dessous de sa corde passant a, b.

On va étudier sur [a, b], la fonction dérivable h: x — f() f( )(x a)+ f(a)—- f(x)
OnaVxel, h()_w_f’(x) et h”(x)=—f”(x)<0

On fait le tableau de variation de h pour chacune des situations et cela conclut

Démonstration Supposons f”' =0 et que a,€ [

‘ Montrons que le graphe de f est au-dessus de sa tangente en a. ‘

On va étudier sur [a, b], la fonction dérivable h: x — f(x) — [f/(a) (x—a)+ f(a)]
On fait le tableau de variation de h et on conclut
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2 Linégalité de Jensen.
Description des segments

Soit x,y€R,onace [x,x'] < Ilexiste te[0,1] telquec=(1-1)x+tx'
< il existe @, € [0,1] aveca+,3=1telquec=ax+ﬁx’

Théoreme 3. Inégalité de Jensen d’ordre 1 et d’ordre n
Soit f: I — R une fonction convexe.

> Alors on a : Inégalité de Jensen d’ordre 1
Vx,x'el,Va,fel0,1]aveca+f=1, f(ax+ﬁx’) <afx)+pfx)
Cette inégalité est le plus souvent utilisé
1 1 1 1 NS AN | 1.,
aveca:;etﬁ:Eet;+5:1,aln51f(;x+5x]s;f(x)+gf(x)
> Alors on a : Inégalité de Jensen d’ordre n
Pour tous xy,...,x, € I et Ay,...,A, des réels positifsavec Ay +---+ 1, =1

f(z Aixi) <) Aif(x:)
i-1 i-1

Cette inégalité est le plus souvent utilisé avec 1 = Ap =...= A, = 1/, , on a alors
+xp 4+ + o
f(xl X2 - Xn x) < fx) f(xn:l f(xn)

3 Croissance des pentes

Soit f une fonction définie sur [a, b] et c€ I.

N ) () - fo)
On considere la fonction Pente.(x) — -1 = la pente entre S e
r-e fixe mobile

La fonction Pente, est définie sur & = [a, c[U]c, b]
Théoreme 4. Croissance des pentes

On suppose que la fonction f est convexe

Alors La fonction Pente, est croissante sur 7

Démonstration : On suppose que la fonction f est convexe et que x < x/,

On va montrer que : Pente.(x) < Pente. (x')

-_— ,_
caD fx) f(C)<f(x) flo)

x—c x'—c

Ily a trois situations a considérer: c< x < x’ oux<c<x'oux<x'<c

Lorsque c< x < x’
Comme x € [c,x’], onsaitquex=(1-1c+ tx" avecte [0,1]
x-c
Onadonct=——.
x'-c

On applique I'inégalité de convexité ainsi f(x) = f ((1 -fc+ tx') <A-0f)+tfx).
Onadonc f(x) - f(c) < t(f(x') = f(c)).
f@-f© _ f&h-f©

x-¢  x-c
Ww\’mic On fait exactement pareil, le point au milieu est de la forme (1 —#)... + t... avec t € [0,1]

x—-c . .
Comme ¢ = ——, on remplace et on divise par x — ¢ > 0, ainsi on a
x'—c

Théoréme 5. Réciproque
On suppose que pour tout ¢ € &, la fonction Pente, est croissante sur 7

Alors la fonction f est convexe

Démonstration : Soient x, y € I distincts.

On applique I'inégalité précédente (croissance de la pente) a z = (1 - t)x + ty. On retrouve bien f ((1 —-)x+ ty) SA-Dfx)+tf(y).
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4 Exercices
Un peu théorique

Exercice 1. Soient deux réels distincts a et b, une fonction convexe f:R — R, vérifiant f(a) = f(b) =0.
Montrer que f est nulle sur [a, b].

Exercice 2.
1. Préciser les valeurs du réel a pour lesquelles x — x% est convexe ou concave.

2. En déduire que pour tous x=0 et a >0, Xz (@+Dx-a.

Inégalité de Jensen d’ordre 1

1 1
Exercice 3. Soit p,q>1 tels que —+—=1.
p q
, " xP 1
Montrer que pour tous réels positifs x et y, ona: xy< —+ 7
p

+
Exercice 4. Montrer que pour tous x,y>1,1/In(x)In(y) < ln(¥).

Exercice 5. Montrer que pour tous réels x, y, a, b strictement positifs,

xln(g) +y1n(%) =(x+y) ln(%)

Exercice 6. On considére la fonction f:x— In(1+e¥)
1. Montrer que f est convexe sur R.
2. Montrer que pour tout x,yeR, 1+/Xy<v1+x\/1+y
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Inégalité de Jensen d’'ordren ———

Exercice 7.

1
1. Montrer que x— Tie* est convexe/concave sur R.
+e

2. En déduire que pour tous xi,...,x, =1,

f -
=1 1+xk 1+ Yx1...xp
Exercice 8.

1. Montrer que x — In(1+e¥) est convexe sur R.

2. Etablir, pour neN* et (xy,...,x,) € R?, I'inégalité :

n n
+</]‘[xk< fTT A+ xp)
k=1 k=1

3. En déduire que pour tous (uy,...,un),(V1,...,vp) €RY,

n n n
{/H”k+</1_[ Vi < K/H(uk+vk)
k=1 k=1 k=1

Exercice 9. Inégalités de Holder et de Minkowski
Soit neN™*. On pose, pour tout réel p>1 et pour tout x = (x1,...,X,) € R”,

T

Ixll, = (kilxkl”)

1 1
Soient x = (x1,...,x,) €ER™, y = (y1,...,yn) ER" et p,g>1 tels que ;+E =1.

ﬁq

1. (a) Montrer que pour tous réels positifs a et §, oc,B< — + 7
p

n
(b) En déduire I'inégalité de Holder : > |xiyi| <llxll,- I¥l4-.
k=1
On commencera par traiter le cas [ x]l, = yl4 = 1.
. ] n n _1 n -1
2. (a) Etablir que Y [xx+yi|” < X lxel- |xx+yil”™ + Z lyie| - | + vie|”
k=1 k=1 =

(b) En déduire I'inégalité de Minkowski : x+ yl, < ||x||p+ Iyl p.
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