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Définition 1.
Soit I un intervalle et f une fonction de I à valeurs dans R.

> On dit que f est convexe sur I Ssi

Ssi son graphe est au-dessous de toutes ses cordes

> On dit que f est concave sur I Ssi

Ssi son graphe est au-dessus de toutes ses cordes.

1 Les inégalités classiques

Théorème 2. Alors f est convexe

Soit f une fonction 2 fois dérivable sur l’intervalle I .

On suppose que f ′′ Ê 0 sur I alors f est convexe sur I et on a

et on a ∀x ∈ I , Tang ente(x) É f (x) ÉCor de(x)

Rappel/Complément

> L’équation de la corde passant par

(
a

f (a)

)
et

(
b

f (b)

)
c’est ................

> L’équation de la tangente en x = a

c’est ....................

Démonstration Supposons f ′′ Ê 0 et que a,∈ I

Montrons que le graphe de f est au-dessous de sa corde passant a,b.

On va étudier sur [a,b], la fonction dérivable h : x 7→ f (b)− f (a)

b −a
(x −a)+ f (a)− f (x)

On a ∀x ∈ I , h′(x) = f (b)− f (a)

b −a
− f ′(x) et h′′(x) =− f ′′(x) É 0

On fait le tableau de variation de h pour chacune des situations et cela conclut

Démonstration Supposons f ′′ Ê 0 et que a,∈ I

Montrons que le graphe de f est au-dessus de sa tangente en a.

On va étudier sur [a,b], la fonction dérivable h : x 7→ f (x)− [
f ′(a)(x −a)+ f (a)

]
On fait le tableau de variation de h et on conclut
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2 L’inégalité de Jensen.

Description des segments

Soit x, y ∈R, on a c ∈ [x, x ′] ⇐⇒ Il existe t ∈ [0,1] tel que c = (1− t ) x + t x ′

⇐⇒ il existe α,β ∈ [0,1] avec α+β= 1 tel que c =αx +βx ′

Théorème 3. Inégalité de Jensen d’ordre 1 et d’ordre n
Soit f : I 7−→R une fonction convexe.

> Alors on a : Inégalité de Jensen d’ordre 1

∀x, x ′ ∈ I ,∀α,β ∈ [0,1] avec α+β= 1, f
(
αx +βx ′

)
Éα f (x)+β f (x ′)

Cette inégalité est le plus souvent utilisé

avec α= 1

p
et β= 1

q
et

1

p
+ 1

q
= 1, ainsi f

(
1

p
x + 1

q
x′

)
É 1

p
f (x)+ 1

q
f (x′)

> Alors on a : Inégalité de Jensen d’ordre n

Pour tous x1, . . . , xn ∈ I et λ1, . . . ,λn des réels positifs avec λ1 +·· ·+λn = 1

f

(
n∑

i=1
λi xi

)
É

n∑
i=1

λi f (xi )

Cette inégalité est le plus souvent utilisé avec λ1 =λ2 = . . . =λn = 1/n , on a alors

f
( x1 +x2 +·· ·+xn

n
x
)
É f (x1)+ f (xn )+·· ·+ f (xn )

n

3 Croissance des pentes
Soit f une fonction définie sur [a,b] et c ∈ I .

On considère la fonction Pentec (x) 7−→ f (x)− f (c)

x − c
= la pente entre c

f i xe

et x
mobi le

La fonction Pentec est définie sur D = [a,c[∪]c,b]

Théorème 4. Croissance des pentes
On suppose que la fonction f est convexe

Alors La fonction Pentec est croissante sur D

Démonstration : On suppose que la fonction f est convexe et que x É x′,

On va montrer que : Pentec (x) É Pentec (x′)

CàD
f (x)− f (c)

x − c
É f (x′)− f (c)

x′− c

Il y a trois situations à considérer : c < x < x′ ou x < c < x′ ou x < x′ < c

:::::
Lorsque

:::::::
c < x < x′

Comme x ∈ [c, x′], on sait que x = (1− t )c + t x′ avec t ∈ [0,1]

On a donc t = x − c

x′− c
.

On applique l’inégalité de convexité ainsi f (x) = f

(
(1− t )c + t x′

)
É (1− t ) f (c)+ t f (x′).

On a donc f (x)− f (c) É t ( f (x′)− f (c)).

Comme t = x − c

x′− c
, on remplace et on divise par x − c > 0, ainsi on a

f (x)− f (c)

x − c
É f (x′)− f (c)

x′− c

:::::
Lorsque

:::::::
x < c < x′

::
ou

::::::
x < x′ < c On fait exactement pareil, le point au milieu est de la forme (1− t )...+ t ... avec t ∈ [0,1]

Théorème 5. Réciproque
On suppose que pour tout c ∈D , la fonction Pentec est croissante sur D

Alors la fonction f est convexe

Démonstration : Soient x, y ∈ I distincts.

On applique l’inégalité précédente (croissance de la pente) à z = (1− t )x + t y . On retrouve bien f

(
(1− t )x + t y

)
É (1− t ) f (x)+ t f (y).
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4 Exercices

Un peu théorique

Exercice 1. Soient deux réels distincts a et b, une fonction convexe f :R→R+ vérifiant f (a) = f (b) = 0.
Montrer que f est nulle sur [a,b].

Exercice 2.

1. Préciser les valeurs du réel α pour lesquelles x 7→ xα est convexe ou concave.
2. En déduire que pour tous x Ê 0 et α> 0, xα+1 Ê (α+1)x −α.

Inégalité de Jensen d’ordre 1

Exercice 3. Soit p, q > 1 tels que 1

p
+ 1

q
= 1.

Montrer que pour tous réels positifs x et y , on a : x y É xp

p
+ y q

q
.

Exercice 4. Montrer que pour tous x, y > 1,
√

ln(x) ln(y) É ln
( x + y

2

)
.

Exercice 5. Montrer que pour tous réels x, y, a,b strictement positifs,

x ln
( x

a

)
+ y ln

( y

b

)
Ê (x + y) ln

( x + y

a +b

)

Exercice 6. On considère la fonction f : x 7−→ ln
(
1+ex)

1. Montrer que f est convexe sur R.
2. Montrer que pour tout x, y ∈R,

+ 1+p
x y Ép

1+x
√

1+ y
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Inégalité de Jensen d’ordre n

Exercice 7.

1. Montrer que x 7→ 1

1+ex est convexe/concave sur R.

2. En déduire que pour tous x1, . . . , xn Ê 1,

n∑
k=1

1

1+xk
Ê n

1+ n
p

x1 . . . xn

Exercice 8.

1. Montrer que x 7→ ln
(
1+ex)

est convexe sur R.
2. Établir, pour n ∈N∗ et (x1, . . . , xn) ∈Rn

+, l’inégalité :

1+ n

√
n∏

k=1
xk É n

√
n∏

k=1
(1+xk )

3. En déduire que pour tous (u1, . . . ,un) , (v1, . . . , vn) ∈Rn
+,

n

√
n∏

k=1
uk + n

√
n∏

k=1
vk É n

√
n∏

k=1
(uk + vk )

Exercice 9. Inégalités de Hölder et de Minkowski
Soit n ∈N∗. On pose, pour tout réel p > 1 et pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈Rn ,

‖x‖p =
(

n∑
k=1

|xk |p
) 1

p

Soient x = (x1, . . . , xn) ∈Rn , y = (
y1, . . . , yn

) ∈Rn et p, q > 1 tels que 1

p
+ 1

q
= 1.

1. (a) Montrer que pour tous réels positifs α et β,αβÉ αp

p
+ βq

q
.

(b) En déduire l’inégalité de Hölder :
n∑

k=1

∣∣xk yk
∣∣É ‖x‖p · ‖y‖q .

On commencera par traiter le cas ‖x‖p = ‖y‖q = 1.

2. (a) Établir que
n∑

k=1

∣∣xk + yk
∣∣p É

n∑
k=1

|xk | ·
∣∣xk + yk

∣∣p−1 +
n∑

k=1

∣∣yk
∣∣ · ∣∣xk + yk

∣∣p−1.

(b) En déduire l’inégalité de Minkowski : ‖x + y‖p É ‖x‖p +‖y‖p .
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