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1 Définitions.

Définition 1. Notion de rang
> Rang d’une famille de vecteur. On consideére des vecteurs uj, Uz, ..., ip.
Le rang de la famille, noté rg (u1, uz, ..., up), c'est le nombre

rg (i, @, .. uy) = dim | vect (i1, i, .. i) |

> Définition du rang d’'une matrice. On considére une matrice A et on note Cy, Cy, ..., Cp les vecteurs
colonnes de A,onadonc A= (C; | C2 | ...| Cp)

le rang de la matrice A, noté rg (A), c’est le nombre

rg(A)=rg (a,a,...,@) = dim[vect(a,a,...,@) ]

> Définition du rang d’un morphisme. On considére f un morphisme de E a valeurs dans F.
Le rang de la fonction f, noté rg(f), c’est le nombre.

rg(f) = dim [Imf]

Conséquence : la formule dim(ker f) + dim(Im f) = dim @épurt devient

Le théoréme du rang : dim(ker f) + rg(f) = dim Zgpar¢

Théoréme 2.
Les trois notions de rang sont liées, en effet on a

On note & = (e, ..., €,) une base de Zepar; €t A= M at(f) ainsi

rg(f) =rg(A) = rg(f(Ef),---,f(E{))
| I | | L |

morphisme matrice

vecteur
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2 Niveau 1 : Calculer un rang.

On d’abord les résultats simples suivant

Théoréme 3. Propriétés élémentaires

> Soit u1, U3, ..., Uy, une famille de p vecteurs dans R”

alors rg (u1, u3, ..., up) <min(p,n) et Sila famille est une base

Alors rg (Ui, Uz, ... up) =p=n

> Soit A une matrice de taille n x p

Alors rg (A) <min(n, p) et Silamatrice est inversible

Alors p=n=rg(A)

> Soit ¢ un morphisme de E a valeurs dans F.

Alors rg(¢) < min (dim E, dim F)
et Si la fonction ¢ est bijective alors dim F = dim E = rg(A)

Démonstration :
On sait que rg (u1, Uz, ..., up) = dim(vect(ui, u3, ..., Up)

>D’une part : Les u; € R” donc vect(ﬁ[,fg,...,@) cR".donc rg = dim(vect) <dim@®R") = n
> D’autre part : i1, 143, ..., LTp est une famille génératrice du vect donc rg = dim(vect) < p
De plus Si la famille est libre alors u, &, ..., U est une base du vect et donc rg = dim(vect) = p

Les autres énoncés se font de la méme facon.

Théoréme 4. Rang et algorithme du pivot de Gauss

. ~ —_— e d B . .
On considere des vecteurs uj, uy, ..., uy. On fait Gauss sur ces vecteurs, ainsi

— — —s\ Gauss [— — — = = -
(w1, uz, ... up) "~ (al,ag,..., a,0,0,.., ())

Alors rg (u1, Uz, .., up) = card (a1, az, .., ar) = r

Démonstration : ATlissu dul'algorithme de Gauss, on sait que la famille @j, @, ..., @ est une famille en escalier donc libre.
De plus on sait que vect (u1, U3, ..., up) = vect (a1, az,..., ar)

Conclusion: (a1, az,..., ar) est une base du vect, ainsi rg = r

Exemple 1 : On va calculer r g (A) en faisant Gauss sur les vecteurs colonnes de la matrice A

1 0 0 1 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0
1 1 0 O 1 1 O 1 1 0 O 1 1
A= 01 1 0 Ci—-C1nnCy 0 1 1 Cp+ConCy 01 1 1 Cy—C3nCy 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

Doncrg(A) =3

Exemple 2 : On reprend la matrice A. On va calculer r g (A) en faisant un raisonnement.

1 0 0 1
1 1.0 0 —- = - —
2=l o 11 o lFlEneigia)
0O 0 1 1
>Commedet(6—'{|alala)z...zo,onargm)s?,

> Comme a, 6, C3 sont en escalier,onarg(A) =3

Conclusion: rg(A)=3

— -0 O
o o o o
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3 Niveau 2 : Rang et bijection.

Théoréme 5. Rang et bijection

> Soit U7, U, ..., Up et f est un morphisme bijective

On a alors rg(f(ﬂ{),f(ﬁﬁ),...,f(@) ) =rg (ﬁf,ﬁg’,...,u_p))

> Soit une matrice A et P,Q sont 2 matrices inversibles.
Onaalors rg (PA)=rg(A) et rg(AQ) =rg(A)

Remarque : la matrice A nest pas forcément carrée par contre P,Q sont des matrices
carrées (car inversibles) et de taille compatible.

Application : Deux matrices A, A’ semblables, cap 4=pr4’p~!, on le méme rang

Démonstration : Démonstration de la premiére égalité.
On considere fp la restriction de f a vect (1, uz,..., p) < E.
Il est clair que fg est un morphisme avec Zgpar; = vect (Ui, uz, ..., tip) et Im(fg) = vect (f (1), ..., f (@p)).

Onaicker(fp) < U€Depars et f(U)= 0.
= U € Znker(f)
Or f est bijective donc ker(f) = {0}ainsiw = 0.
Conclusion : ker(fg) = 0

Avec le théoreme du rang, on a donc dim(.@épmt) =dim(Im(fg))

Démonstration : Démonstration de la deuxiéme égalité.
> Pour rg (PA) =rg(A).

Onnote A= (a | Eé | o] Cj;), on a alors
PA estla matrice (Pa | PFZ [ o] PC_‘;,)
Comme P est inversible, la fonction hp : ﬁ — Pﬁ est bijective.
Et on applique I'égalité précédente avec a, Eé, .y C_,; et Pa, P(Té, . PC_'I;.
> Pour rg (AQ) =rg (A).
On note (E, Eﬁ, ) la base classique de M3 1 (R).
Comme Q est inversible, on a(QbT{ s QE&, ) est une autre base de 93 1 (R).

On considere la fonction 4 : U — AU, on a alors

Im[A] vect(l'image d'UNE base)

= uect(AI:?l,AI:Té, ) Ici on a choisi la base (ﬁ,fﬁ, )

= vect(AQE,AQE, ) Ici on a choisi la base (QE, QE, )

Comme vect(...) = vect(..),onabienrg(.)=rg(...)
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4 Niveau 3 : Matrices équivalentes.

Définition 6. Matrices équivalentes
Soit A et A’ deux matrices.
On dit que les matrices A et A’ sont équivalentes
Ssi il existe deux matrices inversibles P, Q telle que A= PA'Q

Remarque : Le théoréme précédent assure que : lorsque A et A’ sont équivalentes, alors rg(A) = rg(A')

Théoréme 7. Matrices équivalentes et rang
Soit A et A’ deux matrices. On a équivalence entre
@) rgA=r
I, 0
0

0 ),CéDA:P],Q

(ii) la matrice A est équivalente a la matrice par bloc J, = (

Conséquence: rg (AT) =rg(4

Démonstration : Lesens (ii) = (i) est compte tenu de la remarque de la définition.
(i) = (i)
On considere la fonction |4 : U — A?]] Ainsi A= a t@’(g(hA).
La démonstration consiste a construire des bases finaudes pour Z et o/ puis a écrire la formule de changement de base.
> Pour 7, je choisis une base H, . E du noyau de /4 que je compléte avec ej,..., ;. Ainsi on a un base %’
> Pour ¢/ Avec le théoreme du rang, on a que la famille A(e_f), ..., A(ey) est libre et je la complete en une base %

Avec les formules de changement de base, on a

Matggg(hp) = Mat(C —C"\Matgg g (hp) M at(PB — B)

Jenote P = .4 at(® —€"), Q= Mat(B — B).

1 0
Enfin avec les décorations, on vérifie que ./ﬂat@r‘cgr (hy) = ( Or 0 )

Application 1.

On suppose que rg (A) = r, on peut écrire avec le théoréeme précédent

B Ir 0
a=p( G e

I
:AT:QT( M 0 )PT

I

Comme P estinversible, on sait que la transposée PT estinversible etdonc AT est équivalente a ( 0 ) eton applique laremarque

de la définition donc rg(AT) =rrg(A)

Exemple d’utilisation du théoreme.
On suppose que A est une matrice et que rg(A)

Ainsi il existe P et Q inversibles telque A=PJ; Q

1 0 -+ 0 1
o 0o --- 0 0

Comme J1=| . . =1 . 1Q0---0)0=C.L
0 0 0 0

Conclusion: A=PC.LQ=(PC).(LQ)=Colonnex Ligne
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5 Niveau 4 : Extraction.

Définition 8. Matrice extraite
On considére une matrice A.
Je choisis des lignes et des colonnes.

je fabrique une nouvelle matrice "plus petite" en concevant uniquement les coefficient a I'intersection
de ces lignes et ces colonnes j obtient ainsi une matrice extraite.

Exemple.
1 0 0 8 1 = 0 8
|2 3 00 je choisis les lignes L1, L3 et les colonnes C1,C3,C4 g | o+ ] (1 0 8
A=l 0 4 5 0 P ARSIA= g w5 0 |Tlo 5 0
0 0 6 7 * ok ok %
1 0 0 8 * 0 *= 8
12 3 0 0 Je choisis les lignes L1, L2 et les colonnes C2,C4 ., | 3 x 0] (0 8
A= 0 4 5 0 > Ainsi A= * % x x | (3 0
0 0 6 7 * % k%

Théoréme 9. rang et extraction

Soit une matrice A. On en extrait une matrice A’

Alors : Quand on extrait, Le rang diminue
CaDrg(A')<rg(A)

Complément : On suppose que r g (A) = r, alors
> Toutes les matrices carrées extraites de taille p = r + 1 sont non-inversibles
et donc leur déterminant est égale a 0.

> Il existe une matrice extraite carré de taille r "optimale", noté A, qui est inversible
etdonc det(A,p) #0.

Démonstration : On considére une matrice A et on note A = (a 1Col. (Tp)

- Je choisis des colonnes consiste a garder seulement quelques vecteurs parmi Cy, Cy, ..., Cp.
Donc on a forcément vect (extrait) c vect(initiale). Doncrg(..)<rg(..)
- Maintenant on transpose (et cela ne change pas le rang) donc les lignes et les colonnes sont échangées puis on reprend le raisonne-
ment précédent.
Démonstration du complément.
> Dans la matrice extraite, on a le nombre de vecteurs colonnes est = p = r+1 > r = rg(A) = dim(vect) donc les vecteurs colonnes
sont liée ainsi det=0.
> On reprend le raisonnement du théoréme mais on ne choisit pas au hasard les colonnes que I'’on garde mais on prend celles fournies
par le théoréme de la base extraite. Comme r g (A) = r, il ne reste que r colonnes et r lignes.
Fini O
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6 Exercices

Exercice 1. Calculer le rang de la matrice

W = NN W
SN B O ==
S oo oo™
— O
=N o oy Ww
W W ks &

Exercice 2. Soient f et g dans Z(E) avec E de dimension finie. Montrer les inégalités :
> dim (ker(go f)) < dim(ker f) + dim(ker g)

> rg(gof)=rg(f)—dim(mf nkerg)
> rg(f)+rg(g) —dim(E) <rg(go f) <min(rg(f),rg(@)
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