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1 Le programme officiel

Le but de cette section, dont le contenu sera entiérement repris dans un cadre plus général en seconde année, est de familiariser les étudiants avec

les calculs sur les dérivées partielles, notamment avec la « régle de la chaine », et de développer une vision géométrique des fonctions de deux

variables.

Le point de vue est donc essentiellement pratique. Toute extension et tout développement théorique supplémentaire sont hors programme.
Boules de R?> muni de la norme euclidienne canonique. Ouverts.

Continuité d’une fonction définie sur un ouvert de R?, a valeur dans R.
Représentation graphique d’une fonction de deux variables par une surface.
La notion de continuité est introduite uniquement en vue du calcul différentiel.
L'étude de la continuité d’'une fonction n'est pas un objectif du programme.

Dérivées partielles en un point d’'une fonction f définie sur un ouvert de R?, a valeurs dans R.
Notations % (x0, ¥0), % (x0, Y0). Lexistence des dérivées partielles n'entraine pas la continuité.
Fonction de classe ¢’ sur un ouvert.
Définition par la continuité des dérivées partielles. La notion de fonction différentiable est hors programme.
Développement limité a I'ordre 1 au point (xp, yp) d'une fonction f de classe ¢l
Fxo+h,yo+ k) = f(x0, y0) + %(xo,yo)h + %(xo,yo)m oI, K1)

Démonstration hors programme.
On met en évidence l'idée de l'approximation linéaire de f (xo + h, yo + k) — f(x9, yo) et l'interprétation de

0
Gradient d’'une fonction de classe ¢ 1 Notation Vv f(xo0, y0)-

z—zp= %(xo,yo)(x— Xp) + %(xo,yo)(y— Yo) comme équation du plan tangent en (xo, yo) d la surface d’équation z = f(x,y).

Expression du développement limité a l'aide du gradient.
Le gradient de f en (xg, yo) définit la direction dans laquelle f croit le plus vite.

Dérivée selon un vecteur.
Expression a l'aide du gradient (V f (xo, yo), ).

Regle de la chaine : les fonctions considérées étant de classe € ! lafonction t — f (x(t), y(t)] est de classe ¢! et

d _of i+ /
G0, (D) = 5 G0, YD (1) + 2 e, y 1)y ()

Interprétation comme dérivée de f le long d’'un arcy donné pary(t) = (x(t), y(t)) et expression a l'aide du gradient

(for)' (0 =(Vfy@),y' 1)
oiry' (t) est défini par (x'(1),y'(1)).
Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

Sous les hypotheses appropriées, dérivées partielles de (u, v) — f(p(u, v), v (u, v)).
Maximum et minimum, local ou global d'une fonction définie sur une partie de R2.

Point critique. Tout extremum local d’'une fonction de classe %1 sur un ouvert de R? est un point critique.
Exemples d’étude de points critiques.
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2 Ouverts de R?

Contexte
On munit I'espace vectoriel R?

> du produit scalaire < ©, ® > classique

> de sanorme || % | =\/<7,ﬂ>=\/x2+y2

> de la BON canonique % = [7, 7)

Lorsqueg =(h,k),onar= HEH =(h, k)| =V h?+ k2

Définition 1. Ouvert du plan
Boule ouverte, fermé : On se place dans R? avec la norme euclidienne classique, CaD celle du lycée.

> On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r > 0, 'ensemble B(a,r) = {x eR? tq lx—al < r}
stri

Ainsiona x € B(a,r) < ||x—al| <r < distance entre xetaest<r

> On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0, 'ensemble B(a,r) = {x e R? tg lx—al < r}

Ainsiona x€ B(a,r) < ||x—al| <r < distanceentre xetaest<r

Remarque : Boule fermé = boule ouverte U la sphere

Ouverts du plan
Une partie U du plan est dite ouverte Ssi

VaeU,ilexiste r >0tel que B(a,r) cU
Exemples
> Les boules ouvertes sont des ouverts du plan (mais pas les boules fermées ni les cercles)
> R? et @ sont des ouverts du plan

> Les intervalles ]a, a’'[ ou 1b, b'[ ne sont pas des ouverts du plan,
par contre 'ensemble produit ]a, a’[x]b, b'[ est un ouvert du plan.

3 fonctions continues, %’
3.1 Fonction de R? a valeurs dans R

Soit f: x — f(x) est une fonction avec f(x) eR
on sait que son graphe c’est 'ensemble/la courbe {(x, fx)e R? avec x € Qf}. On le note traditionnellement y = f(x)

Soit f: (x, y) — f(x,y) est une fonction avec f(x,y eR
alors son graphe c’est 'ensemble, la surface {(x, y, f(x,y)) € R? avec x € D¢}
—_

=z
On le note traditionnellement z = f(x, y)
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Graphe de la fonction
f:(x,y) — sin(x) cos(y)
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3.2 Continuité des fonctions de R? a valeurs dans R

On sait que la fonction f: x— f(x) est continue en a Ssile nombre f(x) se rapproche de f(a) quand x se rapproche de a.
Ici "se rapproche" est mesuré par la distance entre xeta, CaD |[x—al<sn < x€[a—-n,a+7],
d’ot1 la définition

Ve>0,dn>0

S Vxtgxela—-n,a+n = f(x)elf(a)—¢, fla)+e]

fla) @‘

X—a

‘ Ve>0,an>0
Vxtglx—alsn = |f(x)- fla)lse
Suivant la méme approche, on a
La fonction f: (x,y) — f(x, y) est continue en (a, b) Ssile nombre f(x, y) se rapproche de f(a, b) quand (x, y) se rapproche de (a, b).
Ici "se rapproche" est mesuré par la distance entre (x, y) et (a, b),
CaD ” (x,)—(a,b) || <n < (x,y)€B ((a, b),n) La boule de centre (a, b) et de rayonn ,
d’ol1 la définition
Définition 2. Continuité de f en (a, b)

Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction définie sur un ouvert A c R2
Soit (a, b) € Aun point de A

Ve>0,dn>0

) — f(a,b
Fxy flab) = Vxtq (x,y)eBoule((u,b),n) = f(x,) € Boyle (f(a,b),s)

— ' Ve>0,3n>0

Vxiq |(x,y)-(@ab||<n = |fxy)-flab|<e
Théoréme 3. Continuité des fonctions
Soit f: 7 = (x,y) — f (%) = f(x,y) une fonction définie sur un ouvert & c R? a valeurs dans R

— [a
Soit A = b = (a,b) € 2 un vecteur/point de

Onnote § = (h) = (rcos@) avec r = HE" =(h, K =V k% + k?

k rsinf

La fonction f est continue en A =(ab)
ssi f(x,) = f (i) = f(4+73) =f((Z) + (’COSH)) - f(a,b)

Application :

Sur leur ensemble de définition, les fonctions usuelles

(x,y)—x
X, y)—y

(x,y)— x+y sontcontinues (et méme %)
(x,y)— xy

(x, ) — xly

De plus les sommes, produits, quotient, composée de fonction continues sont continues

_ eyln(x)

ainsi (x,y) — x¥ est continue sur 7 =R} xR

Conclusion Les fonctions fabriquées a partir des fonctions usuelles et avec les opéra-
tions classiques
sont continues et méme % sur leur ensemble de définition
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3.3 Dérivées partielles en un point, ¢

Définition 4. Dérivées partielles en un point
Soit f un e fonction définie sur un ouvert U
Soit (a, b) un point de U
Les fonctions partielles en (a, b) sont les fonctions fj et f, définies par
firx— f(x,b)etfo:y— f(ay)

> On dit que la fonction f est dérivable au point (a, b) par rapport a sa premiere variable si la fonction partielle
f1:x— f(x,b) est dérivable en a. On note alors

g(%bﬁff(a): lim feD - f@b) . flathb)-fla,b
0x x—a X

- —-a h—0 h

De méme on définit or (a,b) = fz'(b) = lim flay-rab = lim flab+b-flab

ay y—b y-b k—0 k

Avec les notations et les conventions de 'année, on a
0 d
—f = — | f(x,y)| CaD on fixe y et on dérive par rapport a x.
0x dx
of 4 X . s
5 = d_y f(x,y)| CaD on fixe x et on dérive par rapport a y.

> On dit qu'une fonction f: (x,y) — f(x,y) est %1 sur'ouvert U
0 0
Ssi en tout point, la fonction f est continue et les fonctions a—f et 6—f existent et sont continues
X y
>Contre exemple:
=Y Sy #0,0
Soit la fonction f: (x, y) — X2+ y? 4 '
=0 Si (x,y)=1(0,0)
La fonction f est définie sur R? et admet des dérivées partielles en tous points de R?
Et pourtant la fonction f n’est pas continue en (0, 0)
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4 Exemple: CCP numéro 57

Exercice 1. [Correction] CCP numéro 57
1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0,0)».

2o
2. On considére I'application définie sur R? par f(x,y) :{ xyx2 +y2 sitey) # (0,0
0 si (x, ) =(0,0)
(a) Montrer que f est continue sur R%.
(b) Montrer que f est de classe €' sur R?.
Correction.

1. (a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).

La fonction f est continue en (0,0) <= V&>0,3a >0
V(x,y) eR,

Ici ll(x, y) — (0,0)|| = distance =/ x2+ y2

(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».

La fonction f est différentiable en (0,0) <= Ja,beR

[(x,3)-©0,0]<a = If(x,y) - f0,0]<e

tq au voisinage de (0,0), f(x,y) = f(0,0) + ax+by+o ( || (x, ) ||)

22

2. On considere 'application définie sur R? par f(x,y) = { y szi,/z si(x,y) #(0,0)
0 si(x,y) =(0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.

> Les fonction (x,y) — X+ y2 et (x,y) — xy(x2 - yz) sont continues sur R%\{(0,0)}

et (x,y) — X%+ y2 ne s’annule pas sur [RZ\{(O, 0)}

donc la fonction f est continue sur R2\{(0,0)}.
> Continuité en (0,0)?
Ona

2
|f(x!y)_0| =

X2
P
Vi

r cos(@)r sin(8)

2 cos(0) - r sin%(6)
2 cos?(0) + r2 sinZ(0)
On passe en polaire, CaD x = r cos(0) et y = r sin(0)
=r? ‘COS(Q) sin(0) [cos2 @) - sin® (9)”
<12 |cos(0)] |sin(®)| [’0052(6))+‘sin2(0)u

— ,

<1 <1 =

Conclusion : | f(x, ) - 0| <

On a bien avec le théoreme de la distance f(x, y)

0
(x,y)—(0,0)

» La fonction f est continue sur R?\{(0,0)} et en (0,0)

Conclusion : la fonction f est continue sur R2.
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(b) Montrer que f est de classe € Usur R?.

0 0
On sait que : f est de classe %" sur R? si et seulement si O_f et 6_f existent sur R? et sont continues sur R?.
X y

0
On va faire proprement 6_f
x

22

x%+y?

_ x4y+4x2y3 —y5
- (x2+y2)2

> Lorsque (x, y) # (0,0) ona'af(x )= d X
4 4 T x|

C’est une fonction usuelle ....donc continue.
> Dérivée partielle par rapport a x en (0,0) existe?
f(x,0)—£(0,0) -0

x-0 (x,)—(0,0)
> Dérivée partielle par rapport a x est continue (0,0) ?

Comme

0
0, la dérivée partielle 6—f (0,0) existe et vaut 0
X

of af xry+ax?yd -5
Ona|==(x,y)—=—(0,0)| = | ———=2 -7 -0
na|=" (x,y) Ox( ) 21 y22
On passe en polaire, CaD x = r cos(8) et y = r sin(0)
=r ‘cos4 (6)sin(0) + 4 cos? (6) sin> (0) — sin® (9))
<r [Icos(@)l4 sin(0)] + 4 |cos(@)]? Isin(®)|> + |sin(6)|5]
<r[l+4+1]=6.r
) IR . of
On a bien avec le théoreme de la distance — (x, y)
ox (x,5)—(0,0)
i Of .
CaDb a est continue en (0,0).
. of of . . 2
Conclusion : 3 et @ existent et sont continues sur R,

donc f est de classe C! sur R?.
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5 Développement limité et Gradient

5.1 Développement limité

Définition 5. Notion de o (|| (/, k) |))

On sait que |5 =1 n, bl = V2 + k2 = Vi =

Truc Truc

On dit que Truc:o(ll(h,k)ll):o(r) Ssi —— = — 0.
d Gl - r =0
T
On dit que Truc = ﬁ( ll(h, k)ll) O'(r) Ssi ” (h”g” % est bornée.

Application On a quand (h, k) — (0,0) our — 0

> o(h) et o(k) sont des 0( Hg") = o(ll(h,k) II) =o(r)
> o(hz), o(k2) et o(hk) sont des O(HEHZ) = o(ll(h, k) ||2) = 0(r2)

— 13
> o(hs), o(hzk), o(hk?) et o(k®) sont des o(" 0 H ) = o(ll(h,k) IIS) =o(r®)

Exemple: On suppose que (i, k) — (0,0) et/ou/CaD r — 0
>Ordre 1. h, k= O(r) etaussi h, k= 0(1)

> Ordre 2. W%, k%, h.k = 0(r%) et aussi = o(r)
> Ordre 3. hg, k3, hz.k, hi? = ﬁ(rs) et aussi = 0(r2)

Théoréme 6. Développement limité de f(x, y) au point (a, b)
> Version pratique :

feuy) =\1+xy=vV1+2+2h+k+hk= + + +O)

Ordre0 Ordrel Ordre?2

> Version théorique (Taylor-Young). Soit f une fonction % surun ouvert U et (a,b) € U
Alors f admet un développement limité en (a, b) de la forme

of of

fla+h,b+k)= f(a,b) + —(a b)h+—(a b)k + o(ll(h, k)I)
| [I———
Ordre0 ' 1 =o(r)
Ordre 1

L ]
eq du plan tangent

Exemple et interprétation en terme de plan tangente.
On considere la fonction f: (x,y)— y/1+xyet(a,b) =(1,2)
On trouve que

fla+h,b+k)=f

1+h,2+k):\/1+(1+h)(2+k)
=V1+2+2h+k+hk
=v3+0O avecO=2h+k+ hk
=v3|1

10
+——+0(D)

2V3

\/§+7(2h+k+hk)+o(r) avecr =V h?+k?

\/_ +—h+——k+o(r)
—f(1 2) ‘/_ ‘/_

]
eq du plan tangent

Conclusion : La surface "graphe" f admet en (1,2) un plan tangent d’équation

1
z _\/'+\/_ \/_k \/_+\/_(x 1)+2\/§(y—2)
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De plus on constate que

of d X
V1+xy . >—=—|y1+xy|=—r—.
Ox d[ ] ,/l+xy oy dy[ y] 2/1+xy
Ainsi af(l 2) = 2 = L Ainsi 6f(1 2)= ! 1
ox T 2y1+12 V3 ay T 2y1+12 2V3
1 1
Onabienz=Vv3+ — x-D+ — ((x-2)
V3 2V3
of of
==1(12 =2,
ax( ) ay( )

5.2 Gradient

1 1
L'exemple précédent assure que : (1 +h,2+ k) =V3+—h+——k+o(r) avec f: (x,y) — /1+xy
pep que:/ V3 2v3

On note OMg = (1,2) et 8 = (h, k).
On a alors

f(1+h,2+k

:f(W(;+ 5) \/_+7h+—\/_k+o(r)

o] 5 M

= f(OMo) + <gmd(1,2) (f),75)> +o(r)

+o(r)

Ainsi grad ) (f) Le gradient de la fonction f: (x, y) — /1 + xy au point (1,2) € U est égale a (

Définition 7. Gradient d'une fonction
Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction €lsurU
On appelle gradient de f au point (a, b), noté grad, p)(f) ouVf(a, b) le vecteur

. 0
grad,p(f)=Vfla,b) = —f(a b),—f(d b)

Théoréme 8. Propriétés du gradient

Soit OM = (a, b) et 3 = (h, k). On note Vf(a, b) le gradient de f en (a, b).
Linterprétation de 'exemple ci-dessus assure que

f(OM() +3

:f(W(;)+<gmdMo(f),§>+o

[5]) aec|3] - viesee

Application :

Le gradient de f en (a, b) indique la direction dans laquelle f(x, y) (dé)croit le plus vite.

Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

Démonstration : Onaf(W(;+7§) —f(al\‘/lg) ~ <chzc§M0 (f),7§> = HﬁMofH HE” cos(6)

Ainsiona f (OMO +3

Ainsi la variation f (OMO + 3) -f (OMO) est mesuré par 6 I'angle entre OM et 5

> Lorsque OMj et 5 sont colinéaires, alors la variation de f (OMO + 3) -f (OMO) est la plus rapide.

le gradient de f en (a, b) indique la direction dans laquelle f(x, y) (dé)croit le plus vite

> Lorsque OMj et E sont orthogonaux, alors la variation de f(OMO + 3) -f (OMO] =o(r), CaD est nulle a'ordre 1

ainsi le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f.

-f (O—)]\/[O) ~Kyp ”EH avec 0 I'angle entre TMO ets

9/12
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6 Dérivées selon un vecteur et composées

6.1 Dérivées selon un vecteur

Définition 9. Dérivées selon un vecteur
Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction définie sur un ouvert U et a valeurs dans R

Soit 7 € R? un vecteur
On dit que la fonction f est dérivable en My = (a, b) dans la direction v
f (OM() + l‘?) -f (OM())
existe et est finie.

Ssi la limite lim
t—0 t

On la note alors D; f (OMp)

Théoréme Lorsque f est ¢ suru,

alors pour tout My, pour tout v, la dérivée directionnelle D4 f (OMO) existe et on a

D+ f (O—)Mo) = <gradM0f,Tf> = <Vf(xo,y0),7>

Démonstration : La démonstration du théoréme est facile car f est 6’

donc elle admet le DL f (OMO + E) =f (OMO

+ <gmdM0 N, §> +0 ( ug ”) qui va permettre de calculer la limite

f(O—M(;+ t?) —f(O—M(;) <gradM0(f), t7> +o(r)

t t

avec ”t& H = Konstante t

t<gmdM0 (f),7> +o(D)
t

<grudM0 (f),7/'> +0o(1) — <gradMo (f),_y’>

Ainsi D3 f (OMO) existe et vaut <gmdM0f,Tf>
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6.2 Regle delachaine

Contexte

Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction définie sur un ouvert U et a valeurs dans R

Soit x: t — x(t) et y: t — y(¢) deux fonctions définies sur I telle que pour out ¢ € I, on ait (x(t),y(t)) eU

Alors lafonction F: t— f (x(r),y(t)) est bien définie
et c’est une fonction numérique, Cad de I a valeurs dans R.
Théoreme 10. Regle de la chaine
On suppose que les fonctions f: (x,y) — f(x,y), x: t — x(t) et y: t — y(t) sont €1,

Alors la fonction ¢ — f(x(1), y(1)) est #letona

_of 14 2
= x (x(t).y(t)) x (6)+ dy

— x'(1)
:<gr“d(x(t),y(t))f'( M) )>
x() x' (1) )

— / — / —
—<grady(t)fv7(t)> avecy(t)—( ) )ety(t)—( V(@)

dt

f(x(t).y(t))

x(t),y(r)) y'(®)

Démonstration : On doit démontrer que

f(x(to +h), y(to + h)) —f(x(to),y(to))
lim
h—0 h

/ of /
X (o), y(to) x(t0)+Fy x(tp), y(t0) | ¥ (to)

_of
T ox

Comme les fonction f, x, y sont ¢!
donc elles admettent des DL et cela va permettre de calculer la limite

Je vous laisse faire le DL !!
Contexte

Soit f: (x,y) — f(x,y) une fonction définie sur un ouvert U et a valeurs dans R

Soit u: (x,y) — u(x,y) et v: (x,y) — v(x,y) deux fonctions définies sur R? telle que pour out ¢ € I, on ait (u(x, ), v(x, y)) eU
Alors la fonction F: (x,y) — f (u(x, ), v(x, y)) est bien définie
et c’est une fonction de U a valeurs dans R.

Théoréme 11. Généralisation
On suppose que les fonctions f: (X,Y) — f(X,Y), u: (x,y) — u(x,y) et v:(x,y) — v(x,y) sont ¢!,

Alors la fonction F: (x,y) — f (u(x, ), v(x,y)) est¢!etona

OF 0udf ovof . OF dudf dvof

= + — e [r— + —
0x 0x0X 0x0Y 0y 0yodX adyoY

Démonstration : A faire avec un gros, gros DL
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7 Extremums

Définition 12. Extremum, Point critique
> Maximum et minimum
Ondit que f: (x,y) — f(x,y) admet un maximum (resp. un minimum) local en (a, b)
Ssi il existe un ouvert U de (a, b) tel que :

Vx,yeU, f(x,y)< f(a,b) (resp. f(x,y) = f(a,b)

> Point critique

Soit f: (x,y) — f (x,) une fonction de classe %" sur un ouvert U de R?.
On dit que (a, b) est un point critique de f Ssi

of of -
a(u. b) = E(u, b)=0 < gradp f=(0,0)

Théoréme 13.
Tout extremum local d'une fonction de classe ¢! sur un ouvert de R? est un point critique.

Mais attention la réciproque est fausse

Démonstration :
Intuitivement, on a

Si le gradient n’est pas nul alors il indique la direction dans laquelle f(x, y) (dé)croit le plus vite donc f(a, b) n’est ni un maximum, ni
un minimum. oups!
Rigoureusement
fla+h,b)- f(a,b) of
h -0 ox
On suppose que (a, b) est un maximum local
fla+h,b)- f(a,b) -

(a,b)

Comme f est %1, on sait que

fla+h,b)- f(a,b) o

>Pour h>0,ona 0 >Pour h<0,0ona 0

0 0
donc ala limite que # — 0%, ona é(a, b)<0 donc alalimite que h — 0", ona é (a,b) =0

a
Conclusion : —f (a,b)=0
0x

0
Puis on fait pareil pour £ (a,b)
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