MPSI Pour Lundi 07 Septembre.

DM 1 : Un peu de calcul.

Exercice 1. [Correction]

2(1
1. Soita e N. O t = .
oit a n note que x T4
2z
Simplifi = )
implifier y T
. 1 1 1
2. Pour tout n € N, On considére S, = —— + —— + -+ + —
n+1l n+2 2n

Ecrire Sp+1 puis simplifier S, 41 — Sy,.

Exercice 2. [Correction] On considére la suite (up)nen et (vy,) définies par

U Up,

ug €ER et VnéeN, un+1:+ et v, =
3 —2u, Up — 1

1. Calculer v, 41 en fonction de v,
En déduire v,, en fonction de n.
2. Calculer u,, en fonction de n.
A votre avis la suite (uy,)nen converge-t-elle ?

. 1 2
Exercice 3. [Correction] Soit n € N. On considére les nombres C,, défini par Vn € N, C), = 1 < n)
n n

1. Calculer Oo, Cl, Cg, 03.

2. Pour n € N, déterminer le signe C,,+1 — C,
La monotonie de la suite (C,) est-elle monotone ?

2 2
3. Pour n € N, démontrer que : C), = ( n) - ( n )
n n+1

En déduire que C,, est un entier.
4. Sans calcul supplémentaire, déduire des questions 2 et 3 que Vn e N*, Cpy1 > C, +1

5. En utilisant I'inégalité précédente, montrer que C,, —— 400

n— oo

Exercice 4. [Correction] Soit n € N*. On considére

P,, = Le produit des entiers pairs de 2 a 2n = (2).(4).(6)....(2n — 2)(2n)
ET
I,, = Le produit des entiers impairs de 1 a (2n + 1) = (1).(3).(5)....(2n + 1)

Calculer (a r'aide, entre autre, de factoriel) P, puis P,, x I,, et enfin I,,.



Correction.

Solution de I'exercice 1 (Enoncé)

1. Soit a € N. On note que = = 2 Simplifier y = 2z
‘ ' R BT Py = 1+ o
9 2¢ 2.2%
Onauy— 2r 1420 1+ 92a B gatl 14 90 7 ga+l
3”_1+gﬂ_1+ 27 T 1+2942° 142014220 142000
1+20 1+29
. 1 1 1 . S
2. Pour tout n € N, On consideére S, = —— + 4+ 4+ — Ecrire S,4+1 puis simplifier Sj,11 — Sh,.
n+l n+2 2n
1 1 1 1 1 1
OnasS,i1—S,= _[ 7}
E e s AL +2(n—|—1):| ntl Thyzt Ty
S S S|
S 2n+2 2n+1 n+1
remarque 2n + 2 = 2(n + 1)
_(@@n+ D) +2(n+1)—-22n+1)
2(n+1)(2n+1)
Cn242-4] 41422 1
N 2(n+1)(2n+1) T 2(n+1)(2n+1)
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) 1. Ona
oy = UL
Un+1*1
_ (=)
(3}271“")_1
o 3-“2'”'un B Un, » 3—2u, Un . 11}
ComsGun) 3 2u,  up =3 Bun—3 3"

Ainsi la suite (v,,) est une suite géométrique etona:Vn €N, v, = (f) o

Un

2. On sait = Un

= Up =Un (Un — 1) = un (1 —vn) =vp

Un

Donc w, — —2"  — (1/3)n vo
o1 (1/3)n vo — 1
Comme (1/3 )n n:)oo 0, on a
w, = U _ (1/3n)n vo 0 0

Conclusion : La suite (un)nen converge vers 0.



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
1. Calculer Co, Cl, 027 03.
2. Pourtoutn € N, on a

1 2(n+1) 1 2n
Cn+1_cn_n+2<n+1) n+1<n>

1 (2n +2)! 1 (2n)!

n+2n+DI(n+1) n+1nln!

) [ 1 @2n+2)(2n+1) 1
nlnl [n+2 (n+1)(n+1) Cn+1
)

) [ 1 2(2n+1) 1
nlnl [n+2 (n+1 Cn+41
@2n)! [(4n+2) — (n+2)
Coalnl | (n+2)(n+1)

_(2n)! 3n
= il (n+2)(n+1)} >0

Conclusion : la suite (Cy,) est strictement croissante.

3. On chemine du compliquer vers le plus simple.

(2”) _ ( 2n ) — On écrit la définition.
n n+1

= On réduit au méme dénominateur.
= On factorise et on simplifie.

= On obtient b (2n> =Ch
n+1\n

2 2 .
Comme ( n) et ( _:Ll) sont des coefficients du bindme donc ce sont des entiers
n n

Conclusion : le nombre C,, est un entier.

4. Comme Cj+1 est strictement plus grand que C,, et que ce sont des entiers,
on a bien Cp41 > C, +1
5. On a maintenant

Comme a,, —— +0o0, on a donc C,, —— +o00.
n— oo n— oo



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

1. OnaP,=2%x4%x6x---x (2n—2) x (2n)
:.(2'1) (2.2) -~I(2(n—1)) (2n)

Il
=

22.0nal,=1x3x5x%x---%x(2n—1) % (2n+ 1), ainsi

In X P,=(1x3x5x---x2n—-1)x(2n+1)).(2x4x6x--- X (2n—2) X (2n))
=1.23....(2n — 1)(2n)(2n + 1)
= Le produit de tous les entiers de 1 a (2n+1)
=(2n+1)!

3.0nal, x P,=2n+1)!

. _(@2n+1)!  (2n41)!
Conclusion : I,, = P = o




