MPSI Auto.

DM 2 Bonus

Exercice 1. [Correction] Soit z un complexe avec Re(z) + |z| # 0
z 4+ |z]
V2y/Re(z) + 2]

Vérifier que : A2 = z

On considére le complexe A =

Exercice 2. [Correction] Soit z # 1 un complexe.

z+1> 2P -1

z2—1) |z—1J2

Montrer que : Re (

Exercice 3. [Correction]

On note D I'ensemble des complexes de module strictement plus petit que 1

Onadonc:z€D <= |z| < 1
Strict

Soit p et z fixé dans D.

1. Justifier que |pz| < 1. En déduire que : pz — 1 # 0.

2 _2
ozt (1) (1= )
2. Montrer que : 1 — — = 5
1—pz |1 —pz|
3. En déduire que :
peD B
:>1p f eD
teD bz

Exercice 4. [Correction] Soient a,b,c,d € Retz=x+iyc Ctelsquead—bc=1etetcz+d#0

o az+b Y Im(z)
Veérif :| = =
érifier que : Im (cz n d) et dE ezt dP




z+ |z
V2y/Re(2) + 2]

Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On considére le complexe A = . Wérifier que : A> = 2

On va utiliser Re(z) = z ; © et lz|° = 2 Z,

2
2 2
OnaA2—< z 4+ |z] ) _Z + 2z |z| + |7]

V21/Re(z) + |2| 2(Re(z) + |2|)

224+ 2202|+ 2%
z+ z + 2|z

_zlz 4 Z+ 22

Tz z+ 27

=z

. 1 -1
Solution de I'exercice 2 (Enoncé) Soit z # 1 un complexe. Montrer que : Re (%) = }ZI e

z— z—
Solution comme en terminale

Comme z € C, on peut écrire z = a + b.

z4+1 z4+1z—-1
z—1 z2-1z-1
(z+1)(z—-1)
|z =1
22—z +2-1
IERIE
Or on sait que —z + z = —(a + ib) + (a — ib) = 0 — i(2b)
:\4271+i —2b
217 2 -1

a1

2 —
Conclusion : Re (Z + 1) |z =1
z—1

Solution plus "rapide"

On va utiliser Re(d) = '

z—1
17241 z+1
:g{zfl 271}
_1[@+U@—1yuz—n@—1q
2 (z=1)(z-1)
1 2 2
:§PV|*mZ*”]
l21* —1



Solution de I'exercice 3 (Enoncé)
On note D I'’ensemble des complexes de module strictement plus petit que 1. On a donc

zeDs |z < 1

Strict
Soit p et z fixé qcq dans D.
1. Justifier que |pz| < 1. En déduire que : pz — 1 # 0.
On a [p2] = [pl =] = Ipl |#] < 1doncpz#1.

o -1P) (-1pP)

p—z
2. Montrer que : 1 — —| =
q 1-pz 11 —pz|°
2
_ H 2
Onal- u :1—‘— avec H=p—zetB=1-Dpz
1—pz B
_,_HH
= BTG
_ BB-HH
BB
_(1-p)(1-pz)—(p—2)(P—2)
11— pz/?
[1—pz —pz + |p°|2*] — [Ip|* — pz — Pz + |2|°]
= — 2
[1—pz|
_ L IpPlel® = IpP* — |2

11— pz|?
Orona (1—|p|*)(1—|2/*) = 1+ [p*|2|* — [p” — |2|?

(1—[p»(A = |2
11— pz|?

2
3. 00 Ainsional—|z]>>0et1—|p°=1—|p|*>> 0 donc P

Conclusion : P — €
1—-pz

az—l—b) Y Im(z)
cz+d

Solution de I'exercice 4 (Enoncé) Vérifier que : Im ( “ T+ dE et dP
az+b (az+b)(cz+d)
cz+d |cz + d|?
(az +b)(cz + d)
- |cz + d|?
(ax + b+ iay)(cx + d — icy)
- |cz + d|?
Moche + i[aczy + ady — acxy — bey|
lcz 4 d|?
Moche + i[(ad — be)y]
- lcz + d|?
Moche + i[y]
|ez + d|?

= = On a

Im(z)

Conclusion : Im <

az+b>_|m Moche + i[y] y
cz+d) lez + d|?

- lez +d|2

lez + d|?



