MPsI DM 5 Sommes et intégrales

Vendredi 09 Octobre.

W k
Exercice 1. [Correction] On considére la suite (S;,) définie par: VreN, Sy= ) sin(—z)
k=1 n
n
1. Montrer que : YneN, Y k<n?.
k=1

7 B
2. On admet que : Vx€ [O’E]’ x—z <sin(x) < x
n+1 1 n+1
Montrer que : YVrneN, — —— <

<S; <
2n 6n2 " 2n
3. En déduire que la suite (S;;) converge et déterminer sa limite.
4. On va démontrer I'encadrement admis.
. T .
(a) Justifier que : Vxe [0, E]' sin(x) < x

3

b3 x
(b) Démontrer que : Vx€ [0, —], x-S sin(x)

2
Indication : Etudier une fonction et dériver suffisamment

. n 1
Exercice 2. [Correction] Soit la suite (Aj) définie par : VneN*, A, = H (1+ —)

k=1
1. Une majoration.

(a) Démontrer que pour x =0, In(1+x) < x.
1 1 1
p— s —_——
Ko k-1 k
(c) Démontrer que pour tout n€N*, on a InA, <2 puis que A, <e’.
2. Une amélioration.

(b) Montrer que pour tout k=2,

1 k?
(a) Montrer que pour tout k=2, 1+ = < CETICTSTh
(b) En déduire (a I'aide d'un télescopage) que Ay <4.

Kulture

. . 1(e"—e " sinh(1)
On peut démontrer que la suite (Ay) converge vers — 2 = =~ 3.68.
s s

La majoration par e2~7.39 n'est pas mauvaise et celle par 4 est vraiment bonne.

e
Exercice 3. [Correction] On considére la suite (I;) définie par VrneN, I =f x? (Inx)" dx
1. Convergence de Ij.
X
(a) Montrer que : Vxe[l,e], In(x) < —
e

(b) Encadrer I,. En déduire que : la suite (I;) converge vers 0.

2. Ordre de grandeur de Ij,.
e n+1
(a) Montrer que : VreN, Ipq= 3" I

(b) En déduire la limite de nl, quand n— +oco. On commencera par ré-organiser I'égalité précédente.



Exercice 4. [Correction] On considére les suites (S;) et (In) définies par : VneN,

1 gn 1 1 1 —1yn+l
In:f dt et Snzl——+———+-~-+( ) =
o 1+¢ 2 3 4 n

(_1)k+1
k

Eoud
ii=

1. Encadrer Ij,. En déduire que la suite (I;) converge vers 0.

n-1 ok 1 hn
2. Démontrer que : Y120, Y (-1 ¢"=—-(-1)"—
= 1+1¢ 1+1¢
1 1 1 -1+l
En déduire que : Sn=1—§+§—é—l+-~-+L:ln2—(—1)nln

3. Conclusion (a justifier et compléter) : La suite (S;) converge vers ......

— Bonus D’apres DS du 13 Octobre 2025 —

n k
Exercice 5. [Correction] On considére la suite (Ay) définie par : VneN*, A, =[] (1+ —
k=1 n

1. Montrer que : Vx=20, 1+x<e*.

2. En déduire un majorant pour la suite (A;), CaD déterminer K tel que vneN*, A, <K

1
Exercice 6. [Correction] On considére la suite (I;) définie par : VneN, I, =f YT
0

1. Calculer Iy et I. Calculer I avec le changement de variable u=1+1¢

2. Montrer que la suite (I;) croissante, CaD Pour tout n €N, déterminer le signe de I,,11 — I

1 1 1 tn+l
3. Calculer f tdt. En déduire que : VneN, I, = 3 —f mdt. Remarque : Ce n'est pas une IPP.
0 0

tn+1

1
4. Montrer, a I'aide d'un encadrement, que : f 0.

ML —
Que peut-on en déduire?
5. En peu plus précis.
(a) Montrer que : VneN, fl it :ln_z_gfltln(l-kt")dt
o 1+t n nJo
(b) Montrer que : Vx=0,In(1+x) <x

1
puis montrer, a I'aide d'un encadrement, que : f tin(1+¢") dt ——0
b .

1
(c) En déduire la limite, quand n — oo, de : n(ln—z)

n k n
Exercice 7. [Correction] On considére la suite (S;,) définie par : YreN*, Sp= ) (—)
k=1\1
1. Monotonie. Soit neN*
x+1 X
(a) On consideére la fonction h:x— (n+ 1)ln(—) —nln(—).
n+1 n
Montrer que la fonction h est positive sur [1,n].

k\* (k+1
(b) En déduire que : Yke(l,..., n}, (—) <[
n n+1

puis que la suite (Sy;) est monotone.

n+1

2. Majoration.

(a) Montrer que : Vx>0, In(x) <x-1

k n
(b) En déduire que : Yk€e{0,1,...,n}, (;) <ek

e
(c) En déduire que la suite (Sy,) est majorée par )
e—

Plus original




Exercice 8. [Correction] L’inégalité de Milne.

; . . , ab
Soit neN*. Pour tout a,b >0, on appelle somme paralléle de a et b, notée al|b le réel : allb= ——
a

+b

1. Démontrer que I'addition paralléle est associative, CaD que : Y a,b,c>0, (allb)||c= al| (bl|c).

2. On va de démontrer I'inégalité de Milne, CaD
n n n
Vai,.,an,bi,..bp) € R, Y (ayllby) < (Z ak) I (Z kk)

k=1 k=1 k=1

(a) Pour tout a,b> 0, déterminer le minimum de la fonction [x—» ax2+b(1—x)2].

(b) En déduire que : Va,a’,b,b' >0, (allb)+(d'|b) < (a+a)l|(b+D)
(c) En déduire I'inégalité de Milne.



Solution de I'exercice 1 (Enoncé) Correction en rouge, les commentaires

n
1. Montrer que : VneN, Z K3 <nt.
k=1

On va majorer la somme
> Pour tout k€ {1,2,...,n}
B<nd
> On somme |'inégalité de k=1 a k=n,
n n
ainsi ) K< > n3
k=0 k=0
<ndx (nb de plateau)
<nd.m-1+1)=n* YES
n+1 1 n+1

2n o SN

Pour tout neN, on a
> Pour tout k€ {l1,2,..., n}.
Attention : il faut justifier le passage de x a k/,;2

2. Montrer que : VneN,

T
On applique I'encadrement admis avec x = k/nZ € [O'E] car ke{l,2,...,n}.,

3

(k/nz . k
ainsi — — 5 ssm(—)sﬁ
> On somme de k=1 a k=n ainsi
n k k3 n k
I e R
k=17 "l k=117
Gauche Droite
De plus
nolk 1 & 1 n(n+l) n+1
Droitezz —2 :—22k2—2¥:
=1ln nc -1 n n 2n
ok k 1 2 1 & 4
Gauche = - = ke — k
gl n2 6nb n? Zl 6nb k;
Pour minorer A— B, je majore B
n+1l 1 4 n+l 1
N _
2n 6nb 2n 6n2
n+1 1 n+1

Conclusion : VreN, —_— <
2n  6n2 2n



3. En déduire que la suite (S;;) converge et déterminer sa limite.

. . n+l 1 . n+1 1 1
On a facilement lim —— =—-et lim — - — =—.
n—oo 2p 2 n—oo 2p  6n2 2

. Yoy s . 1
Conclusion : d’aprés le théoreme des 2 gendarmes, la suite (S;;) converge vers 3

. 7
(a) Justifier que : Vxe [0, 5], sin(x) < x

T
La fonction Sinus est concave sur [O'E]'

T .
donc on a :Vxe[O,—], sin(x) < X
2 )
Eq de la tgt en x=0
, b4 x3
(b) Démontrer que : Vxe€ [0, E]’ x— o < sin(x)
3
On étudie la fonction h:x+— sin(x) — [ x— 3

> La fonction h est (super)-dérivable sur 7 = [0,%]

>Vxe?, h(x)=—-sin(x) +x =0 car Vxel.], sin(x) <x
> On fait un bd tableau
7
Conclusion : Vxe€ [O'E]' h(x) =0 Fini



Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

Correction En rouge, les commentaires

1. Une majoration.
(a) Démontrer que pour x =0, In(1+ x) < x.
La fonction x— In(1 + x) est concave sur Ry,
ainsi Vx=0, In(1+x) < |ﬁ

Tangente
(b) Montre e pour tout k=2 1< ! !
ntrer que pour tou 5 2Tk

1 1) 1 kKP—k(k-1)-(k-1

Pourtoutk>2,ona:G—pz(m—E)—ﬁ: ( kz) ( )

K-k +k-k+1 1

— ————=—32>0 Yes
k2 k?

(c) Démontrer que pour tout neN*, on a InA, <2 puis que A, < .

n
1
Pour tout n=1, on a : In(4y) = kz_:lln(l + =
Il faut utiliser Q1 et justifier le passage de x a 1/j2

=0

On applique Q1 avec x =

1

Xn: 1
S —_—
j=1 k2

On utilise la majoration précédente
Attention elle est valide pour k€ {2,3,...,n}
Donc il faut séparer le plateau n°1

Télescopage

1
<l+1-——<2-0=2
n+1

Conclusion : Pour tout neN*, In(4,) <2 donc A, < &

2. Une amélioration.

1 i
(a) Montrer que pour tout k=2, 1+ ﬁ < m

; k2 —(1+i)= K2k2—(k—1) (k+1). k% - (k-1) (k+1)
(k-1)(k+1) k2 (k—1) (k+1).k2
K-kt + k2 - k241
(k=1)(k+1).k%
B 1
T (k-1)(k+1).k2

Pour tout k=2, 0ona: G-

=0 Yes

(b) En déduire que : A, <4..



n
Pour tout n=1,0ona: A= []

k=1

1
1+P

On utilise la majoration précédente
Attention elle est valide pour k€ {2,3,...,n}
Donc il faut séparer le plateau n°1
l_”[ 1
X 1+ —
2
1 k= k

<

il Coo
[\ ]

k —_
K2

STEDxD

n k2
2 x _
kI;'l ICEIZ (k—=1)(k+1)

N

22 32 42
X X

|1 X3| |2 ><4| |3 X5|.“
k=2 k=3 k=4

<2

X

(n—l)2 N n?
I(n—2)><nI I(n—l)><(n+1)I
k=n-1 k=n

Télescopage

22 1 1 n?
S2.— X=X — X ——

1 2 n (n+1)

n+1
=4 Yes!!

<4 x

<4 x
n+1 n+1




Solution de I'exercice 3 (Enoncé)

Corl’eCtlon En rouge, les commentaires
On définie pour tout entier n
e
In:f 22 (nx)" dx
1
1. Convergence de Ij.
(a) Montrer que : Vxe[l,e], In(x) sg
t

On étudie la fonction h définie par h:t— > —1In(?)
> La fonction h est dérivable sur [1,e]

d
>Vxellel, W(x)=—
dx
1
e

—t—ln(t)]
e

1

t
On finalise le calcul avec FFF

_t-e

et
> D’ol le bd tableau

Conclusion : Vx €[l,e] h(x)=0 FINI
(b) En déduire un encadrement de I, puis que la suite (I;) converge vers 0.
On doit majorée une intégrale, on fait les 2 chevrons
> Pour tout/chaque te([l,e], on a
un peu de finesse dans ce monde de brut, on va utiliser Q1

x\n xn+2
0<x? (lnx)"sxz[—) =—
e e
> On intégre l'inégalité sur de t=1a t=e,
e e 2 exn+2
ainsif deslnzf x“(nx)" dxsf —dx
1 1 1 e
1 x*3 e
h e_” n+3 1
ent3_1 B el 1

< = —
e(n+3) n+3 e'(n+3)
0 0

n—oo n—oo

Conclusion : Avec le théoreme des 2 gendarmes, on conclut que la suite (I;) converge vers 0.

2. Détermination de la limite la suite (nly).

S n+l

(a) Montrer que : VreN, Iny =33 I
On fait une IPP.
e
On a I =f x*(Inx)™*! dx
1

3

W=x?wu="

v=>Inx)"" v = Z(n+1)(nx)"
x
(b) En déduire la limite de nl, quand n— +oo.

Le texte demande d'étudier nl, donc on ré-organise nl,CaD

n+11 e .
3 n= 3 n+1
= nl,=e-3 Iy - In
| M|

Conclusion : La suite (nly) converge vers e



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Etude de (I,,).

(a) A l'aide d'un encadrement, montrer que : I, —— 0
n—
Pour encadrer I'intégrale, on chevronne

> Pour tout/chaque € [0,1]

0 "

tn
—_— <

1+1 1+¢ 1+0
> J'integre I'inégalité sur [0,1]

1 t" 1
Ainsi 0s1n=f drsf t"de
0o 1+¢ 0
1 tn+1 1 1
Orf t”dt:[Primitive](l): —| =
0 n+1 0 n+1
(b) Clest le théoréme des 2 gendarmes.
n-1 ok T
2. Démontrer que : YV£=0, D s — (- —
q kgo( ) v TV
On reconnait une Somme géo.
11 1 S kan
En déduireque:Snzl——+§—Z+ --+( ) =In2-(-D"I1,
1
On remarque que : f —_—

1 _ 1_
l+tdt_ [ ln(1+t)]0—ln(2)

On intégre I'égalité de la question précédent sur [0,1], ainsi

B |
f—dt:
0o 1+t

1
[[1—t+t2—....+(—1)"_1tn_1+(—1)n
0
> A Gauche : c’est égale a In(2)

th
1+1¢

dt

> A Droite : On distribue I'intégrale, ainsi c'est égale 1— -+ - — —

11 (-nn-t "
..... +—+ (D7
371 " -D" Ip
Conclusion : On a bien VrneN*, S, =In2—-(-1" I,
3. Conclusion (a justifier et compléter) : La suite (S;) converge vers

Comme nlirrgoln =0, on peut conclure que la suite (S;;) converge vers In(2)

. — 1 1 (-1)1492 e
On vient de justifier que : In(2)=1—-=-+-——+..... F oo, +jusqu'a l'infini.
2 3 4 1492
Solution de I'exercice 5 (Enoncé)
1. Montrer que : Vx>0, 1+x<e”.

La fonction exp est convexe sur R, ainsion a: VxeR, e¥= 1+x

| M|

2. En déduire un majorant pour la suite (A;), CaD déterminer K tel que VneN*, A, <K
> Pour tout k€{1,2,..., n}

Eq de la tgt en x=0
k nZ 2

l+—2 < en® On utilise Q1 avec x=k/n“>0.
n

> On "produise" de k=1 a k

k

n

n

Ainsi Ap =[]
k=1

142+-+n

e n

n(n+1)
g
n

<

n+1

2n

|
Attention ca dépend de n

exp

sexp(n;;ln]— 1



_ Lot
Solution de I'exercice 6 (Enoncé) On considére la suite (I;;) définie par : VneN, I =f o7

1. Calculer Iy et I».

1
OnaIO:[ dt—f tdt—f Monomedt
0o 1+10 0

1oy ¥l
I :f dl’:f —dt
27 )0 1422 b O

Calculer I avec le changement de variable u=1+1t

Loy
Onal= —dt
0o 1+¢

2y-1
=f “ du
1 u
2 21
:[ 1du+f —du
1 1 u

2
=1+ [1n|u|]1 =1+In()

2. Montrer que la suite (I;;) croissante, CaD Pour tout neN, déterminer le signe de I,4+1— I

1 1 ¢
Pour tout neN, on a I;;41 -1 —f f dt
n+l—in o t"+1 o 1+

fl t t
1+ T4+

fl t(1+t”] (l+tn+1)]dt

(T+ ) A+ ™)

(=}

(=)

jd M t"+1
b [1+t”+1)(1+t”)

f n 1-¢
= tt———
0 1+ )1 +1m
]
C'est =0 sur [0,1]
Conclusion : Pour tout n€N, I;4.1-1,=0

1

1 1 1 tn+1
3. Calculerf tdt. En déduire que : VneN, I = ——f —_—
0
2 1

2 Jo 1+1t"
1
Onaf tdr=|— )
0 2 0 2
1 1 t”+1 1 1 t”+1
Ainsi ona——f dt:f tdt—f dt
2 Jo 1+1t" 0 o 1+t
1 tn+1
:f r—
0 1+¢t"

e(1+ %) - t”“]
:f R ar
0

dt

1+
Ir¢
= ——|dt=1
fo 1+t7 "
1 tn+l
4. Montrer, a |'aide d'un encadrement, que : f ——dt——0.
o 1+t n—oo

n+1 tn+1

> Pour tout r€[0,1], 0< = g+l

<
1+t 1+0
> On intégre l'inégalité sur t=0a t=1

1 tn+1 1
Ainsi on a Os[ dts[ MHar
o 1+t 0
t”+2 1 1
< =
n+2 0 n+2

tn+l

: 1 - !
Conclusion : Comme 5 n—»O, le théoréme des 2 gendarmes assure que f
—00

o 1+t

t——0

n—oo



Que peut-on en déduire?

1 1 tn+l 1 tn+l
Comme In=——f dt etf ——dt——0,
2 o 1+ o 1+¢t" n—oo
- 1 1
ainsiona [, —— - —-0=—
n—oo 2 2

Conclusion : La suite (I;;) converge vers 1/
5. En peu plus précis.

L gntl In2 2 1
(a) Montrer que : Vnel\l,f :———f tin(1+¢") dt
o 1+t n  nlJo
n-1 1
On fait une IPP ' = o= —In(1+ ")
1+ n
v=12 v =21

A finir
(b) Montrer que : Vx=0,In(1+x) <x

Convexité
1

puis montrer, a I'aide d'un encadrement, que : f tIn(1+1") dtn—»O
—00

0
> On utilise I'inégalité précédente,

ainsi pour tout r€[0,1], 0<tIn(1+¢") < t.t"

> On intégre l'inégalité de r=0a t=1

1 1
Ainsi on Osf tln(l+t”)dts/ r.t"dt
0 0

tﬂ+2 1 1

0 n+2

<

n+2

1
Avec le théoréme des 2 gendarmes f tin(1+1¢") dt———0. Fini.
0 =

1
(c) En déduire la limite, quand n — oo, de : n([n—i)

1 1l In2 2 1
Onaln——zf — t=———[ tin(1+¢") dt
2 Jo 1+t n nJo

In2-2.0=1n(2)

. . - 1
On ré-organise, ainsi n|I; — -
2 n—oo

1
:ln2—2f fin(1+1") dr
0



Solution de I'exercice 7 (Enoncé)
1. Monotonie. Soit neN*
(a) Montrer que la fonction h est positive sur [1,nl.
Etude de fonction et tableau de signe.

k+1
n+1

n+1

k n
(b) En déduire que : Vke{l,..., n}, (;) <

Pour tout ke{l,..., n}.
Comme la fonction In est croissante, on a

k\" _(k+1)\"*1
—| <
(n) (n+1)

puis que la suite (Sy;) est monotone.

Pour tout neN, on a S;41 -8, =---20

n
— ln(k) sln(
n

< h(k) =0Fini

k+1
n+1

)n+1

Conclusion : la suite (S;;) est croissante

2. Majoration.
(a) Montrer que : Vx>0, In(x) <x-1

Convexité

k n
(b) En déduire que : Yke{0,1,...,n}, (;) <ekn

k n
Pour tout k€ {0,1,..,n}, on a : (—) = eMntn) ¢ pnkln=1)  pk=n
n

(c) En déduire que la suite (S;) est majorée par .

e—1
n k n n k
OnaS,l:Z(—) <=) "
k=1\" k=1
n
<e nzek
k=1
_ ohtl
l1-e
e(l-e™ e



Solution de I'exercice 8 (Enoncé) L'inégalité de Milne

1. Démontrer que |'addition paralléle est associative, CaD que : Va,b,c>0, (allb)|lc = all(bl|c).

ab c
bc
bllce_atb  __ @
On a (allb)|lc ab ab+bc+ca
+c
a+b
et
4 bc
bic abc
bllc) = =
all(bllc) be ab+bc+ca
b+c

Donc I'addition paralléle est bien associative.
2. (a) Pour tout a,b>0, déterminer le minimum de la fonction |x— ax?+b(1—-x)?|.
Comme ax®+b(1-x)% = (a+b) x> -2bx+b,

on sait que le minimum est atteint lorsque x =

2b L.
, ainsi il vaut
2(a+b)

2 b B2 2b? ab
-2 = - = =
(a+b)((a+b)) b((a+b))+b a+b a+b+b a+b allb

Conclusion : a||b= Minimum sur R de ax2+b(1—x)2:min(ax2+b(1—x)2)

(b) En déduire que : Va,a’,b,b’' >0, (allb)+ (a'||b") < (a+a)l|(b+ D)

Pour tout x, on a
(a+a) 2 +m+b)1-x2=[ax®*+b(1-x%+[d x*+b (1-x2

= min(ax2 +b(1- x)2) + min(a’x2 +b(1- x)z)

=(allb)+(a'||b")

Donc (allb) + (@'||b)) minore (a+a')x* + (b+b') (1—x)%, c'est donc plus petit que le minimum, ainsi

Conclusion : (allb)+(a'||b')smin((a+a')x2+(b+b’) (1—x)2):(a+a’)||(b+b’)
(c) En déduire I'inégalité de Milne.

On fait une récurrence.



