MPSI DS 3 Lundi 12 Octobre

Exercice 1. Les questions sont indépendantes

1. Soit a € R. Factoriser a® —2°

n
2. Soit neN*. calculer Z(S(k— 1) —2_2’“)
1

n
3. Soit neN*. calculer H(?)eZk)
2

Fonction et Suite

Exercice 2. [Correction] Soit a€R. On considére la suite définie par : ug=a et VneN, ups; = e2ln _ glin

2x

1. On considére la fonction h:x— e~ —e* —x

(a) Justifier que la fonction h est dérivable sur R
et déterminer une fonction g telle que : VxeR, W (x)=(e* - Dgkx)

(b) Déterminer les variations et le signe de fonction h.

2. Etudier la monotonie de la suite (¢y) nen,
CaD pour tout neN, déterminer le signe de uy,+1 — uy
3. Dans cette question, on suppose que a <0
(a) Montrer que : VneN, u, <0

(b) En déduire que la suite (1) en COnverge.

4. Dans cette question, on suppose que a > 0.
(a) Montrer que : VReN, ups1 —up = hia).

(Indication : Ne pas faire de récurrence)
(b) Montrer que : VneN, u, = a+ n.h(a).

(c) En déduire la limite de la suite (uy)pen.



Autour des Sommes

1 |[n
Exercice 3. [Correction] Soit n,keN avec k€ {1,..,n}. On considére uy = _k(k)
n

Uk+1 e e Uk+1
puis justifier que : —— <

. 1

1. Simplifier —.

Uj Uj 2
k-1

1
2. En déduire que : Vke{l,2,...,n}, ur< (5)

1 n
3. Application : Montrer, en utilisant la formule du bindéme et Q2, que : VneN, (1+ —) <3
n

n n
Exercice 4. [Correction] Pour tout neN*, on considére S, = Z (—l)k_l%
k=1

el (") -()
1. Montrer que, pour tout n€N*, S;,.1 -5, = Z (—l)kflT
k=1
2. Montrer que : Vn,keN, avec 1sk<sn+1

1|(n+1 n|| 1 [n+1
kil k k]| n+1\ k
e . * 1
3. En déduire que : VneN", S, —-Sp=——
n+1
LA
4. Montrer que : S, = Z —
sk
Exercice 5. [Correction]
nn
1. Montrer que pour tout neN*, —=n
n! o
En déduire la limite de la suite (—')
n!
2. Montrer qu'il existe deux réels a,beR tel tout entier k>2, —— =9, P
. Montrer qu'il existe deux réels a, els que pour tout entier k=2, =—4+—
d auep k-1 &k k-1
7 1
En déduire la valeur, pour n=2 de
P kgzk(k—l)
3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
(a) Justifi tout k€ {2,3 } "< s
a) Justifier que pour tou ,3, .., 1}, < —.
auep k|~ kk-1

b) En dédui SN HE !
(b) En euweque.kg2 kFS1_;

1 n
(c) Montrer que : (1+ —) <3
n

. n
On convient que ( ) 0
n+1



Autour des intégrales ——F—

Exercice 6. [Correction] Soient le produit (py) et la suite (S,) définis pour tout neN* par

pn=[]Vk et S,=) ==
k=1 ik

A 1 P o . N Inx | *Int
1. A I'aide d'une intégration par partie, déterminer une primitive de —, CaD calculer/ Tdt
X

. Inx
2. Etudier les variations sur [3,+oo[ de la fonction f:x— —
X
In(k k+1 In(t
En déduire que V k>3, -0 ;[ n® 4
k k t
3. En déduire une minoration de S, puis que Sj, +00

n—oo

~

. Exprimer du produit p, en fonction de S, en déduire nlirP Pn
—+00

Exercice 7. [Correction] Pour tout couple d’entiers (p,q) € N?, on note :

1
I(p,q) :f tP(1-n9de
0

On admet que pour tout p,g €N, le nombre I(p, q) se calcule
1. Calculer 1(0,0), 1(1,0) et I(1,1). Pour peN, calculer I(p,0)

2. Montrer, a I'aide d'un changement de variable £t =1-s, la relation de symétrie : I(p,q) = I(q, p).
qg+1

3. Montrer que pour tout p,ge N, on a I(p,q+1) = Tl(lﬂ— 1,q).
p

4. En déduire la valeur de I(p,1), pour p €N, puis celle de I(p,2).

p! gq!

5. Montrer que pour tout p,geN, I(p,q) = m

6. En déduire la valeur de I'intégrale J(p, q) =fz(sin0)2”+1(cos9)z’7+1d6.
0

Indication : utiliser le changement de variable t = sin®(0)



Plus difficile

Exercice 8. [Correction] Moyenne logarithmique.

1. Montrer que : V>0, f<sinh(¢) < t.cosh(¢)
x—-1 x+1
s_
In(x) 2
b—a a+b

<
In(b) —1In(a) 2

2. En déduire que : Pour tout x>0 avec x#1, Vx <

3. En déduire que : Pour tout a,b avec 0<a<b, Vab<

Exercice 9. [Correction] Formule d'inversion de Pascal
On considére deux suites de nombres réels (f;,) et (gn) liées par la relation suivante

" n
YneN, fo=) . |8%
k=0

1. Soit p,k,n des entiers avec 0<sk<p<n.
n
n

simass -1 1] (Z)E o) n

2. Démontrer la formule d’inversion de Pascal, CaD VreN, g, = Z (—1)””(n)fp
p=0 p

onsmatn £ (8 )53 )

p=0\k=0



2x_ex_x

Solution de I'exercice 2 (Enoncé) 1. On considére la fonction h:x— e
(a) Justifier que la fonction h est dérivable sur R
La fonction h est fabriquée avec les fonctions usuelles et les opérations classiques
donc elle est dérivable sur R
et déterminer une fonction g telle que : YxeR, h'(x) = (e* - 1)g(x)
d
VxeR, h(x)= — [ezx—ex—x]
dx

=20 —e* -1
=(e¥-1)[2¢* +1]
(b) Déterminer le signe de fonction h.

Pour tout xeR, 2e*+1=1, on a donc le tableau

x —oo 0 +00
sgn (e*-1) - 0 +
sgn (%) - 0 +
0

Conclusion : YVxeR, h(x) =0, CaD la fonction h est positive

2. Etudier la monotonie de la suite (i) ,eny, CAD pour tout 1€ N, déterminer le signe de w41 — un
Pour tout neN, tps] —Up = 2% —e"n — yp, = h(uy) = K@) =0
Conclusion : La suite (uy)en €st croissante.
3. Dans cette question, on suppose que a <0
(a) Montrer que : VreN, u, <0
On fait par récurrence Heps :up =0
Initialisation n=0

Comme ug=a<0 donc H<0> est vraie

Hérédité. On suppose Hep>
On va montrer Hepv1>, CaD up41 <0
On a Uy = e24n — glin
= el [efn 1]
On sait que %" >0 et que e"? —1<0 car d’aprés H<p>, on sait que u; <0

Conclusion : upy+1 <0  FINI

(b) En déduire que la suite (uy)en converge.

La suite (un)pen est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers ¢ <0

4. Dans cette question, on suppose que a > 0.
(a) Montrer que : VneN, upt) —uy = ha).
Pour neN, on a Uy4] —un = [ezu" —e””] —Uup
= h(up)
La suite (un)nen €St croissante donc uy, = up = a =0 et la fonction h est croissante sur R4
Conclusion : up+1 — up = h(uy) = h(a)
(b) Montrer que : VneN, uy = a+ n.h(a).

Par récurrence ou A la mode gép

(c) En déduire la limite de la suite (1) nen-



Comme a >0, on sait que h(a) >0 donc a+ n.h(a) +00

n—oo
Conclusion : la suite (up),en diverge vers +oo

< .u e u 1
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) 1. Simplifier —*L puis justifier que : —*1 < >
Uk U
Ona:
n!
1 ( n ) K
Uyl b1 U+l 0" (k+D)!n-k-1! 1n-k
! - ] -
Uj F(@ nk+1 n nk+1
k!'(n—-k)!
On a

1 upyp 1 1n-k nk+)-2(n-k) nk-1)+2k
G—p:—— = - — — = = =
2 U 2 nk+l nk+1) nk+1)

k-1
1
2. En déduire que : Vke{1,2,..,n}, ug < (5) .

A la mode geo ou récurrence

car k=1



Solution de I'exercice 4 (Enoncé)

A cause de la convention, (
n

n
+1

n+1
1. Montrer que, pour tout ne€N*, S;,41 Sy = Z (—l)k_1
k=1

(nzl) - (Z) . n
T On convient que (n+ 1) =0

n m n+l n
ainsi S, = Y (—1)’“‘1@ =y (—1)’“‘1@
k=1 ke k

n+1l

On a donc S;;+1—-S,, = Z (k-1

k=1

(nzl

k

_ k-1
Y CDE

L (%)

k=1

On regroupe les sommes

n+l
=Y (~pkt
k=1

2. Montrer que :

Pour ke {1,2,...,(n+1)}, on a

1

3. En déduire que : VneN*, S,1—-Sp=

n+1l
On a donc S;;+1-S,, = Z (k-1 (

1
n+1

+
k=1
n+1

=Y pkt
k=1

1
Vn,keN, avec1<sk<n+1 E

1

n+1

[nzl

n

n+1
k

)- ()

1] (n+1)! (n)!
Tk k!(n+1—k)!_k!(n—k)!]

_l (n)! (n+1) _1]
kkiin=-Kk)!|(n+1-k)

1 (n) k

Tk K-k (n+l—k)]

B (! 1 (n+! 1 (n+1
_k!(n+1—k)!_n+1k!(n+1—k)!_n+1( k )

-

n+1
k

On va calculer cette somme avec la formule du binéme

-1
n+1

_ -1
T n+l

-1
+1

n

p—

n+1
-1
n+1

n
1
4. Montrer que : Sy = Z —
=k

1
On a "a la mode Géo" S;; = —+S,-1
n

n+l n+1 k
Y p |CD
k=1
n+1 n+1 k
Z O avec O0=-1
=1\ k
’ilmk(n+l) 1
—_
k=0 k=0
[(1+D)”+1—1]
1
1_1n+1_1 —_
[( ) ] n+1
L +S
n |n-1 "2
1 1 1
+o 4| =+ 81
n n-1 2
1 1 1
+ee+—+1 Car S§1=1
n n-1 2



Conclusion :

1
Sp=1+—-+---+
" 2

n—-1



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

n
1. Montrer que pour tout ne N, —=n
n!

Pour tout eN*, ona — = ——————
n nn-1)(n-2)..2.1
nn n nn

nn-1n-2" 2 1
=1.1...1.n=n

n
n
En déduire la limite de la suite (—')
n!

n n
n n"
+ooet —=>n, la suite diverge vers co
n! n!

Comme n
n—oo

a
2. Montrer qu'il existe deux réels a, b€ R tels que pour tout entier k=2, D% +
b a(k-1)+bk

b
k

Pour tout k=2, ona%+k 1= rk-D
_k(a+b)—a
- klk-1)
{ a+b=0
On choisit <~ a=-letb=1
-a =1
1 1 1
Conclusion : Vk=2, =D = 1 %
n
En déduire la valeur, pour n=2 de kgzm
2 tel > L
=2, , : -—
pour n avec un télescopage, on a z, k 1) .
3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
k
n n
tifi tout k€ {2,3,...,n}, < .
(a) Justifier que pour tout k€ { n} (k) =D
Pour tout eN*, on a || = n
' k| k(n-kK)!
_ nn-1)..2.1
T k(k-1..21.(n-k(n-k-1)..21
_nn-D..n-k+)(n-kn-k-1)..21
k(k-1)..21.(n-k)(n—-k-1)..2.1
_nn-1..(n—k+1)
T k(k-1)..21
Pour majorer 4/p
_ nn.n nk
T k(k-D1.1.1  k(k-1)
" (n| 1 1
b) En dédui : —<1-—
(b) En déduire que kgz(k)nk p
nn)1 7 nk 1
On a — < —
kgz(k) nk kgz k(k=1) nk
n
1
<5
= k(k—1)
1
<1-——
n
n
(c) Montrer que : 1+; <3

1\" () 1 n| 1 n| 1 () 1
ons 15" = & (1= o)+ [+ £ i)
| I SE—



. . - . A s o o . - Inx
Solution de I'exercice 6 (Enoncé) 1. A I'aide d'une intégration par partie, déterminer une primitive de —, CaD calculer
X

X
fln_td
X X
Ona:f ln—dt—[ln(t).ln(t)]x—f ln—td
Ainsizf let:Inz(x)

XInt In?
Conclusion : antz nz(x)

Inx
2. Etudier les variations sur [3, +oo[ de la fonction fix— —
X

> La fonction f est dérivable sur [3, +ool.

1

= x-Inx).1 1-1

> vxz3, fly=2— = rzlm
X X

> D’ou le b6 tableau
Conclusion : La fonction f est dé-croissante sur [3,+oo[

k+1
En déduire que Vk =3, _lnl(ck) /[k In(?) dt

t
> Pour te[k,k+1] avec k=3

on at=k=3 et f dé-croissante sur [3,+oo[ donc % =f)sfll)= Inte)

> On intégre l'inégalité de t=k a t=k+1
k+1n(¢ In(k
Ainsif Edtsﬁ

t k
3. En déduire une minoration de S;

On somme I'inégalité précédente de k=3 a k=n,
no rk+l n
Ainsi Z _ln(t) dt < _ln(lc)
—3Jk t = k
k+1 ln(t)
On a donc S, = o+ 111(2)/2 + Z f
k=1

Puis que S; .

n k+1 n+1
ona 3 [0 g ' [ [T
k=3 n

_fnﬂ n® . _ In(n+1) In*@3)
B t 2 2

+00
(o]

In@2) In®(n+1) In2@3
Conclusion : Sy < L+ ( ) _In"G) et My, +00
2 2 2 n—oo

=M,
Ainsi (théoréme de comparaison) la suite (S;) diverge vers +co.

4. Exprimer du produit p; en fonction de Sy, en déduire nhT pn
—+00

n ln(k)
Onapn—H\/_ Hk”k—ne
k=1
L Intk) " In(k
Donc pp=[]e * = Z n( ) =¢Sn +00
=1 = n—00

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) [Une intégrale paramétrée par deux entiers]
1. Calculer I(0,0), I(1,0) et I(1,1). Pour peN, calculer I(p,0)
1
On a I(0,0)=f 1.1dt=1
0

1

2
I(l,O):f tldt—[t } :l
0 2 2

0

1 1 1 5 1 1 1
I(l,l)=f l’.(l—l’)dt=f tdt—f t“dt=—-——-—=-
0 0 0 2 3 6



Pour peN, calculer I(p,0)
Pour peN, on a

Lﬂ’"’l ! — ;

p+1

p+1

1
I(p,0) =f tPdr=
0 0

2. Montrer, a I'aide d'un changement de variable t =1-3s, la relation de symétrie : I(p,q) = I(q, p)

1 0 1
Onaf tp(l—t)thzf (l—s)psq(—ds)zf s91-95)Pds
0 1 0
Conclusion : I(p,q) = 1(q,p).

+1
3. Montrer que pour tout p,ge N, on a I(p,q+1) = %I(p+l,q).

Soit p,qeN.
1
Onal(p,g+1) = f tP(1- 9% dt. On fait une IPP
0
u)=1-07  ~ W@=-(g+na-n1
V() =tP v v(0) = pyp P!

1 1
+1
—%](; —[p+1(1—t)qdl’
0

1 1
— P _ g+l — p+ly _ nq+l
I(p,g+1) fo tPA-09" dr [th 1-0

+1 1
+q—f PHa-p9dr
+1Jo

L1,
p+1 prLq

4. En déduire la valeur de I(p,1), pour peN.
Pour peN, la formule précédente avec g =0 donne :

1
Ip)=——1 1,0
(p1) ol (p+1,0)

Or, d'apres | ti 1, I(p+1,00=——.
r, d'apres la question Q1, I(p ) b2

1
Conclusion : Pour tout peN, I(p,1) = —————
p P D2

Puis celle de I(p,2).
Pour peN, la formule précédente avec g =1 donne :
2

I(l?,Z)Z—lH_1 I(p+1,1)

1

OI etde Olque-lp 111— .
Y Y ( ) (p+2)(P+3)

Conclusion : Pour tout peN, I(p,2) =
(p+D(p+2)(p+3)

1 g
5. Montrer que pour tout p,geN, I(p,q) = #ﬁ-l)'

On fait par récurrence.
plq!
Hegs: |VpeN, I(p,q) = ————
<a>:|TPE P a) (p+q+1)!

Initialisation avec n=0
p! 1

1
0} it VpeN, I(p,0)=—— et =
n sait que Vp (p,0) Pl e P+l p

Donc H.gs est vraie

Hérédité : On suppose H<g>.
On va montrer Heg1>
g+ 1!
CaD VpeN, I(p,q+1) = 2L+ DL
(p+qg+2)!



OnaI(p,q+1)=Z—IiI(p+l,q)
!g! !q!
On applique Heg>, CaD I(p+1,q) = (p+Dlq = (p+ )q'
Up+n+q+1y (p+q+2)

_(g+1) (p+D!q!
T (p+D) (p+g+2)!
_ plg+D!
Donc Hcg41> est vrai

6. En déduire la valeur de I'intégrale J(p,q) :fé(sin9)2p+1(0050)2"+1d9.
0

Soit p,q €N. Montrons que J(p,q) = I(p,q). On commence par écrire :
VO e [0,%] , (sin@)z’ﬂl(cose)zq+1 = (sin2 )L (sinH)(cos2 0)9 (cos®))
= (sin0)” (1 - sin® )9 sin6 cosO

On effectue alors le changement de variable [t =sin?(); dt = 2sin(0) cos(0) df] dans Jp,q) :

x 1 rl 1
I(p,q) = fZ(SinZH)p(l—sinzﬁ)q sinfcosfdf = Ef P1-n9dr = El(p'q)
A 0
. . = 1 p!q!
Finalement : | J(p,q) = 2(prgt)

Solution de I'exercice 8 (Enoncé) 1. Montrer que : Y t>0, t<sinh(f) < t.cosh()

> La fonction sinh est convexe sur Ry
donc Vx>0, sinh(z) = |£|
Eq de la tgt en =0

> On étudie la fonction h: t— t.cosh(t) —sin(z)

x-1 x+1
2. En déduire que : Pour tout x>0 avec x#1, ﬁsl ( )sT
n(x

Pour x> 1. J'applique I'inégalité précédente avec t=In(v/x) >0, ainsi

In(v/x) < sinh(In(v/x)) < In(v/x).cosh(In(v/x))

On ré-organise

Vi- L Vx+-L
- In(x) < Vx < ln(x). Vx

2 2 2 2
— In(x) < x-1 <In(x) X1
s—==< NG

Comme x>1, on aln(x) >0

x-1 x+1
—= Vx< < —

S

In(x) 2

Pour x€]0,1[. J'applique I'inégalité précédente avec t = —In(v/x) >0, ainsi ....

b— +b
3. En déduire que : Pour tout a,b avec 0<a<b, Vab< a 4
In(b) —In(a) 2
Pour tout a,b avec 0 < a< b. On divise par a >0, ainsi

b-a a+b b
vVab< < — 1/—<
PSS -—m@ -2 a k"2

J'applique I'inégalité précédente avec x=— > 1, ainsi ...
a



Solution de I'exercice 9 (Enoncé)

1. Exprimer fy, fi1 et f> en fonction de gp, g1 et g2.

Facile
2. Calculer le nombre f;
(a) VkeN, gp=1

n
Pour tout neN, on a f;; = Z (n 1
k=0 k
(b) VkeN, g =(-DF
(n

Pour tout neN, on a f= )

i=o\k

|

ol a est un nombre fixé.

|

VkeN, gp=e*

(c)
n

Pour tout n€N, on a fp= )

k=0

n

ke

3. Soit p,k,n des entiers avec 0 < k < p < n. Démontrer que : (n)(
p

n\(p| _ n! p!
Ona (p)(k) T pl(n-p) k! (p- k)
B n! (n—k)!
T K-k (n-p)l(p-k)!

n—k
n-p

n—k
n-p

n
k

(0] ()

4. Démontrer la formule d'inversion de Pascal, Ca

()

Pour tout ne,N, on a Z( 1P
p=0

Ip

(_

dans les situations suivantes :

DE=a+1)"=0"=0

n

ak:Z

k=0

(Z)(e“)“ (1+e")"

-t

n—k
n-p

n
k

p
k

|

(n—k)!
(n—p)l(p-k)!

DVneN, gn—Z( n"tp
n

po (P)f b
(P)gk

s
)(z)gk

—Z( 1P

p_

p=0k=0

p

N

k=0
(—1)""’(
p

=% 3 o

Opk

Eloli] £ *’(" )

On ré-indexe la somme d’incice p avec u=p—-k

n n n—k o (n—k
=2 |8k | X 0" ( ))
k=0 k) i=o u
n n _ n-k n—k
=) |&k| | Z(—n“( ))
k=0 u=0 u
_ i n (_l)n—k 1-1 n—-k
= 8k| 4 ( )
k=0
Or 1-1)"¥%=0""% =0 SAUF quand n—k=011!

Donc il ne reste que la plateau k=n

gn(Z)(—l)n"OO =g, OUF

|
k=n



