TD5 Sommes. Vendredi 02 Octobre 2026.

L’académie

Exercice 1. [Correction] Calculer les sommes/produit suivants

n 3n 2n
1. Calculer : Y i(i+2), Y (3k-1), Bonus ) max(k,n)
i=0 k=n k=1
o (n2k k ST
2. Soit xeC*. Calculer les sommes suivantes Y (22 +n gn-3 ), Y (-Dfx
k=0 k=1

n

n
3. Bonus Calculer les produits suivants [] [Zk.zk), IT (-2)k
k=1 k=1

n
Exercice 2. [Correction] Simplifier (n+1)!— n!. En déduire la valeur de ) k- k!
k=1

—— Sommes classiques.

-1 n+1x2n+2
R S O L )

1
Exercice 3. [Correction] Montrer que : Vx€R, !

+x2 1+x2
Exercice 4. [Correction] Déterminer a,b,c€R tel que VkeN* ! 24 b T
. i i , b, u , ==
d k(k+1)(k+2) k k+1 k+2
n

1
En déduire, a I'aide d’un télescopage, la valeur de 1;::1 TSR

—— Exercices classiques

no(3kig . ide - 1

Exercice 5. Pour neN", on considére S, = ) ln( " ) Exercice 6. Pour neN", on considére Hy = ) %
k=0 k=1

1. Mont :Vx=20, In(l+x) < 1

on Irer.que x n{l+1) < x 1. Montrer que : VneN*, In(n+1)-lnn< —.

2. En déduire que : YneN, S,<3/y n
3. La suite (S,) converge-t-elle ? 2. En déduire que : VneN”, In(n+1)<Hy

Exercice 7. [Correction] On admet dans cette exercice que les sommes infinies se manipulent comme des sommes finies.

00 JTZ [eS) 1 [eS) 1
Sachant que — = —, calculer A= — puis B= —
L e A
k pair kimpair
Bonus

Exercice 8. [Correction] Rappel : On sait que 2017 =7.10° +1.10! +0.10% +2.10°
Calculer 11---1  puis 1+11+111+1111+.....+11---1
——— —

n fois n fois

n
Exercice 9. [Correction] Soit x & C—{1}. L'objectif est de calculer )_ kx*
k=1
1. Méthode 1.

n n+2 n+1
, nx —(n+1)x +Xx
Montrer, par récurrence, que Y. kx* = 5
k=1 1-x)

2. Méthode 2. Astuce. En utilisant la ré-indexation k=p+1.

3. Méthode 3. La bonne méthode est de remarquer que : [xk]’ =kx*1 ainsi kx¥ =x[xk]'.



Correction.
Solution de I'exercice 1 (Enoncé) On a
1. Ona
3n 3n 3n
> Y Bk-1D=3) k-) 1=3
k=n k=n k=n

3n(3n+1) _ (n—1n
2 2

-1@8n-n+1)

n n n n
> Y ii+2) =) (*+20)=) i*+2) i
i=0 i=0 i=0 i=0

2n n 2n n 2n
> Z max(k, n) = Z max(k, n) + Z max(k, n) = Z n+ Z k

k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
2. Ona
L2k 3k _ 20k 3k
Y @Frn3nT = Y 2 (293" (37Y)
k=0 k=0
< k
=2n3n Z (223—3)
k=0
=)0 avecO=—
k=0 3
22 n+1
T o1-0 22
i
Y 0k xk =Y -0k
k=0 k=0
n
= Dk avec O=-x
k=1
n
=L,
k=1 k=0
C1-omt 1"
T 1-0 1+x
3. Ona

n
[1 (2k2%) = 212! 2222 2.3.2% . 2.n2"
k=1 k=1 k=2 k=3 k=n

= (22..2) (1.2.3...1) (21.22.23....2”)

— ol p1ol+2+3+....+n

— zn nl2n(n+1)/2

n

[T12%= nl2! (-122% (-1)32° ... (-n"2"
L JL JL ] L ]

k=1 =1 k=2 k=3 k=n

— (_1)n(n+1)/2 (Z)n(n+l)/2

n
Solution de I'exercice 2 (Enoncé)  Simplifier (n+1)!—nl. En déduire la valeur de ) k- k!

k=1
Pour tout/chaque neN*, on a (n+1)!-n!=n.n!

Ainsi on a

n

n
Y kekl=) (k+D!-k!
k=1 =

=21-1U+31-21+ 41 -3l +---+ (n+ 1! -n!
k=1 k=2 k=3 k=n

Télescopage
=(n+1!-1



’ 1 (_1)n+1x2n+2
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) Montrer que : VxeR, —— =1 — et () P —_—

1+x 1+x
pour tout/chaque x€R, on a

(_ l)l’H-l x2n+2

n -1 n+l.2n+2
1-x2+xt = (=) X > =Z(—1)"x2k+()—x
1+x k=0 1+ x2
n -1 n+1_.2n+2
=ZIZ|IC+()—X2 avec O=—-x?
=0 1+x
1- Dn+1 (_1)n+1x2n+2
+
1-0 1+ x2
1-— (_xZ)n+l (_1)n+1x2n+2
- 1+ x2 1+ x2
1- (_1)n+1x2n+2 + (_1)n+1x2n+2
- 1+x2
1
T 1+x2
Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
Déterminer a,b,c€R tel que ¥V keN* L =4, b +-<
o d "Rk Dk+2) ko k+1 o k+2
On a
u+ b + c alk+1)(k+2)+bk(k+2)+clk(k+1))
k k+1 k+2 k(k+1)(k+2)
_alk? +3k+2] + b[k? + 2k] + c[k? + k]
B k(k+1)(k+2)
_ K*la+Db+cl+k[3a+2b+cl+[2al
- k(k+1)(k+2)

Pour avoir I'égalité espérée, je choisis

a+ b+c=0
3a+2b+c=0 << a:llg, b=-1, c:llg

2a =1
L. 1 1/, -1 1/,
A VkeN*, — — -2, 71
inston a N kD k kel k+2
n 1

En déduire, a l'aide d’un télescopage, la valeur de kglm

On a
1 o/, -1 1/,

n
k; Kk D(k+2) =k k+l k+2

1/, —1+1/2 Uy, =1 1/ 1y =1 1/,

1 2 3 2 3 4 3 4 5
]l L ]l L

]
k=1 k=2 k=3
Télescopage
1/, -1 1/, 1/, -1 1/,
= —+— + — + + +—
1 2 2 n+1 n+l n+2
[ | _ 5

—_
reste du plateau k=1 reste du plateau k=2 reste du plateau k=n-1 reste du plateau k=n

Solution de I'exercice 7 (Enoncé) On a

1
). —5 = On ré-indexe avec k=2p
k=1 k
k pair
—f 1 —f 1 _1% 1 1722 n?
p12p? poi4ap? 4T p? 460 24
o0 o0 o0
De plus Z s = Z et Z -+, ainsi
tous pair impair
°z°: 1 io: 1 f 1 7% n® Al
impair k2 tous k2 k? 6 24 8

pair



Solution de I'exercice 8 (Enoncé)

Ainsi

VneN,

Solution de I'exercice 9 (Enoncé)

1. facile

2. Méthode 2. On a

3. Méthode 3. On a

OnavneN, 111 =1+10+10%+---+10"" 1=
—— 1-10
n fois
no10k -1
T+11+..411--1= )"
—~— =1 9
n fois -
1 n n
==Y 1kF-Y1
9 i3 =1
1 f10mt - 10" —9n—1
9 9 - 92
On a
n
Bn:kak
k=1

On ré-indexe avec p=k+1
n-1
=Y (k+1)xFH!
0
1

S T
Il

=Y (k+Dxkx
p=0
n-1 n-1
=x). kxk+x Y xk
p=0 p=0
=xSp-1+xx(Somme Géo)

=x(Sp—nx")+xx (Somme Géo)

On en déduit la valeur de Sy,

n n
Y kxk =Y xpky
k=1 k=1
n
xy x[xky
k=1

k=1
!
n
=x| 2 x’cu]
k=0 k=0

1—10”_ 10" -1

9



