TD 6 Primitive(s)-Suites classiques Vendredi 07 Octobre 2026.

Exercice 1. [Correction] Calculer une primitive pour les fonctions suivantes
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Exercice 2. [Correction] Calculer une primitive pour les fonctions suivantes
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Exercice 3. [Correction] Soit f:x»—»[
1
N 1
A I'aide d'un changement de variable, montrer que : Vx€ &, f(—) = f(x).
x
Exercice 4. [Correction]

On considére la suite (1) définie par

up=2, uy=6et VneN, upy2 =6upy1 —4up
1. Démontrer que le nombre uy est un entier pair.
2. Calculer le nombre uj, en fonction de n.
3. En utilisant G-p , montrer que : 0<3—v5<1.
n
On a donc (3—\/5)

0

n—oo

n
4. Déduire de ce qui précéde que : la suite (sin[(3+\/§J n]] converge vers 0.

n
Indication Méthodologie : C'est un cheminement "naturel”, Il faut faire le lien entre (3 + \/5) 7 et ce qui précéde
n
> Avec Q2, on a (3+\/§) =---. On remplace.

> Avec Q1 , on peut gérer sachant que la fonction Sinus est 2m-périodique.

> Enfin avec Q3, on finit

T n 7
Exercice 5. [Correction] Soit x€ ]—5,5[ On considére Py = H cos(z—k).
k=2
Montrer, par récurrence en utilisant la formule trigo ..., que :

1

Vnz2, Pn:m

Exercice 6. [Correction] Montrer, en utilisant une formule trigo, que :

VO EeR, cos((n + 2)0) =2cos(0) cos ((n + 1)9) —cos(nf)

Exercice 7. Mon possible métier : Banquier
Vous empruntez un capital Cy =100000 euros a un taux mensuel de i sur N =144 de mois.
On note Cy, le capital restant a rembourser au mois n. On admet que : le capital suit la relation
Cn+1=Cp+iCyp—M
ol M désigne votre mensualité ( fixe).
1. Calculer C; en fonction de n.
2. Déterminer M afin que Cy44 =0, CaD vous avez fini de rembourser, vous ne devez plus rien a la banque

Application : vous pouvez maintenant expliquer a vos parents et leur banquier comment est calculé la mensualité M
d’un prét a taux fixe.

3. Bonus : Dans la pratique, le banquier vous donne le taux I le TEG, i.e le Taux Effectif Global annuel.
(a) Montrer que 1+I=(1+ 12

b) Montrer que Vx>0, (1+x)1/12>1+i
( q .

1
En déduire que i < —.
12

(c) Que peut-on déduire de ce calcul ?
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Solution de I'exercice 1 (Enoncé)
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Solution de I'exercice 2 (Enoncé)

sin(x) O
tan(f) = —— = —
cos(x) O
—In|cos(x)|
2
te 3 ='eM
1 _3p

12 t o

_— e
1+3 1+ 0O

D/
+ —
O

1 1
“In[1+ 8]+ =In[1+ 3|
3 2

IR Y P
tin(y) ~ In(y) O

In|In(x)|




_ 1
Solution de I'exercice 3 (Enoncé) On fait le changement de variable u = r

Solution de I'exercice 4 (Enoncé)
1. Démontrer que le nombre u; est un entier pair.
On fait par récurrence (2 étages), H<p>: le nombre uy est un entier pair.

> Initialisation avec n=0et n=1
Comme ug =2 et u; =6 donc Heg> et Heps sont vraies

> Hérédité. On suppose Hep> et Hept1>
On a up42 =6uUpe —4up
On applique H<p> et Hepyl>
CaD up =2p et up =2p
=62p'-42p

=2|6p'-4p
_
€z
Conclusion : Hcjp42 est vraie
2. Calculer le nombre u;, en fonction de n.
C’est une suite récurrente d'ordre 2 classique
n n
Finalement on trouve que : VneN, u, = (3+ \/g) + (3— \/3)

3. En utilisant G-p , montrer que : 0<3-v5<1. On a
2
3)?2-(v5)”  9-5

Ona: 3-V5= = >0
" 3+v5 3+5
ET
5-4
1-{3-v5]=v5-2= >0
( ) V5 +2

Conclusion : On a bien : 0<3-v5<1.
4. Déduire de ce qui précede que : la suite (sin[(3+ \/ann]] converge vers 0.
On a le cheminement naturel
sin [(3+ \/g)nn] =sin [(un - (3— \/g]n)n]
:sin[unn—[?,—\/g)nn]
Or uy est un nombre pair

donc on peut écrire u, =2k
n
=sin 2k - (3= V5) 7]
Or la fonction Sinus est 27 — périodique
Donc

:sin[—(3—\/§)nn] ——0 car (S—ﬁ)nmo

n—oo



Solution de I'exercice 5 (Enoncé)

p - . 1
Montrer, par récurrence en utilisant la formule trigo, que : Vn=2, P, = —
27=1sin ()
1

27=1sin ()

On fait par récurrence Heps : Py =

> Initialisation n=2
2
7 7 7
OnaPy= ,CUZCOS(Z_’C) = cos(z—z) = cos(z) =1

1 .
et ——)=---=1 Donc H.ys est vraie

22-1 sin(zlzj

> Hérédité. On suppose Hep>

‘ On va montrer Hep1>
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OnaPp=1]] cos(
k=2
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N =

n
=11 cos(
k=2

% =

On applique Hep>

T
" 2 Tsin(Z) 'COS(2n+1)

T T T b4 b4
On sait (duplication) que : sin(—):sin ———+——|=--=2.8in| ——=|.cos| —
on on+l = on+l on+l on+l
1 b4
.cos( n+1)
2”_1.2.sin(2,ﬂ1).cos(2,ﬂl) 2
_ 1
2”sin(2$1)

Donc H<j41> est vraie

Solution de I'exercice 6 (Enoncé)
Montrer, en utilisant une formule trigo, que : VO eR, cos((n+2)0) :Zcos(G)cos((n+1)9)—cos(nH)

Pour tout neN et 8RR, on a
2cos(8) cos((n+ 1)0) —cos(n@) = On utilise la formule C,Cy,
1
CaCp = 2 [cos(a+ b) + cos(a— b)]

= 2% cos(@+ (n+1)0)+cos(@ — (n+1)0)| —cos(nb)

= cos((n+2)60) + cos(—nb) — cos (nH)
Or la fonction Cosinus est paire
=cos((n+2)0) YES



