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Programme de colles de mathématiques, semaine 24 (du lundi 7 au vendredi 11 avril)

lycée Chaptal

Espaces vectoriels de dimension finie

I Revisions : espaces vectoriels
II Bases

Rappels sur les familles libres, liées, génératrices. Exemples dans R™ et dans les poly-
noémes. Définition d’une base ; décomposition d’un vecteur dans une base. Une application
linéaire est entierement définie par son action sur une base de E'; construction d’appli-
cations linéaires & partir d’'une base de E. Application : propriétés de f en fonction de
celles de 'image d’une base de E.

IIT Dimension d’un espace vectoriel

Définition d’un e.v. de dimension finie; existence de bases; théoréeme de la base incom-
plete. Lien cardinal d’une famille de vecteurs / famille libre, liée, génératrice. Dimension
d’un K-e.v. de dimension finie. C.N.S pour qu’une famille libre (resp. génératrice) soit
une base. Deux e.v. sur K de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils sont
de méme dimension. Dimension d’un espace produit.

Exemples : suites lindaires récurrentes d’ordre 2, équations différentielles linéaires (&
revoir).

IV  Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

Dimension d’un sous-espace, droites, hyperplans. Tout s.e.v. admet un supplémentaire.
Dimension d’une somme directe. Formule de Grassmann : dimg(U + V) = dimg(U) +
dimg (V') — dimg (U N V). Caractérisation du supplémentaire par les dimensions.
Dimension d’une somme directe de plusieurs s.e.v. Concaténation de bases. C.N.S. sur
les dimensions pour qu’une somme soit directe.

Rang d’une famille finie de vecteurs.

V  Applications linéaires sur une espace vectoriel de dimension finie

Rang d’une application linéaire ; Formule du rang. Exemples d’utilisation. Application au
cas d’un endomorphisme : équivalence injection/surjection/bijection. Invariance du rang
par composition par un isomorphisme, & droite ou a gauche.

Ensemble d’applications linéaires : dimension de L(E, F). Equations linéaires. Formes
linéaires, équation du noyau, formes linéaires de méme noyau.

Questions de cours

Par défaut, FE et F' sont des K-e.v. de dimension finie n et p,
B=(el,...,e,) une base de E et f € L(E, F).

Q1. Montrer que f est une surjection de E sur F si et seulement si f(B) engendre F.
Q2. Montrer que f est une injection de E dans F' si et seulement si f(B) est libre.
Q3. [facultative] Existence de bases d'un espace vectoriel de dimension finie.

Q4. [facultative] Si dimg(E) = n, toute famille de cardinal > n est liée.

Q5. Démontrer que E et F' sont isomorphes si et seulement si n = p.

Q6. Déterminer la dimension de E' x F'.

Q7. [facultative] Déterminer la dimension de £ (E, F).

Q8. Donner le schéma de la démonstration donnant ’ensemble des suites réelles ou com-
plexes satisfaisant & une équation linéaire aunt2 + bunt1 + cun = 0 (avec a # 0)
dans le cas ot aX? + bX + ¢ possede deux racines distinctes.

Q9. Déterminer I’ensembles des suites (un),, .y complexes d’abord, puis réelles telles que
VYn € N, Unt2 + Unt1 + un = 0.

Q10. Soit la suite de Fibonacci : uo = 0 et u; = 1 et pour tout n € N, tnta = Un+1 + Un.
Déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc.

Q11. Si U et V sont deux sous-espaces vectoriels de E, dimension de U + V.

Q12. Théoreme du rang : énoncé et démonstration.
On pourra admettre aprés 'avoir énoncé, le lemme d’isomorphisme entre Im(f) un supplé-

mentaire de ker(f).

A wenir : applications linéaires en dimension finie, matrices représentatives.



