MPSIA 2024/2025

Programme de colles de mathématiques, semaine 25 (du lundi 5 au vendredi 9 mai)

lycée Chaptal

Apres les deux semaines de vacances de printemps, la semaine de la rentrée sera consa-
crée au concours blancs : pas de kholle cette semaine la.

Calcul matriciel : revoir le programme de la semaine /

Matrices représentatives

1. Matrices représentatives

Matrice représentatives d’un vecteur, d’une famille de vecteurs dans une base.

Matrices représentatives d’une application linéaire dans deux bases, isomorphisme de
K-e.v. induit entre L(E, F') et M, ,(K).

Représentation matricielle de I'image d’un vecteur par une application linéaire.
Matrices représentatives d’un endomorphisme dans une base.

Matrices représentatives d’une composée d’applications linéaires ; lien avec le produit de
matrices.

Matrices inversibles : lien avec les iso/automorphismes, calcul de 'inverse. (méthode :
AX =Y & X = A7'Y).

2. Changement de base

Formule de changement de base pour les vecteurs, pour les applications linéaires, pour
les endomorphismes. Définition de matrices équivalentes, semblables. Propriétés inva-
riante par similitude : exemple de la trace.

3. Rang d’une matrice et matrices équivalentes

Définitions équivalentes du rang d’une matrice A : c’est celui de la famille des vecteurs co-
lonnes de A, de celui de n’importe quelle famille de vecteurs représentés dans une certaine
base par A, ou celui d’une application linéaire dont A est une matrice représentative.
Invariance du rang par multiplication & droite, & gauche, par une matrice inversible. In-
variance du rang par transposition.

Une matrice est de rang r si et ssi elle est équivalente & J,"'F (Preuve vectorielle).
Détermination algorithmique du rang & I’aide d’un pivot de Gauss (en admettant que les
opérations élémentaires ne modifient pas le rang).

Invariance du rang par similitude, rang d’un projecteur.

4. Pivot de Gauss

Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes : Liste des 6 opérations élémen-
taires et leur traduction en termes de produit de matrices. Deux matrices déduites 'une
de lautre par un nombre fini de ces opérations ont méme rang.

Toute matrice de rang r est équivalente & J, (Preuve matricielle par pivot de Gauss).
Rang d’une matrice triangulaire supérieure, d’'une matrice triangulaire par blocs.
Application : méthode du pivot de Gauss ; utilisation pour le calcul du rang d’une matrice
et, le cas échéant, le calcul de l'inverse (les seuls cas étudiés sont de petite dimension :
2,3 ou 4). Exemples.

Questions de cours

Q.1 Interpolation de Lagrange : énoncé et démonstration (utilisant ’algebre linéaire).
Q.2 Démontrer que tout polynéme P tel que deg(P) < n peut s’écrire

P(X)=Q(X +1) - Q(X), avec deg(Q) < n+ 1.
Q.3 H est un hyperplan de F si et seulement si c’est le noyau d’une forme linéaire.
Q.4 Montrer que si ¢ et ¢ sont des formes linéaires sur E (de dimension finie),

alors ker(p) = ker(y)) <= IA € K", ¢ = A.p.

Q.5 Matrice représentatives et composition d’applications linéaires : résultats et démons-
tration.

Q.6 Définition d’une matrice de passage. Démontrer que la matrice de passage entre deux
bases est inversible et donner une expression de I'inverse.

Q.7 Enoncer et démontrer la formule de changement de bases pour les vecteurs.

Q.8 Enoncer et démontrer la formule de changement de bases pour les applications li-
néaires.

Q.9 Donner (et les justifier) les traductions en termes de produit de matrices des opéra-

tions élémentaires.

Q.10 Expliquer et justifier I’algorithme du pivot de Gauss pour calculer le rang et celui
pour calculer I'inverse d’une matrice.

Q.11 Démontrer qu'une matrice est de rang r si et seulement si elle est équivalente a J,
(preuve vectorielle).

Q.12 Matrice représentative dans une base adaptée d’un projecteur. En déduire que la
trace d’'un projecteur est égale a son rang.

A venir : dénombrements et probabilités...



