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Chapitre 5
Applications et relations

1 Correspondances � applications � fonctions

1.1 DØ�nitions gØnØrales

Remarque 1
Les dØ�nitions qui suivent ne sont pas exigibles (hors-programme). On peut se tenir à la dØ�-
nition � intuitive � d’une application comme d’une � machine qui prend un objet et renvoie un
autre objet � .

On va d’abord dØ�nir un objet qui permettra d’englober la dØ�nition des deux objets principaux de
ce chapitre que sont les applications et les relations.

DØ�nition 2
Soient E et F deux ensembles. On appelle correspondance deE vers F tout triplet (E; F; �)
oø � � E � F .
� est appelØ graphe de la correspondance.

Exemple 3

1. Si E = R, F = R et � = f (x; y) 2 E � F; y = exg.

E

F

2. Si E = R, F = R et � = f (x; y) 2 E � F; x 6 yg.
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E

F

3. Si E = R, F = R et � = f (x; y) 2 E � F; x > 0 et y =
p

xg.

E

F

ff

4. Si E = N� , F = N� , et � = f (m; n) 2 E � F; m diviseng.
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5. Si E = R+ , F = R et � = f (x; y) 2 E � F; x2 + y2 = 1 g.

E

F

6. Si A est un ensemble, siE = P (A), F = P (A) et � = f (U; V) 2 E � F; U � Vg.

DØ�nition 4
Soient E et F deux ensembles,� � E � F .
Soit pour tout x dansE, Fx l’ensembleFx = f y 2 F; (x; y) 2 � g.
La correspondance(E; F; �) dØ�nit une application si pour tout x de E, Fx est un singleton.
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On dØ�nit alors l’applicationf par : pour tout x dansE, f (x) est l’unique ØlØment deFx .

Exemple 5
Dans les exemples prØcØdents, seul 1. dØ�nit une application. En e�et,

� le problŁme de 2., 4. et 6. est que chaque ØlØment deE a beaucoup trop d’ØlØments de
F correspondants !

� le problŁme de 3. est plus subtile : c’est qu’on l’a dØ�nie sur un trop gros ensemble ! En
e�et, si on avait pris E = R+ , là on aurait dØ�ni une application.

� de mŒme, si on avait dØ�ni 5. avecF = R+ , alors on aurait dØ�ni une application.

Remarque 6

1.� À RETENIR.
Une applicationf : E ! F associe à tout ØlØmentx de E une unique imagef (x) dans
F .

2. De vieux manuels distinguent les mots � fonction � et � application � : nous ne ferons
pas ce distinguo ici.

Notation 7

1. DØsormais, on ne note plus(E; F; �) pour parler d’une applicatiojn maisf : E ! F .

2. L’ensemble des applications d’un ensembleE dans un ensembleF est notØFE .

DØ�nition 8 (Restriction, prolongement)
Soit f : E ! F une application.

(i) Soit E0 � E. La restriction de f à E0, notØef E0, est l’application

f E0 :

(
E0 ! F
x 7! f (x)

(ii) Soit E00 tel que E � E00, et g : E00 ! F . On dit que g est un prolongement def si
g E = f .
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Exemple 9
Soient ’ ,  et � les trois fonctions suivantes :

’ :

�����
R+ ! R

x 7! x2 ;  :

�����
R ! R
x 7! x2 ; � :

�������

R ! R

x 7!

(
� x2 si x < 0

x2 sinon.

alors  et � sont deux prolongements de’ , mais ils ne sont pas Øgaux.

DØ�nition 10
Soient E, F et G trois ensembles,f : E ! F et g : F ! G deux applications. Alors la
composØe def par g, notØeg � f et lue � g rond f � est l’application de E dansG dØ�nie par

8x 2 E; g � f (x) = g(f (x)) :

DØ�nition 11
Soit E un ensemble. L’identitØ deE, ou application identitØ deE, est l’application notØeIdE
et dØ�nie par

IdE :

�����
E ! E
x 7! x

:

Proposition 12 (PropriØtØs de la composition)

1. (� associativitØ �)
Soient E, F , G et H quatre ensembles,f 2 FE , g 2 GF , h 2 HG. Alors

h � (g � f ) = ( h � g) � f :

On note alors cette fonctionf � g � f .

2. (ØlØment neutre)
Si E et F sont deux ensembles,f 2 F E . Alors

IdF � f = f � IdE = f :

DØmonstration

Ce qui est important, c’est le
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Point de mØthode 13
Pour montrer que deux applications’ et  sont Øgales, il faut vØri�er qu’elles ont le mŒme
ensemble de dØpartA et d’arrivØeB et que

8x 2 A; ’ (x) =  (x):

Lorsque les ensembles de dØpart et d’arrivØe sont donnØs comme Øtant les mŒmes, pas besoin
de s’attarder sur ce point !

1. Soit x 2 E. Alors

h � (g � f )( c) = h(g � f (x))

= h(g(f (x)))

= ( h � g)( f (x))

= ( h � g) � f (x);

donc h � (g � f ) = ( h � g) � f .

2. Soit x 2 E. Alors

IdF � f (x) = IdF (f (x)) = f (x)

et
f � IdE (x) = f (IdE (x)) = f (x);

donc IdF � f = f � IdE = f .

�

DØ�nition 14
Soit E un ensemble,f : E ! E. Un ØlØmentx de E est un point �xe de f si f (x) = x.

Exemple 15

1. L’identitØ est la seule application dont tous les ØlØments de l’ensemble de dØpart sont
des points �xes.

2. Si f :

�����
R ! R
x 7! x2 , alors f admet exactement deux points �xes,0 et 1.

3. Les similitudes directes non dØgØnØrØes et qui ne sont pas des translations ont exactement
un point �xe.
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1.2 Images et antØcØdents

DØ�nition 16
Soient E et F deux ensembles,f : E ! F une application.

(i) � L’image d’un ØlØmentx de E est l’ØlØmentf (x) 2 F .

� Si A � E, l’image directe deA par f est l’ensemble

f (A) = f f (x); x 2 Ag:

(ii) � Un antØcØdent dey 2 F est un ØlØmentx de E tel que f (x) = y.

� Si B � F , l’image rØciproque deB par f est l’ensemble

f � 1(B ) = f x 2 E; f (x) 2 Bg;

c’est-à-dire l’ensemble des antØcØdents des ØlØments deB par f .

Remarque 17
Remarquons la maniŁre d’exprimer l’appartenance à une image directe ou rØciproque :

8y 2 F; y 2 f (A) , 9 x 2 A; y = f (x):

Exercice 18

Soit f :

�����
R ! R
x 7! x2 . DØterminer

f (f� 1; 1g); f ([ � 1; 3]); f � 1(f 2g); f � 1([ � 1; 2]):

Remarque 19
� Attention à la nature des objets !

� dans les notations prØcØdentes, on ne dit pas que �f � 1 � existe : la notion d’image
rØciproque est dØcorrØlØe de celle de bijectivitØ.

� remarquer que six est un ØlØment deE, alors f (x) est un ØlØment deF ,

� en revanche, siA est une partie deE, f (A) est une partie deF .
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Exercice 20

Si f :

�����
R ! R
x 7! x2 , dØterminer

f � 1(f ([1; 3])) et f (f � 1([ � 1; 2])) :

Proposition 21
Soient E et F deux ensembles,f : E ! F . Soient A � E et B � F . Alors

(i) A � f � 1(f (A)) .

(ii) f (f � 1(B )) � B .

La rØciproque est fausse en gØnØral.

DØmonstration

1. Soit x 2 A. Alors f (x) 2 f (A) par dØ�nition. Doncx 2 f � 1(f (A)) .

2. Soit y 2 f (f � 1(B )) . Alors on dispose dex dans f � 1(B0 tel que y = f (x).
Or, x 2 f � 1(B ) donc f (x) 2 B , donc y 2 B .

Pour dØmontrer que la rØciproque est fausse, prendre les contre-exemples de l’exercice prØcØdent.
�

Que manque-t-il à la fonction f de l’exemple prØcØdent pour avoir ØgalitØs entref � 1(f (A)) et A ?
Entre f (f � 1(B )) et B ?

1.3 Injections, surjections, bijections

DØ�nition 22
Soit f : E ! F une application. On dit quef est injective ou quef est une injection si

8(x; x0) 2 E2; x 6= x0 ) f (x) 6= f (x0):

Cette dØ�nition Øquivaut aussi à sa contraposØe

8(x; x0) 2 E2; (f (x) = f (x0)) ) (x = x0):
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Point de mØthode 23
Pour montrer qu’une applicationf : E ! F est injective on procŁde comme suit :

Soient (x; x0) 2 E2 tels quef (x) = f (x0):

Montrons que x = x0:

Exemple 24

1. Soit f : R ! R strictement monotone, montrons quef est injective.
On peut, sans perte de gØnØralitØ, supposer quef est strictement croissante.

DØmonstration

Soit (x; x0) 2 R2 tels quex 6= x0.

� si x < x 0, alors f (x) < f (x0), donc f (x) 6= f (x0),

� si x > x 0, alors f (x) > f (x0), donc f (x) 6= f (x0).

Donc f est injective. �

2.� Une fonction croissante (pas strictement) n’est pas nØcessairement injective. Ainsif :�����
R ! R
x 7! 1

n’est pas injective.

DØmonstration

Posonsx = 0 et x0 = 1 . Alors x 6= x0 ET f (x) = 1 = f (x0).
Donc f n’est pas injective.�

3. Si ’ n :

�����
J0; n � 1K! C

k 7! e
2ik�

n
, alors ’ n est injective.

DØmonstration

Soit (k; ‘ ) 2 J0; n � 1Ktels que ’ n(k) = ’ n( ‘ ).

Alors e
2ik�

n = e
2i ‘�

n . Donc
2k�

n
=

2‘�
n

[2� ],

donc on dispose dep 2 Z tel que
2ik�

n
=

2i ‘�
n

+ 2 p� , i.e. k � ‘ = pn.
Or, 0 6 k 6 n � 1, � (n � 1) 6 � ‘ 6 0, donc jk � ‘ j 6 n � 1 < n .
Comme sip 6= 0 , jpnj > n, nØcessairement,p = 0 et k = ‘ .
Donc ’ n est injective.�

Remarque 25
L’injectivitØ dØpend de l’ensemble de dØpart. Ainsi,

f :

�����
R ! R
x 7! x2
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n’est pas injective, alors que

g :

�����
R+ ! R

x 7! x2

l’est !

DØ�nition 26
Soit f : E ! F une application. On dit quef est surjective ou quef est une surjection si

8y 2 F; 9x 2 E; f (x) = y:

Point de mØthode 27
Pour montrer qu’une applicationf : E ! F est surjective, on procŁde comme suit :

Soit y 2 F:
Cherchonsx 2 E tel que f (x) = y:

Exemple 28

1. La fonction f :

�����
R ! R+

x 7! x2 est surjective.

DØmonstration

Soit y 2 R+ . Posonsx =
p

y. Alors f (x) = (
p

y)2 = y.
Donc f est surjective.�

2. Comment nier la surjectivitØ ?

9y 2 F; 8x 2 E; y 6= f (x):

3. Ainsi, la fonctiong :

�����
R ! R
x 7! x2 n’est pas surjective.

DØmonstration

Posonsy = � 1.
Alors pour tout x dansR, g(x) = x2 6= � 1. Donc g n’est pas surjective.�

Page 10 sur 42



MPSI Pasteur 2023-2024
Applications, relations

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

Remarque 29
La surjectivitØ dØpend donc du choix de l’ensemble d’arrivØe !

Proposition 30
L’exponentielle complexez 7! ez est surjective deC dansC� mais pas injective.

DØmonstration

La propriØtØ a ØtØ dØmontrØe dans le chapitre sur les compelxes.�

Proposition 31 (PropriØtØs des injections)
Soient E, F et G trois ensembles,f 2 F E , g 2 GF .

1. Si f et g sont injectives, alorsg � f est injective.

2. Si f et g sont surjectives, alorsg � f est surjective.

DØmonstration

1. Soit (x; x0) 2 E2 tel que g � f (x) = g � f (x0), i.e.

g(f (x)) = g(f (x0)) :

Or, g est injective, doncf (x) = f (x0).
Or, f est injective doncx = x0.

2. Soit y 2 G.
g est surjective donc on dispose dex 2 F tel que g(x) = y.
f est surjective donc on dispose de� 2 E tel que f ( � ) = x.
Alors

g � f ( � ) = g(f ( � )) = g(x) = y;

donc g � f est surjective.

�

Proposition 32 (Hors-programme mais trŁs classique !)
Soient E, F et G trois ensembles,f 2 F E et g 2 GF .

1. si g � f est injective, alorsf est injective.

2. si g � f est surjective, alorsg est surjective.
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DØmonstration

1. On supposeg � f injective.
Soit (x; x0) 2 E2 tels quef (x) = f (x0).
Alors g(f (x)) = g(f (x0)) , i.e. g � f (x) = g � f (x0).
Or, g � f est injective, doncx = x0.
Donc f est injective.

2. On suppose queg � f est surjective.

�

Remarque 33
� Les morceaux manquants de la proposition prØcØdente sont faux en gØnØral !

� Si f :

�����
R ! R
x 7! ex et g :

�����
R ! R
x 7! x2 , alors

g � f :

�����
R ! R+

x 7! e2x

est injective, maisg n’est pas injective.

� Si f :

�����
R ! R
x 7! Arctan(x)

et g :

��������

R ! R

x 7!

8
<

:
tan(x) si x 6=

�
2

[� ]

0 sinon.

,

alors f n’est pas surjective maisg � f = IdR, donc g � f est surjective.

DØ�nition 34 (et prop)
Soit f : E ! F une application. Les assertions suivantes sont Øquivalentes.

(i) f est une injection et une surjection,

(ii) 8y 2 F; 9!x 2 E; y = f (x),

(iii) il existeg : F ! E telle queg � f = IdE et f � g = IdF .

Dans ce cas on dit quef est bijective ou quef est une bijection deE dansF .
L’application g ainsi trouvØe est alors unique, on l’appelle bijection rØciproque def et on note
g = f � 1.

DØmonstration

On va montrer l’Øquivalence des trois propositions par implication circulaire.

� (i) ) (ii) Supposons quef est une injection et une surjection. Soity dansF . Alors commef
est une surjection, on dispose dex dansE tel que f (x) = y.
Soit ensuitea dansE tel que f (a) = y = f (x). Par injectivitØ def , a = x, donc x est unique.
D’oø le ( i i ).
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� (ii) ) (iii) Supposons que
8y 2 F; 9!x 2 E; f (x) = y:

DØ�nissonsg ainsi : pour tout y de F , g(y) est l’unique antØcØdent dey par f .
DØmontrons alors quef � g = IdF et g � f = IdE .

� soit y 2 F . Alors g(y) est un antØcØdent dey par f . Donc f (g(y)) = y.

� soit x 2 E. Alors commex est un antØcØdent def (x) par f et que g(f (x)) est l’unique
antØcØdent def (x) par f , g(f (x)) = x.

Donc f � g = IdF et g � f = IdE .

� (iii) ) (i) Supposons que l’on dispose deg 2 EF telle queg � f = IdE et f � g = IdF . Alors

� g � f = IdE donc g � f est injective donc, par la proposition prØcØdente,f est injective,

� f � g = IdF donc f � g est surjective doncf est surjective.

Donc f est injective et surjective.

D’oø l’Øquivalence des trois propositions par implications circulaires.
UnicitØ de g. Soient g et h deux applications deF dansE telles que

(
g � f = IdE

f � g = IdF
et

(
h � f = IdE

f � h = IdF

Alors, en composantg � f à droite par h,

(g � f ) � h = IdE � h = h;

donc, par associativitØ,
g � (f � h) = h;

i.e.
h = g � IdE = g;

d’oø l’unicitØ d’une telle application !�

Remarque 35
Ne pas confondref � 1(B ) quandB � F , qui est dØ�ni quelle que soitf , et f � 1(y), y 2 F , qui
n’a de sens que sif est bijective. On a heureusement la proposition suivante.

Proposition 36
Soit f : E ! F , bijective, B � F .
Alors l’image rØciproque deB par f est Øgale à l’image directe deB par f � 1.
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DØmonstration

Notons A l’image rØciproque deB par f et C l’image directe deB par f � 1. Ainsi

A = f x 2 E; f (x) 2 Bg
C = f x 2 E; 9y 2 B; x = f � 1(y)g:

� Soit x 2 A. ALors f (x) 2 B , i.e. on dispose deY 2 B tel que f (x) = y. Comme f est
bijective, x = f � 1(y) donc x 2 C.

� Soit x 2 C. Alors on dispose dey dansB tel que x = f � 1(y). Donc f (x) = f (f � 1(y)) = y 2
B , donc x 2 A.

D’oø l’inclusion rØciproque et l’ØgalitØ.�

Proposition 37
Soient E, F et G trois ensembles,’ 2 FE et  2 GF .
Si ’ et  sont bijectives, alors � ’ est bijective et

( � ’ ) � 1 = ’ � 1 �  � 1:

DØmonstration

Faisons le calcul

( ’ � 1 �  � 1) � ( � ’ ) = ’ � 1 �  � 1 �  � ’
= ’ � 1 � IdF � ’
= ’ � 1 � ’ = IdE :

De mŒme,

( � ’ ) � ( ’ � 1 �  � 1) =  � ’ � ’ � 1 �  � 1

=  � IdF �  � 1

=  �  � 1 = IdG

Donc  � ’ est bijective de bijection rØciproque’ � 1 �  � 1. �

Point de mØthode 38
La dØ�nition d’une bijection nous montre trois mØthodes pour dØmontrer qu’une application
est bijective.

� On montre qu’elle est injective et surjective.
Exemple. Soit

’ n :

�����
J0; n � 1K! Un

k 7! e
2ik�

n

On a dØjà dØmontrØ dans la partie sur l’injectivitØ que’ n Øtait injective. Pour la surjectivitØ
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, on a dØmontrØ dans le chapitre sur les nombres complexes que

8! 2 Un; 9k 2 J0; n � 1K; ! = e
2ik�

n :

Donc ’ n est bijective.

� On peut rØsoudre, pour touty de F , l’Øquationf (x) = y d’inconnuex.
Exemple. Soient (a; b; c; d) 2 R4 tels quead � bc 6= 0 et c 6= 0 , soit f l’homographie

f :

��������

R n
�

� d
c

�
! R n

n a
c

o

x 7!
ax + b
cx + d

:

Montrons que f est bijective.

Soit y 2 R n
n a

c

o
. Soit x 2 R n

�
� d
c

�
. Alors on a les Øquivalences suivantes :

f (x) = y ,
ax + b
cx + d

= y

, ax + b = y(cx + d)

, (a � cy)x = yd � b

, x =
yd � b
a � cy

car y 6=
a
c

:

Donc 8y 2 R n
n a

c

o
, 9!x 2 R n

�
� d
c

�
tel que f (x) = y.

Remarque : cette mØthode nous donne aussi la bijection rØciproque def . La bijection
rØciproque est

f � 1 :

��������

R n
n a

c

o
! R n

�
� d
c

�

y 7!
yd � b
a � cy

:

� En�n, on peut trouver directement une bijection rØciproque et vØri�er queg � f = IdE et
f � g = IdF .
Exemple. Soit

� :

�����
C ! C
z 7! z

:

Montrons que � est bijective. On remarque que pour toutz dansC,

� � � (z) = z = z;

donc � � � = IdC donc � est bijective et est sa propre bijection rØciproque.
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DØ�nition 39
Soit f : E ! E. On dit que f est une involution sif � f = IdE .

Exemple 40
Ainsi, siE est un ensemble,

� :

�����
P (E) ! P (E)

A 7! E n A

est une involution.

DØ�nition 41
Soit E un ensemble �ni. On appelle cardinal le nombre de ses ØlØments et on le note indi�Ø-
remment jE j, ]E ou Card(E).

Proposition 42 (Applications sur des ensembles �nis)
Soient E et F deux ensembles �nis.

1. Si Card(E) < Card(F ), il n’existe pas de surjection deE versF .

2. Si Card(E) > Card(F ), il n’existe pas d’injection deE versF .

3. Si Card(E) = Card( F ), alors pour toute applicationf : E ! F , les assertions suivantes
sont Øquivalentes :

� f est une injection.

� f est une surjection.

� f est une bijection.

Exercice 43
Soit f l’application dØ�nie deUn dansUn (n entier non nul) par

8! 2 Un; f (z) = z2:

DØterminer une condition surn pour quef soit une bijection deUn dans lui-mŒme.

Proposition 44 (Changement de variables bijectif)
Soient E et F deux ensembles �nis,’ une bijection entreE et F .
Soit (af ) f 2 F une famille de complexes indexØe sur les ØlØments deE. Alors

X

e2 E

a’ (E ) =
X

f 2 F

af :

Page 16 sur 42



MPSI Pasteur 2023-2024
Applications, relations

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

Exemple 45

Par exemple,z 7!
1
z

est clairement une bijection deUn dans Un (car c’est une involution),
donc X

! 2 Un

1
!

=
X

� 2 Un

�:

1.4 Fonctions indicatrices d’ensembles

DØ�nition 46
Soit E un ensemble,A � E. La fonction indicatrice deA est l’application 1A : E ! f 0; 1g
dØ�nie comme suit

8x 2 E; 1A(x) =

(
1 si x 2 A
0 sinon.

Exemple 47
Regardons quelques exemples siE = R.

1. 1]1;+ 1 [,

-4-4 -3-3 -2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66

-6-6

-5-5

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

55

00ff

2. 1[2;3],
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-2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

00ff

3. 1Z ,

-8-8 -6-6 -4-4 -2-2 22 44 66 88 1010

-10-10

-8-8

-6-6

-4-4

-2-2

22

44

66

88

1010

00ff

4. 1Q, aussi appelØe fonction de Dirichlet : ne vous mØprenez pas, il s’agit bien d’une
application, sauf qu’on ne voit pas quels points sont dansQ et dansR n Q !
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-2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

00

ff

Remarque 48
On a vu qu’à toute partie de E, on pouvait associer une fonction deE dans f 0; 1g.
Soit, rØciproquement,’ une fonction deE dansf 0; 1g : peut-on l’exprimer comme une fonction
indicatrice d’une partie deE ? Par exemple, peut-on trouverA tel que la fonction suivante soit
1A ?

-7-7 -6-6 -5-5 -4-4 -3-3 -2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66 77 88

-6-6

-5-5

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

00ff
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En fait, cette propriØtØ est gØnØralisable !

Proposition 49
Soit E un ensemble. L’application

� :

�����
P (E) ! f 0; 1gE

A 7! 1A

est bijective, de bijection rØciproque

� � 1 :

�����
f 0; 1gE ! P (E)

’ 7! ’ � 1(f 1g)
:

Remarque 50
Il ne faut pas avoir peur d’applications qui prennent en argument des applications. Ainsi,

1. Si D est l’ensemble des fonctions dØrivables deR dansR, et

� :

�����
D ! RR

f 7! f 0 ;

� dØ�nit bien une application. Par exemple,

� (exp) = exp; � (sin) = cos; � (tan) = 1 + tan 2; � (Arcsin) = x 7!
1

p
1 � x2

:

2. En SI, vous avez vu que la transformØe de Laplace prenait en argument une fonction et
renvoyait une autre fonction. Sa bijectivitØ importe pour tous les calculs que vous faites.

3. De mŒme, si on considŁre

S :

�����
RR ! RR

f 7! (x 7! f (x + 1))

cette fonction est bijective, et

S� 1 :

�����
RR ! RR

f 7! (x 7! f (x � 1))
:

Proposition 51
Soit E un ensemble,A et B deux parties deE. Alors

(i) 1EnA = 1 � A

(ii) 1A\ B = 1A1B
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(iii) 1A[ B = 1A + 1B � 1A1B

2 Relations binaires

DØ�nition 52
Soit E un ensemble. Une relation binaireR est une correspondanceR = ( E; E; �) .

DØ�nition 53
Soit E un ensemble etR une relation binaire surE. Soient x et y deux ØlØments deE. On dit
que x est en relation avecy et on note xRy .

Point de mØthode 54
En pratique, pour dØ�nir une relation binaire sur un ensembleE, on dit

� On dØ�nit R sur E par : 8(x; y) 2 E2; xRy , : : : . �
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Exemple 55
Regardons plusieurs exemples, et essayons de les classer !

1. Sur R,
� la relation d’ØgalitØ : on dØ�nitR sur R par

8(x; y) 2 R2; xRy , x = y:

� la relation d’infØrioritØ : on dØ�nitI sur R par

8(x; y) 2 R2; xI y , x 6 y:

� la relation de congruence modulo un rØel : si� 2 R, on dØ�nit la relationC� par

8(x; y) 2 R2; xC� y , 9 k 2 Z; x = y + k�:

� une relation moins courante... On dØ�nit� sur R par

8(x; y) 2 R2; x � y , x2 + y2 = 1 :

2. Sur Z,
� la relation de divisibilitØ. On dØ�nitj sur Z par :

8(m; n) 2 Z2; mjn , 9 k 2 Z; n = km:

� la relation de congruence modulo un entier naturel : comme pour les rØels.
3. Si E est un ensemble, la relation d’inclusion surP (E) est une relation binaire :

8(A; B ) 2 P (E)2; A � B , 8 x 2 A; x 2 B:

Exercice 56
Classer les di�Ørentes relations ci-dessus en deux catØgories : discuter de leurs di�Ørences
fondamentales.

2.1 Relations d’Øquivalence

DØ�nition 57
Soit E un ensemble. Une relation d’Øquivalence� sur E est une relation binaire surE satisfai-
sant les trois propriØtØs suivantes :

(i) rØ�exivitØ :8x 2 E; x � x.

(ii) symØtrie :8(x; y) 2 E2; (x � y) , (y � x).

(iii) transitivitØ :8(x; y ; z) 2 E3; [(x � y) et (y � z)] ) (x � z).

Exemple 58

1. La relation d’ØgalitØ est une relation d’Øquivalence .

2. Soit � 2 R, C� la relation de congruence modulo un rØel. AlorsC� est une relation
d’Øquivalence. DØmontrons-le :
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� rØ�exivitØ. Soit x 2 R. Posonsk = 0 . Alors x = x + k� . Donc xC� x.

� symØtrie. Soit (x; y) 2 R2 tel que xC� y.
Alors on dispose dek 2 Z tel que x = y + k� .
Alors y = a + ( � k) � .
Or, � k 2 Z donc yC� x d’oø la symØtrie.

� transitivitØ. Soit (x; y ; z) 2 R3 tels quexC� y et yC� z. Alors on dispose de(k; ‘ ) 2
Z2 tels que

x = y + k� et y = z + ‘�:

Alors x = z + k� + ‘� = z + ( k + ‘ ) � . Commek + ‘ 2 Z, on a bienxC� z. D’oø la
transitivitØ.

Donc C� est bien une relation d’Øquivalence.

3. Soient E et F deux ensembles,f 2 FE . On dØ�nit � sur E par :

8(x; y) 2 E2; x � y , f (x) � f (y):

� dØ�nit bien une relation d’Øquivalence surE.

4. (relation d’Øquipotence) SoitE un ensemble. On dØ�nit la relation� sur P (E) par

8(A; B ) 2 P (E)2; A � B , 9 f 2 BA ; bi jective:

Montrons que � est une relation d’Øquivalence.

� rØ�exivitØ.
Soit A 2 P (E). Posonsf = IdA . Alors f 2 AA et f est bijective, doncA � A.

� symØtrie.
Soient (A; B ) 2 P (E)2 tels queA � B . Alors on dispose def 2 BA , bijective. Donc
f � 1 2 AB et f � 1 est bijective, doncB � A.

� transitivitØ.
Soient (A; B; C) 2 P (E)3 tels queA � B et B � C. Alors on dispose def 2 BA et
de g 2 CB , toutes deux bijectives.
Mais alorsg � f 2 CA et g � f est bijective, doncA � C, d’oø la transitivitØ.

Donc � est une relation d’Øquivalence.

Exemple 59 (Un apartØ culturel sur l’Øquipotence)
La relation d’Øquipotence est une maniŁre de comparer les ensembles : deux ensembles sont
Øquivalents s’ils sont en bijection.
Par exempleR � ] � 1; 1[ via la bijectionth.
On peut aussi montrer que

� N � Z,

� N � Q,

� mais N 6� P(N), N 6� R, Q 6� R.
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DØ�nition 60
Soit E un ensemble muni d’une relation d’Øquivalence� et x un ØlØment deE. On appelle
classe d’Øquivalence modulo� de x et on note x l’ensemble

x = f y 2 E; y � xg:

Exemple 61

1. Sur Z, avec la relation de congruence modulo2, notØeC2.

0 = f n 2 Z; nC� 0g
= f n 2 Z; 9k 2 Z; n = 0 + 2 kg
= f n 2 Z; n est pairg

1 = f n 2 Z; zC� 1g
= f n 2 Z; 9k 2 Z; = n1 + 2kg
= f n 2 Z; n est impairg

2 = f n 2 Z; nC� 2g
= f n 2 Z; 9k 2 Z; n = 2 + 2 kg
= f n 2 Z; n est pairg

2. Sur J0; 6K, dessinons les classes d’Øquivalence par la relation de congruence modulo3.

00

11

44

66

55

33

22

3. Si f : x 7! x2, si � est dØ�nie pour tousx et y par x � y , f (x) = f (y),

1 = f� 1; 1g
� 2 = f� 2; 2g

0 = f 0g:
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DØ�nition 62
Si A est une classe d’Øquivalence etx 2 A, on dit que x est un reprØsentant deA (A = x).

Proposition 63
Soit E un ensemble muni d’une relation d’Øquivalence� .

(i) 8(x; y) 2 E2,

x 2 y , y � x $ x � y $ y 2 x:

(ii) 8(x; y) 2 E2,

� ou bienx � y et x = y,

� ou bienx 6� y et x \ y = ; .

(iii) Les classes d’Øquivalence modulo� forment une partition deE, i.e. si (Ai ) i2 I sont les
classes d’Øquivalence distinctes deE, on a

�
[

i2 I

Ai = E,

� 8(x; y) 2 I2, i 6= j ) Ai \ Aj = ; .

DØmonstration

On ne dØmontre que le second point. Soit(x; y) 2 E2.

� si x � y, on montre quex = y.

� Soit z 2 x. Alors z � x. Or, y � x donc (symØtrie)x � y donc (transitivitØ) z � y.
Donc z 2 y.

� De mŒme on dØmontre quey � x.

D’oø l’ØgalitØ entre les deux ensembles.

� si x 6� y.
Par l’absurde, si on avaitx \ y 6= ; , alors on disposerait dez 2 x \ y.
Donc z � x et z � y donc y � z, donc on auraity � x, absurde !
Donc x \ y = ; .

�

Exemple 64
Si on considŁreZ avec C2, on a deux classes d’Øquivalence (les entiers pairs et impairs) qui
forment bien une partition deZ.

Remarque 65 (Hors-programme)
Soit E un ensemble,� une relation d’Øquivalence surE.
On dØ�nit l’ensemble quotientE= � comme l’ensemble des classes d’Øquivalences modulo� .
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Si (Ai ) i2 I sont les classes d’Øquivaence modulo� et si (xi ) i2 I est une famille d’ØlØments deE
tel que 8i 2 I; Ai = xi , alors E= � est en bijection avecf xi ; i 2 Ig.
Par exemple, surZ, pour la relation de congruence modulon, Cn (n 2 N� ),

Z=Cn = f 0; 1; : : : ; p � 1g:

Lorsque la structure des ensembles s’y prŒte bien, on peut mŒme faire des opØrations sur ces
ensembles quotients : six = 5 ,

Z=Cn = f 0; 1; 2; 3; 4g;

et

3 + 3 = 6 = 1

2 � 4 = 8 = 3:

Notation (spØ MP) : on note en fait Z=nZ cet ensemble.

2.2 Relations d’ordre

DØ�nition 66
Soit E un ensemble.

1. Une relation d’ordreR sur E est une relation binaire surE satisfaisant les trois propriØtØs
suivantes :

(a) rØ�exivitØ :8x 2 E; xRx.

(b) antisymØtrie :8(x; y) 2 E2; [(xRy) et (yRx)] ) (x = y).

(c) transitivitØ : 8(x; y ; z) 2 E3; [(xRy) et (yRz)] ) (xRz).

2. L’ensembleE muni deR est appelØ ensemble ordonnØ.

3. R est dite totale si
8(x; y) 2 E2; (xRy) ou (yRx):

Sinon, la relation d’ordre est dite partielle.

Exemple 67 (Exemple fondamental)
La relation 6 sur R est une relation d’ordre totale.
En revanche,< n’en est pas une (elle n’est pas rØ�exive).
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Notation 68
On notera souvent les relations d’ordre avec des symboles ressemblant au symbole6 , comme

� ; 4 ; 5 ; . ; / ; : : :

et on aura tendance, si on Øcrit par exemplex 4 y, à dire � x est infØrieur ày � : c’est un abus
de langage, on devrait dire �x est en relation avecy � .

Exemple 69

(i) Les relations d’ordre surN, Z, Q ou R sont des relations d’ordres et elles sont totales.

(ii) Sur N, la relation j de divisibilitØ :

8(m; n) 2 N2; mjn , 9 k 2 N; n = km

est une relation d’ordre : vØri�ons-le.

� RØ�exivitØ.
Soit m 2 N. Posonsk = 1 . Alors m = km, donc mjm.

� AntisymØtrie.
Soit (m; n) 2 N2 tels quemjn et njm. Alors on dispose dek 2 N et de ‘ 2 N tels
que n = km et m = ‘n . Alors

n = k‘n:

� si n = 0 , alors m = ‘n = 0 , donc m = n = 0 . De mŒme sim = 0 .

� sinon, l’Øquation n = k‘n nous donne alors1 = k‘ donc, commek et ‘ sont
deux entiers naturels,k = ‘ = 1 .
Donc n = m.

D’oø l’antisymØtrie.

� TransitivitØ.
Soient (m; n; p) 2 N2 tels quemjn et njp.
Alors on dispose de(k; ‘ ) 2 N2 tels quen = km et p = ‘n . Alors p = ( k‘ )m, donc
mjp.
D’oø la transitivitØ.

Donc j est une relation d’ordre.En revanche,

� j n’est pas totale, car, par exemple,3 ne divise pas5 et 5 ne divise pas3,

� j n’est pas une relation d’ordre surZ car 1j� 1 et � 1j1 sans pour autant que1 = � 1.

(iii) Si E est un ensemble, la relation d’inclusion est une relation d’ordre surP (E). Elle n’est
pas totale : dans l’exemple suivant, on n’a niA � B , ni B � A.
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EE

AA BB

(iv) L’ordre lexicographique surR2.

8(x; y); (x0; y0) 2 R2 � R2; (x; y) 4 (x0; y0) , [(x < x 0) ou (( x = x0) et (y 6 y0))] :

Cette relation d’ordre est une relation d’ordre totale (exercice !).
Il s’agit de l’ordre du dictionnaire !

Exercice 70
Je suis une relation d’ordre et d’Øquivalence. Qui suis-je ?

DØ�nition 71
Soit (E; 4 ) un ensemble ordonnØ etA une partie deE.

(i) un ØlØmentM de E est appelØ majorant deA si

8x 2 A; x 4 M:

Si A admet un majorant, elle est dite majorØe.

(ii) un ØlØmentm de E est appelØ minorant deA si

8x 2 A; m 4 x:

Si A admet un minorant, elle est dite minorØe.

(iii) si A admet un majorant et un minorant, elle est dite bornØe.

Exemple 72

1. Sur (R; 6 ). Si A =
�

1
n

; n 2 N�
�

.

� 0 est un minorant deA,
� � 1 est un minorant deA,
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� � 453425 est un minorant deA.

� Un minorant/majorant n’est pas unique !

2. Sur (N; j), si A = f 12; 15g,

� 60 est un majorant deA (12j60 et 15j60)

� 120 est un majorant deA

� 0 est un majorant deA... (ce qui fait que souvent, on va considØrer la relation de
divisibilitØ surN� plutôt que sur N).

De mŒme,

� 1 est un minorant deA,

� 3 est un minorant deA.

3. Sur (P (E); � ), si A � P (E), E est un majorant deA et ; un minorant deA .

DØ�nition 73
Soit (E; 4 ) un ensemble ordonnØ etA une partie deE.

(i) Un plus grand ØlØment deA est un majorant deA appartenant à A.

(ii) Un plus petit ØlØment deA est un minorant deA appartenant à A.

Proposition 74
Soit (E; 4 ) un ensemble ordonnØ etA une partie deE. Le plus grand (resp. le plus petit)
ØlØment deA, s’il existe, est unique. On les appelle alors restpectivement le maximum et le
minimum deA et on les notemax(A) et min(A).

DØmonstration

Soient M et M 0 deux plus grands ØlØments deA. Alors

� (8a 2 A; a 4 M )
| {z }

(1)

et (M 2 A)
| {z }

(2)

,

� (8a 2 A; a 4 M 0)
| {z }

(3)

et (M 0 2 A)
| {z }

(4)

,

Mais par (4) , M 0 2 A, donc par (1) , M 0 4 M . Par (2) , M 2 A et par (3) , M 4 M 0.
Donc, par antisymØtrie,M = M 0.
On fait de mŒme pour les plus petits ØlØments.�

Exemple 75

1. Sur (R; 6 ). Si A =
�

1
n

; n 2 N�
�

:

� A admet un plus grand ØlØment,1.
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� en revanche,A n’admet pas de plus petit ØlØment. En e�et, supposons queA ad-

mette un plus petit ØlØment. Alors on disposerait den0 dansN� tel que
1
n0

= min( A).

Mais alors
1

n0 + 1
2 A et

1
n0 + 1

<
1
n0

, absurde !

2. Dans (N; j), A = f 12; 15g n’admet ni plus grand, ni plus petit ØlØment.

3. En revanche, dans(N; 6 ), on a la propriØtØ suivante :

Proposition 76

1. Toute partie de N non vide admet un plus petit ØlØment.

2. Toute partie majorØe non vide deN admet un plus grand ØlØment.

3. Toute partie majorØe (resp. minorØe) non vide deZ admet un plus grand ØlØment (resp.
un plus petit ØlØment).

On remarque que dans dans l’exempleA =
�

1
n

; n 2 N�
�

, A n’a pas de plus petit ØlØment, mais0

a un statut particulier : c’est ce qu’on appellera la borne infØrieure deA.

DØ�nition 77 (Borne supØrieure, borne infØrieure)
Soit (E; 4 ) un ensemble ordonnØ etA une partie deE.

(i) Soit B l’ensemble des majorants deA. Si B a un plus petit ØlØment, on nomme cet
ØlØment borne supØrieure deA et on le notesup(A).

(ii) Soit C l’ensemble des minorants deA. Si C a un plus grand ØlØment, on nomme cet
ØlØment borne infØrieure deA et on le note inf(A).

Exemple 78

1. Sur (R; 6 ). Si A =
�

1
n

; n 2 N�
�

. A n’a pas de plus petit ØlØment. Mais siB est

l’ensemble des minorants deA,

B = f x 2 R; 8a 2 A ; x 6 ag =
�

x 2 R; 8n 2 N� ; x 6
1
n

�
:

Montrons queB = R� .

� Soit x 2 B . Alors 8n 2 N� , x 6
1
n

Donc lim
n! + 1

x 6 lim
n! + 1

1
n

, donc x 6 0. Donc
x 2 R� .

� Soit x 2 R� . Alors 8n 2 N� ,
1
n

> 0 > x. Donc x 2 B .

D’oø l’ØgalitØ.
Donc inf(A) = max( R� ) = 0 .
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2.� Le sup et l’inf n’existent pas forcØment. Ainsi, dans(Q; 6 ), si

A = f x 2 Q; x2 6 2g;

alors A n’a pas de borne supØrieuredans Q.
(avec les mains, s’il y avait une borne supØrieures de A, on aurait s2 = 2 donc s =

p
2 =2

Q)

3. Dans (N� ; j), si A = f 6; 10; 14g, l’ensemble des minorants deA est

B = f n 2 N; nj6; nj10; nj14g = f 1; 2g

B a un plus grand ØlØment (pourj), c’est 2. Donc A admet une borne infØrieure, c’est2.

Proposition 79
Soit (E; 4 ) un ensemble ordonnØ,A � E.

1. Si A admet un plus petit ØlØment, alorsA admet une borne infØrieure etinf(A) = min( A).

2. Si A admet un plus grand ØlØment, alorsA admet une borne supØrieure etsup(A) =
max(A).

Remarque 80
Pour dØmontrer la propriØtØ prØcØdente, reformulons, sim 2 E,

� m = inf( A) :

(8a 2 A; m 4 a)
| {z }

m est un minorant de A...

et
�

8x 2 E; (8a 2 A; x 4 a) ) x 4 m
�

| {z }
...et c’est le plus grand

� m = sup(A) :

(8a 2 A; a 4 m)
| {z }

m est un majorant de A...

et
�

8x 2 E; (8a 2 A; a 4 x) ) m 4 x
�

| {z }
...et c’est le plus petit

Point de mØthode 81
Pour montrer quem = inf( A).

� Soit a 2 A. Montrons quem 4 a.

� Soit x 2 E un minorant deA. Montrons quex 4 m.
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DØmonstration (Prevue de la proposition prØcØdente)

On suppose queA admet un plus petit ØlØmentm.
Montrons quem = inf( A).

� m = min( A) donc m est un minorant deA.

� soit x 2 E tel que x est un minorant deA. Or, m 2 A donc x 4 m.

Donc m = inf( A).
On fait de mŒme avec le sup.�

Proposition 82 (de la borne supØrieure)
Toute partie non vide majorØe deR admet une borne supØrieure.

Corollaire 83
Toute partie non vide minorØe deR admet une borne infØrieure.

DØmonstration

Deux dØmonstrations de ce corollaire, l’une qui est vraie dans un cadre trŁs gØnØral, l’autre liØe à la
structure deR.

1. Preuve gØnØrale.
Soit A une partie non vide minorØe deR.
Notons B l’ensemble des minorants deA. Alors

� B est non vide carA est minorØe (donc possŁde un minorant)

� B est majorØe carA possŁde au moins un ØlØmenta et 8b 2 B , b 6 a.

Donc, par la propriØtØ de la borne supØrieure,B admet une borne supØrieurem.
DØmontrons quem = inf( A).

� Soit a 2 A. Alors a est un majorant deB , donc, commem = sup(B ), m 6 a.
Donc m est un minorant deA.

� Soit M un autre minorant deA. Alors M 2 B , mais m = sup(B ) donc M 6 m.
Donc m est le plus grand des minorants deA.

Donc A admet bien une borne infØrieure !

2. Preuve utilisant la structure deR.
Soit A une partie non vide minorØe deR.
ConsidØronsB = f� x; x 2 Ag. Alors

� B est non vide.

� si m est un minorant deA, alors pour tout x de A, m 6 x donc pour tout x de A,
� x 6 � m, donc B est majorØe par� m.

Donc B admet une borne supØrieures. DØmontrons que� s = inf( A).

� dØjà, pour tout y de B , y 6 s.
Donc, pour tout x de A, � x 6 s, i.e. � s 6 x, donc � s est un minorant deA.
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� soit t un autre minorant deA. Alors � t est un majorant deB , donc, commes est
la borne supØrieure deB , s 6 � t , donc t 6 � s, donc � s est bien le plus grand des
minorants deA.

Donc A admet une borne infØrieure.

�

DØ�nition 84

1. Soient (E; 4 ) et (F; / ) deux ensembles ordonnØs,f 2 FE .

� on dit que f est croissante surE si

8(x; x0) 2 E; (x 4 x0) ) (f (x) / f (x0))

� on dit que f est dØcroissante surE si

8(x; x0) 2 E; (x 4 x0) ) (f (x0) / f (x))

2. Soit E un ensemble quelconque,(F; / ) un ensemble ordonnØ,f 2 FE . Soit

A = f f (x); x 2 Eg = f (E):

� si min(A) existe, on le notemin
x2 E

f (x),

� si max(A) existe, on le notemax
x2 E

f (x),

� si inf(A) existe, on le note inf
x2 E

f (x),

� si sup(A) existe, on le notesup
x2 E

f (x).

Exemple 85
Ainsi, l’application

’ :

������

N ! P (R)

n 7!
h
�

n
2

; n
i

est croissante de(N; 6 ) dans(P (R); � ).

3 Nombres rØels
Nous n’allons pas construire les nombres rØels, qui sont beaucoup plus di�ciles à construire que les
nombres complexes. Nous allons commencer le cours par une proposition, non pas par une dØ�nition.
C’est la propriØtØ importante des nombres rØelles, qui n’est pas dØmontrable puisque elle dØpend de
la construction deR.
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Remarque 86 (Rappels sur les calculs dans les rØels et les relations d’ordre)

� 8x 2 R, �j xj 6 x 6 jxj,

� 8x 2 R; 8a > 0,
jxj 6 a , � a 6 x 6 a

et
jxj > a , x > a ou x 6 � a;

� pour tout rØelx,
bxc 6 x < bxc + 1 ou x � 1 < bxc 6 x:

� 8" > 0, 0 <
"
2

< " ,

� si A � R,

� A est majorØe ssi9M 2 R; 8x 2 A; x 6 M ,

� A est minorØe ssi9m 2 R; 8x 2 A; m 6 x,

� A est bornØe ssi9(m; M ) 2 R2; 8x 2 A; m 6 x 6 M ,

si a 2 R,

� a = min( A) , a 2 A et 8x 2 A; a 6 x,

� a = max(A) , a 2 A et 8x 2 A; x 6 a,

� a = inf( A) , a est un minorant deA et 8b minorant deA; a > b.

� a = sup(A) , a est un majorant deA et 8b majorant deA; a 6 b.

Proposition 87
Soit A � R, soit B = fj xj; x 2 Ag. Alors A est bornØe si et seulement siB est majorØe.

DØmonstration

) Si A est bornØ, on dispose de(m; M ) 2 R2 tels que

8x 2 A; m 6 x 6 M:

PosonsS = max( jM j; jmj). Alors
� S > jmj > � m, donc � S 6 m,
� S > jM j > M .

En particulierS > 0. Et, pour tout x de A,

� s 6 m 6 x 6 M 6 S;

i.e. pour tout x dansA, jxj 6 S.
Donc, pour tout y dansB , y 6 S. Donc B est majorØe.

( Si B est majorØe, on dispose deM 2 R tel que 8y 2 B , y 6 M . Donc, pour tout x dansA,
jxj 6 M , donc

8x 2 A; � M 6 x 6 M;
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donc A est bornØe.

�

Proposition 88 (Borne supØrieure)
Toute partie non vide majorØe deR admet une borne supØrieure.

Corollaire 89
Toute partie non vide minorØe deR admet une borne infØrieure.

DØmonstration

Les deux dØmonstrations sont à revoir à l’occasion !�

Proposition 90 (Une dØ�nition alternative de la borne supØrieure)
Soit A � R, non vide. SoitM 2 R. Les assertions suivantes sont Øquivalentes

1. M = sup(A),

2. 8x 2 A; x 6 M ^ 8 " > 0; 9a 2 A; M � " 6 a 6 M ,

3. 8x 2 A; x 6 M ^ 8 " > 0; 9a 2 A; jM � aj 6 " .

Remarque 91
Les deux derniŁres propositions sont presque les mŒmes, le rØsultat important est l’Øquivalence
( i ) , ( i i ).

DØmonstration

On va dØmontrer (i), (ii) et (ii) , (iii) (pour bien mettre en avant le fait que c’est la premiŁre
implication qui est fondamentale.

� (i) ) (ii) Supposons queM = sup(A).
. DØjà, M majore A.
. Ensuite, soit " > 0. Si on avait

8x 2 A; M � " > x;

alorsM � " serait un majorant deA strictement supØrieur àM , absurde ! Donc on dispose de
a 2 A tel que M � " 6 a.
Mais a 2 A donc a 6 M , donc, �nalement,

M � " 6 a 6 M:
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� (ii) ) (i) Supposons (ii).
. DØjà, M est un majorant deA car 8x 2 A; x 6 M .

. Ensuite, soitN un autre majorant deA. Si on avaitN < M , alors en notant" =
M � N

2
,

" > 0 et N = M � 2" < M � ":

Mais alors, par (ii), on dispose dex 2 A tel que M � " 6 x, donc N < x , absurde !
Donc N > M .
Donc M est bien la borne supØrieure deA.

DØmontrons alors l’autre Øquivalence.

� (ii) ) (iii) Supposons (ii).
. DØjà, M est un majorant deA donc on a bien8x 2 A; x 6 M .
. Ensuite, soit " > 0. Alors on dispose dex 2 A tel que

M � " 6 x 6 M 6 M + ";

donc jx � M j 6 " .

� (iii) ) (ii) Supposons (iii).
. DØjà, M est un majorant deA donc on a bien8x 2 A; x 6 M .
. Ensuite, soit " > 0. Alors on dispose dex 2 A tel que jx � M j 6 " . Alors

M � " 6 x 6 M + ";

Mais M majore A donc x 6 M . D’oø (ii).

�

Proposition 92 (Une dØ�nition alternative de la borne infØrieure)
Soit A � R, non vide. Soitm 2 R. Les assertions suivantes sont Øquivalentes

1. m = inf( A),

2. 8x 2 A; x 6 m ^ 8 " > 0; 9a 2 A; m � " 6 a 6 m,

3. 8x 2 A; x 6 m ^ 8 " > 0; 9a 2 A; jm � aj 6 " .

Exemple 93

Soit A =
�

1
n

; n 2 N�
�

. DØmontrons que0 = inf( A).

DØjà, pour tout a dansA, 0 6 A.
Ensuite, soit " > 0.

...�a�u� �b�r�o�u�i�l�l�o�n�...
On cherchen tel que

1
n

> " , i.e. n >
1
"

.
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Posonsn =
�

1
"

�
+ 1 . Alors n >

1
"

donc 0 6
1
n

6 " .

Donc 0 = inf( A).

On rappelle que l'on a vu 9 types d'intervalles dansR :

R; ] � 1 ; b]; ] � 1 ; b[; [a;+ 1 [; ]a;+ 1 [; ]a; b[; ]a; b]; [a; b[; [a; b]:

Dé�nition 94

Un ensembleI de R est un intervalle si et seulement s'il véri�e la propriété suivante :

8(x; y) 2 I2; (x 6 y) ) ([x; y] � I):

Remarque 95

Cela veut dire que l'ensemble est � sans trou �.

Proposition 96 (Précision de la proposition précédente)

Soit I une partieR, non vide, véri�ant 8(x; y) 2 I2; (x 6 y) ) ([x; y] � I).

1. si I n'est ni majoré, ni minoré, alorsI = R.

2. si I est majoré, non minoré, soitb = sup(I)

ˆ si b 2 I, I =] � 1 ; b],

ˆ si b =2 I, I =] � 1 ; b[.

3. si I est minoré, non majoré, soita = inf( I),

ˆ si a 2 I, I = [ a;+ 1 [,

ˆ si a =2 I, I =] a;+ 1 [.

4. si I est borné, soita = inf( I) et b = sup(I).

ˆ si a 2 I et b 2 I, I = [ a; b],

ˆ si a =2 I et b 2 I, I =] a; b],

ˆ si a 2 I et b =2 I, I = [ a; b[,

ˆ si a =2 I et b =2 I, I =] a; b[.

Démonstration

1. si I n'est ni majoré, ni minoré, démontrons queI = R. Déjà, I est clairement inclus dansR.
Ensuite, soit x 2 R. Comme I n'est pas majoré ni minoré parx, on dispose de� 2 I tel que
� 6 x et de � 2 I tel que x 6 � .
Mais commeI est un intervalle,[�; � ] � I , donc x 2 I.
Donc, par double inclusion,I = R.
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