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1D 09
Arithmétique

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soit n dans N*. Montrer que 11 divise 2°"~°+432" et que 17 divise 3x 52"~ 142372,

Correction
Déja, 20775 = 26(=D+1 On remarque que 2° = 64 = —2[11] donc 26"~V = (—2)""[11].
Donc 2°"~® = —(—2)"[11]. Ensuite, 3% = 9 = —2[11] donc 3" = (—2)"[11] donc 2°"°43%" =
0[11], d'ou le résultat.

De méme, on écrit que 3 x 5271 4 2312 — 3 x 52(=D+1 4 53(n-1)+1 o 52 = 8[17], et
23 = 8[17], donc

3x 5214232 =3 x5x 8" 4+ 2x8" = (15+2) x 8" =0[17],

d'ou le résultat.

Exercice 2. Montrer que pour tout k dans N*, il existe a dans Z tel que [a, a + k] ne contienne
aucun nombre premier.

Correction

Prenons a = (k 4+ 2)! + 2. Alors aucun entier entre a et a + k ne sera premier !

Exercice 3. Soient a et b deux entiers tels que a®|b>. Montrer que a|b.

Correction

Soit p un nombre premier. Par hypothése, v,(a%) < v,(b?), i.e. 2v,(a) < 2v,(b), donc v,(a) <
vp(b). Donc a divise b.

Exercice 4. Nombres de Mersenne. 1. Soit n > 1. Montrer que si a”" — 1 est premier, alors a = 2
et n est premier.

Correction

Supposons a # 2. Alors 8" — 1= (a—1)(a" ' +---+a+1)eta—1>1donca—1est
un diviseur de a" — 1 différent de 1 et de a” — 1, donc a” — 1 n’est pas premier.
Supposons n non premier. Alors on dispose de m et de p différents de 1 tels que n = mp.
Donc

A" —1=@"P-1=(a"-1)(a™P V4 m41),

et a” — 1 est un diviseur de 3" — 1 différent de 3" — 1 et de 1. Donc a” — 1 n’est pas
premier.

2. On pose, pour n dans N, M,, = 2" — 1. Montrer que
M AN My = M.
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(on regardera les restes dans I'algorithme d'Euclide pour My et M,).

4‘ Correction

Effectuons la division euclidienne de M, par M,. On écrit k = 0£qg + r, donc

2k_1:2€q+r_1:2r(2£q_1)+2r_1:(26_1)2r(2e(q71)+.._+2€_~_1)_~_2r_1_
Posons Q = 27(2%9=Y ... 4 2¢ 1+ 1). Alors
V=l = (@ = 1)@ 2 =1,

et 2" —1 < 2¢ — 1. Donc le reste de la division de My par M, est M, ol r est le reste de
la division de k par £. Donc si (a,) est la suite des entiers de I'algorithme d'Euclide pour
k et £, (M,,) est la suite des entiers de |'algorithme d'Euclide pour My et M,. D'ou le
résultat.

Exercice 5. Soit n un entier naturel non nul, p un nombre premier. Démontrer que

vo(n!) = k% UkJ .

—‘ Correction

On a déja vp(n!) = Z vp(k). Il faut maintenant comprendre comment vont se comporter les
k=1

entiers entre 1 et n. Soit K = max{i € N, p' < n}. Alors pour tout / > k, on sait que p' ne

va diviser aucun entier entre 1 et n. Ensuite :

n

n ) L .
e llya LJKJ entiers entre 1 et n divisibles par p”. Ils apportent chacun une valuation de

1

n n ) o .
e llya L}KIJ — L?KJ entiers entre 1 et n divisibles par pK* mais pas par pK. lls vont

chacun apporter une valuation de K — 1.
: N n n . o : .
e On continue ainsi jusqu'a L}J = L’ﬂJ entiers divisibles par p mais pas par p?, qui

apportent chacun une valuation de 1.

D’ou, au final,
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a-a((2] 2
:sz;k {kJ —(k+1) {IZHJ +sz; {pkn“J
_ ZJ —(K+1) LDKHH +§:{pkn+1J

d'ou le résultat souhaité.

2 Exercices a faire en TD

Plan de travail
1. Des exercices de base sur les congruences : le[6] [7] et [8] Le[10] est plus difficile!

2. Des exercices sur les notions de pgcd et ppcm : le [1] le [12] le [I3] sont assez basiques, le
est conseillé (classique), le [I5] est simple quand on a la solution mais peut parfois poser
probléme !

3. Des exercices sur les nombres premiers, utilisant la notion de valuation et [17), d'autres
sur le petit théoreme de Fermat ([L8) et d’autres plus généraux (20] et [21))

4. Le théoreme de Wilson est un exercice intéressant ((19))

5. Des exercices un peu plus accessoires sur les résolutions d'équations arithmétiques : équations
avec pgcd et ppem (23]), des équations diophantiennes (22| et [24]), un résultat qui utilise ou
les valuations, ou des résultats d'analyse ([25]).

6. Enfin, le dernier exercice (26)) est un oral d'ENS, tres difficile mais intéressant !

Minimum vital faire le[6] questions 1 et 2, le[7] question 1, le[L1] questions 1 et 2, le[14] le[16]

le 221

2.1 Divisibilité —congruences

Exercice 6. Jouons avec les congruences. © OO

1. Déterminer le reste modulo 11 de 2123 + 2121
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Correction

On écrit 2123 4 2121 = 2121 5 Or, d'aprés le petit théoreme de Fermat,

(211)11 = 211[11]
= 2[11].

Donc 22! x 5 = 10[11].

2. Montrer que Vn € N, 7|32 4 2n+2,

4‘ Correction

On remarque que 32 = 2[7]. Donc 32" = 2"[7]. Donc 32" 4 2™2 = 27 x 3 422 x 4[7],
i.e. 32mL 4 o+l =7 % 27[7] donc 7 divise 32" 4 27+

3. Montrer que Vn € N, n?|(n+1)" — 1.

Correction

Soit n dans n. Alors

Or, n?|n? et pour k > 2, n?|n¥, donc n?|(n+1)" — 1.

Exercice 7. @ ©O Soit n un entier naturel non nul. Montrer que...
1. ..n*(n® — 1) est divisible par 8.
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Correction

On factorise |'expression :
n(n® —1)=n*(n* - 1)(n® +1)
=n(n—1DA+n+nm)(n+1)(n° —n+1).

e Si n est pair, alors on dispose de k tel que n = 2k donc n® = 8k® donc 8 divise
n(n® —1).
e Sin est impair
— si n = 1[4], alors on dispose de k tel que n = 4k + 1, donc (n—1)(n+1) =
4k(4k 4 2) = 8k(2k + 1), donc 8 divise n*(n® — 1).

— si n = 3[4], alors on dispose de k tel que n = 4k + 3, donc (n—1)(n+1) =
(4k + 2)4k = 8k(2k + 1), donc 8 divise n*(n® — 1).

2. ...n> — n est divisible par 3.

Correction

On écrit n* —n = n(n*> —1) = (n—1)n(n+ 1). Or dans trois entiers consécutifs, I'un au
moins est multiple de 3, donc 3 divise n® — n.

3. ...3"3 — 4%%2 est divisible par 11.

Correction

On remarque que 4° = 5[11], donc 4* = 3[11], donc 4*"" = 3" x 5[11]. Donc 3" —
442 = 37(33 _ 5)[11]. Or 3* = 27 = 5[11]. Le résultat est donc démontré.

4. __lorsque n est impair, n(n® — 1) est divisible par 24.

Correction

On remarque que n(n®> —1) = n(n —1)(n + 1), divisible par 3 par la premiére question.
Si n est impair, on écrit n = 2k + 1. Alors n — 1 = 2k et n+ 1 = 2k + 2, donc
(n—=1)(n+1) = 4k(k+ 1). Or le produit de deux entiers consécutifs est pair, donc 8
divise 4k(k + 1). Donc n(n®> — 1) est divisible par 3 et 8, qui sont premiers entre eux,
donc il est divisible par leur produit, c'est-a-dire par 24.

Exercice 8. ®©O Un nombre palindrome est un nombre qui se lit indifferemment de gauche a
droite ou de droite a gauche. Par exemple, 2002, 12321 sont des nombres palindromes. Prouver
qu'un nombre palindrome ayant un nombre pair de chiffres est divisible par 11.

Exercice 9. @@®O Soit x un entier naturel non nul, x = ayay_1 - . . a1ao son écriture en base 10 (ag
est le chiffre des unités, a; des dizaines, etc.)

1. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise 5ag + ayan_1 ... aza1.
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Correction

Remarquons que

X =ayaN-1...a1do

= ayan-1.-.a10 + ao

=10 X aNaN—T @ + 2
:10Xm+30+4980—4980

=10 x (a/\/a/\/_l L..a1+ 530) — 49ag,
donc, comme 49 = 0[7],
x =10 x (a/\/a/\/_l ...ar + 530) [7]

Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise 10 X (@Gyan—z1...a1 + 5ap).
Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise ayay—z ... a1 + 5ap (par le théoréme de Gauss,
car 7 est premier avec 10).

2. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise ayay_1 ... ara; — 2ao.

Correction

Remarquons que

X =anan-1...d1d0
=ayan-1...a10 + a
=10 X ayan_1...a1 + ao
=10 x ayan_1 ... a1+ ag — 21ag + 21ag

=10 x (a,\,a,\/,l ...a;+ 530) + 2180,
donc, comme 21 = 0[7],
x =10 x (@yan_1...a1 — 2a0) [7]

Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise 10 X (ayay—1...a1 — 2ap).
Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise ayay_1 ... a1 — 2ag (par le théoréme de Gauss,
car 7 est premier avec 10).

3. On propose une recette pour déterminer si un grand nombre est divisible par 7. Soit par
exemple le nombre 7905669884. On |'écrit en séparant les nombres en paquets de 3 :

7 905 669 884

puis on fait la somme alternée 7 — 905 + 669 — 884 = —1113.

On prend la valeur absolue du résultat, 1113 et, s'il est divisible par 7, alors le nombre de
départ l'est !

(ici, on utilise la méthode du 2 : 111 — 2 x 3 =105, 10 — 2 x 5 = 0 donc 7 divise 105 donc
1113 donc 7905669884).

Expliquer cette méthode.
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Correction
3n—1

On écrit, si x = Z a,10¥ (quitte a mettre des zéros, on fait en sorte d'avoir un multiple

k=0
de 3 de chiffres),

X = ag + 10a; + 100a; + 1000(as + 10a4 + 100as) + . ..
n—1

3 N —
= E 10°P X 33p42a3p11d3p-
p=0

Mais 10 = 3[7] donc 100 = 30 = 2[7] donc 1000 = 20 = —1[7]. DOnc

1
x =) (—1)P x asproazpy1a3pl7],

=)
|

b
I
o

d'ou la méthode utilisée !

>

Exercice 10. @@® On pose, pour tout n dans N, H, = . Montrer que pour tout n > 2, H,

k=1

e

n'est pas entier.

Correction

_ a _ _
On montre P, : Soit p tel que 2° < n < 2P*L alors H, = 5 avec a et b impairs.

On démontre le résultat par récurrence, pour n > 2. Pour n = 2 c'est immédiat.
Si le résultat est vrai en n, avec 2P < n < 2P™1, alors on regarde n+ 1. Ou bien n+ 1 = 2P*!

et alors , 1 22+ b
a a
Hny1 = H”"‘W = 5op T opHl T oprip

d'ol le résultat. Sinon n+ 1 < 2P™! donc on peut écrire n+1 = 29c avec g < p+ 1 et ¢

impair. Donc
1 a 1 ac + b2r—4
Hrer =Hot 500 = 205 T 20c =~ 2obc

d'ou le résultat.

2.2 PGCD, PPCM

Exercice 11. ©OO Soit n € N*.
1. Trouver le pged de n! + 1 et (n+ 1)1 + 1.

Correction

Nommons a=n!+1et b= (n+ 1)+ 1. Remarquons que (n+1)a—b = n, donc aA b
divise n. Il divise donc n!. Il divise donc a —nl = 1. Donc aA b = 1.

2. Montrer que 2n+ 1 et 14n 4+ 3 sont premiers entre eux.
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Correction

Posons a = 2n+ 1 et b = 14n+ 3. On remarque que a A b divise 7a — b = 4. Donc
aANb=1,2o0u4. Or aestimpair et aA b divise a. Donc aA b= 1.

3. Montrer que n* +3n° 4+ 1 et n® + 2n sont premiers entre eux.

Correction

Posons a = n*+3n°>+ 1 et b= n>+2n. Donc aA b divise c = a— nb=n?>+ 1. Donc
aAbdivise d = b—nc=n. Donc aA b divise a— (n*+3n)d =1. Donc aA b=1.

Exercice 12. @@0O Soit (P, m) € (N*). Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe deux entiers dont le produit soit P et le ppcm m. Comment déterminer alors les entiers
solutions ? A titre d’exemple, traiter le cas P =24, m = 12.

Correction

Analyse. Supposons qu'il existe a et b deux entiers tels que ab= P et aVv b= m. Alors P est
un multiple commun a a et a b, donc m divise P.

P P
De plus, ab=aA b x aV b. Donc - =aAb. Or aA b divise aV b. Donc - divise m, donc
P divise m?.
Finalement, m|P|m?.

P
Synthése. Supposons que m|P et P|m2. Posons alors a=met b = e Alors ab = P. Reste a

P . .
montrer que m = aV b. Par hypothése, - divise m, donc b divise m = a. Doncavb=a=m.
D'ou le résultat !

Exercice 13. @ ©O Soit n € N*. Montrer que ppcm(1,2, ..., 2n) =ppcm(n+1,..., 2n).

Correction

Soit k dans {1,..., n}. On va montrer qu'un des multiples de k est dans {n+1,..., 2n}.
Cela permettra de dire qu'un multiple commun a {n+1,..., 2n} est aussi multiple commun a
{1,..., 2n}. L'idée est de regarder 2k, 4k, 8k, etc. et de se dire qu'il y en a bien un qui sera
dans {n+1,..., 2n}.

Considérons I'ensemble A = {2°k, s € N}. Alors AN [1, n] est non vide (il contient k) et
majoré. Il contient donc un plus grand élément, de la forme 2%k, avec a € N. Alors 27k < n,
donc 2371k < 2n et 27271k > n+ 1. En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait 2°t1k < n,
donc 2771k serait dans A, contradiction.

Donc tout multiple commun a {n+1,..., 2n} est multiple de tous les entiers de 1 a n.
Donc les multiples communs de (1,2,..., 2n)y et (n+1,..., 2n) sont les mémes. Donc
ppcm(1,2, ..., 2n) =ppecm(n+1,..., 2n).

Exercice 14. @00

1. Montrer que pour tout n dans N, il existe un unique couple (an, by) € 72 tel que

(1+V2)" = a,+ V2b,.
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4‘ Correction

Unicité : soit n dans N, (ap, by, al,, b},) € Z* tels que ap + V2b, = al, + V2b),. Alors

an—a, = V2(bl,—b,), donc, si b, # b, V2 = Zln — Z”, donc V/2 est rationnel, absurde !
n_~ *n

Donc b, = b),, donc a, = a,,.
Existence, méthode 1. Soit n dans N. Alors on écrit

(1++v2)"= En: (Z)x@k

k=0
n K n k
- () = ()
0<k<n 0<k<n
k pair k impair
3] . , L I .
2 ()7 3 ()2
p=0 P p=0 P+
4] () 12,
= 2° + 2 ( > 7,
e 2 = 2p+1
1) , =),
I 4 _ P _ P
d’'ou le résultat en posant a, = F; <2p>2 et b, = ; <2p+ 1)2 )
Existence, méthode 2. On démontre la proposition P, : 3(a,, by) € N2, (14 v2)" =

a, +V2b,.
Initialisation : pour n =0, on pose ag = 1 et by = 0, d'ou le résultat.
Hérédité : si la proposition est vraie au rang n, alors on dispose de a, et b, tels que

(1++v2)"=a, +V2b,.

Alors

(1+vV2)™ = (a, + V2b,)(1 + V2) = a, + V2a, + V2b, + 2b,,

d'ou le résultat en posant a,+1 = a, + 2b, et bpy1 = a, + by.

2. Montrer que pour tout n dans N, pgcd(ap, b,) = 1.

Correction
any1 = an +2b,

Montrons le résultat par récurrence sur n. Comme pour tout n, { On

b,-,_»,_l = ap + bp.
montre alors que si d, = a, A b,. Déja a,+1 et b1 sont combinaisons linéaires de a,
et b, donc d, divise a1 et bpy1 donc d, divise dyi1. De plus, apt1 — bpy1 = by et
2bpy1 — anty1 = a, donc dpqq divise d,. Donc dpy1 = d, = di = 1 par récurrence
immédiate.

Exercice 15. @@0O Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
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1. On suppose pgcd(a, b) = 1. Déterminer le pgcd de ab et a+ b.

4‘ Correction

On pose d ce pgcd. Il divise ab et a+ b donc il divise ab—a(a+ b) = —a°, et de méme il
divise ab— b(a+ b) = —b? donc d divise a* et b> donc leur pgcd. Or, a°> A b? = 1 (car si
p €P, vy(a® A b%) = min(v,(a2), v,(b%)) = min(2v,(a), 2v,(b))2 min(v,(a), v,(b)) = 0.
Donc ce pgcd est égal a 1.

Autre méthode. Si d est un diviseur commun a aet a a+ b alors il divisea+b—a=b
donc il est commun a a et a b donc est égal a 1, donc a A (a+ b) = 1. De méme,
bA(a+b)=1.Donc abA (a+ b) =1 (car tout diviseur premier de ab divise a ou b).

2. Dans le cas général, quel est le pgcd de a+ b et ppcm(a, b) ?

Correction
Sid=aAb E/\9—1donc
= 2=
a by ab_,
0 9 046
donc, en multipliant par ¢, (a+ b) A %b =0, donc (a+b)A(aVvhb)=4.

2.3 Nombres premiers

Exercice 16. ©OO Soient a et b deux entiers naturels tels qu'il existe n dans N* tel que a" divise
b". Montrer que a divise b.

Correction

Soit p un nombre premier. Alors par hypothése v,(a") < v,(b") donc nv,y(a) < nv,(b) donc,
comme n € N*, v,(a) < v,(b), donc a divise b.

Exercice 17. @ 0O Soit n un entier positif. Montrer que v/n € N & +/n € Q < n est un carré
parfait (i.e. 3k € N, n = k?).

_‘ Correction

On procéde par implications circulaires :

e (n est un carré parfait = /n € Q :) Evident car N C Q.

e (v/n € Q= nestun carré parfait :) On suppose v/n € Q, alors on dispose de p et g dans
(N*)? tels que v/n = g Alors ng® = p?, donc ¢ divise p? donc (exercice q divise p,

donc on dispose de k € N tel que p = kg, donc v/n = k, donc n = k? donc n est un
carré parfait.

e (nest un carré parfait = /n € N : )si on dispose de k tel que n = k?, alors v/n = k € N.
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Exercice 18. Applications du petit théoréme de Fermat. @ @O
1. Quel est le reste de la division euclidienne de 27°" par 137

4‘ Correction

On sait que 21 = 1[13] par le petit théoréeme de Fermat. Il faut donc trouver le reste
de la division euclidienne de 707 par 12. Or, 72 = 0[12] donc 70 = —2[12]. Mais on
remarque que (—2)? = 4[12] et que pour tout k dans N, k > 2, (=2)K = 4[12]. Ainsi,
707" = 4[12] donc 27°" = 4[12].

2. Montrer que pour tout n € Z, on a n’ = n [42)].

4‘ Correction

Soit n dans Z. Déja, n” = n[7] par le petit théoréme de Fermat. Donc 7 divise n” — n =
n(n®—1)=n(n*-1)(n"*+1) = n(n—1)(n* +n+1)(n+1)(n* — n+1), nombre divisible
par 2 et par 3 (produit de 3 entiers consécutifs) donc par 6 donc par 42 (théoréme de
Gauss).

3. Trouver les nombres premiers p tels que p divise 2P + 1.

Correction

On sait que si p € P, 2P = 2[p]. On veut aussi 2° = —1[p] donc on veut p tel que
= —1[p] i.e. p divise 3. Donc 3 est la seule solution.

Exercice 19. Théoréme de Wilson. @ @O Soit p un nombre premier différent de 2.
1. Montrer que (p — 1) = 1[p].

Correction

(p—1)2=p?>—2p+1. Or, p> =0[p] et —2p = 0[p], donc (p — 1)?> = 1[p].

2. Montrer que x° = 1[p] si, et seulement si x = 1[p] ou x = —1[p].

Correction

Déja si x = 1[p] ou x = —1[p], x> = 1[p] par les régles de calcul sur les congruences.

Ensuite, si x> = 1[p], alors p divise x> —1 = (x — 1)(x + 1), donc, comme p est
premier, p divise x — 1 ou p divise x + 1, donc x = 1[p] ou x = —1[p].

3. Soit ndans {1,2,..., p — 1} Montrer qu'il existe un unique entier m dans {1,2, ..., p—1}
tel que mn = 1[p]. Quand a-t-on m=n?

On sait que n est premier avec p donc par le théoréme de Bézout, on dispose de u et v
tels que un + vp = 1. Effectuons la division euclidienne de v par p : u = pqg + r, avec
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1<r<p. Doncun+vp=(pg+r)n+vp=rn+(gn+ v)p. Donc rn—1 est divisible
par p, i.e. rn = 1[p]. D'ou I'existence de cet entier.

Pour I'unicité, si rn = 1[p] et mn = 1[p], alors rn = nm[p], donc, comme n est premier
avec p, r = m. D'ou 'unicité.

Pour avoir m = n, il faut avoir m?> = 1[p], i.e. m = 1[p] ou m = —1[p], i.e., comme
me{l,...p—1}, m=1ou m= p— 1. Réciproquement, sim=1ou m=p—1,
m? = 1[p].

4. Démontrer que (p—1)! = p — 1[p].

Correction

Ecrivons (p— 1) = (p—1) x (2 x --- x (p — 2)). On sait que pour tout élément m de
{2,..., p—2} il existe un unique m différent de m tel que mn = 1[p]. En regroupant par
paires ces éléments, on en déduit que 2x---x (p—2) = 1[p], et donc (p—1)! = p—1[p].

5. Déduire de ce qui précéde une preuve du théoréme de Wilson : pour tout entier naturel g, g
est premier si, et seulement si (¢ — 1)! = g — 1[q].

Correction

On vient de montrer que si g est premier alors (g — 1)! = g — 1]q].

Réciproquement, si g vérifie (g — 1)! = g — 1[q], alors g divise (¢ — 1)! — (¢ — 1) =
(g—1)((g—2)!'—1), donc, come gA(g—1) =1, g divise (g —2)! — 1. Donc on dispose
de k dans Z tel que

(=)' —kg=1,

donc tous les entiers de 1 a g — 2 satisfont une relation de Bézout avec q. Donc g est
premier avec touts les entiers de 2 a g — 2, donc, en particulier, n'est divisible par aucun
de ces entiers. Il n'est pas non plus divisible par g — 1, donc g n'est divisible par aucun
des entiers entre 2 et g — 1, donc g est premier.

Exercice 20. Nombres premiers jumeaux. @Q©O Deux nombres premiers p et g sont dits jumeaux
si leur différence est égale a 2.

1. Donner des exemples de nombres premiers jumeaux.

Correction

3 et 5 sont deux nombres premiers jumeaux.

2. Soient p et g deux nombres premiers. Montrer p et g sont jumeaux si, et seulement si pqg+ 1
est un carré.

Supposons que p et g sont deux nombres jumeaux. Alors g = p+ 2, donc pg+ 1 =
pP?+2p+2=(p+1)>
Supposons que pg + 1 est un carré, c’est-a-dire qu’on dispose de k tel que pg+ 1 = k°.
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Alors pqg = k> —1 = (k — 1)(k + 1). Donc p divise k — 1 ou k + 1, et g divise k — 1 ou
k + 1. lls ne peuvent diviser le méme de ces entiers, sinon on aurait pq qui le diviserait,
i.e. pg serait strictement inférieur a (k — 1)(k + 1). Mettons-nous dans la situation ot p
divise k —1 et g divise k+ 1. Alors p=k—1et g = k+1 carsinon pg < (k—1)(k+1).
Donc g — p =2, i.e. p et g sont jumeaux.

3. Montrer que si p et g sont deux nombres premiers jumeaux supérieurs ou égaux a 5, alors
p + g est divisible par 12.

Correction

Comme p+ g est la somme de deux entiers impairs consécutifs, leur somme est divisible
par 4 (on les écrit 4k + 1 et 4k + 3). De plus, comme I'un est congru a 1 modulo 3 et
I'autre congru a 2 modulo 3 donc leur somme est divisible par 3, donc (Gauss) elle est
divisible par 12.

Exercice 21. @ @© On veut montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k +3,
avec k € Z. On note leur ensemble P34 et suppose, par I'absurde, que P34 = {p1, ..., pn} avec
N €N. On pose g =4(p1...pn) — 1.

1. Montrer que g posséde un facteur premier congru & 3 modulo 4.

4‘ Correction

Déja, g est impair donc 2 ne divise pas g. Or, si tous les facteurs premiers de g étaient
congrus & 1 modulo 4, g serait congru & 1 modulo 4 (car le produit de deux éléments
confrus a 1 modulo 4 est congru a 1 modulo 4). Or, g = —1[4], absurde.

2. Montrer que ce facteur premier ne peut pas étre égal a p1, ..., pn, et conclure.

Correction

Soit p un facteur premier de 4(p; ... py) — 1. Alors, si p était égal a I'un des p;
on aurait p qui divise 4p; X --- X py, donc p diviserait —1, absurde.
On conclut que P54 est infini.

2.4 Reésolution d’équations

Exercice 22. @ 0O

1. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de 29x — 11y = 1.

Appliquons I'algorithme d'Euclide a 29 et a 11.
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20=2x11+7

11=1x7+14
7=1x4+43
4=1x3+1
3=3x1+40

Donc 29 et 11 sont premiers entre eux. On remonte alors I'algorithme d’'Euclide.

1=4-3
=4—(7-4)
=2x4-7
=2x((11-7)-7
=2x11-3x7
=2x11-3x(29—-2x11)
=8x11—-3x29.

Donc (x,y) = (—3, —8) est une solution de I'équation. L'ensemble des solutions est donc

{(=3+ 11k, —8 + 29k), k € Z}.

2. Résoudre dans Z> I'équation 5x — 3y + 8z = 1.

4‘ Correction

Résolvons I'équation

bx -3y =1-8z,

de paramétre z. On sait que pour x = 2 et y = 3, 5x — 3y = 1, donc (x,y) =
(2 = 162,3 — 24z) est une solution de I'équation. Donc I'ensemble des solutions de
I’équation a paramétre est

{(2 = 162+ 3k,3 — 24z + 5k), k € Z}.

Aucune contrainte n'est a poser sur z donc I’ensemble des solutions de I'équation a trois
inconnues est |'ensemble

{(2—-16z+3k,3—24z+5k,z), k€ Z,z € Z}.

Remarque : I'exercice aurait été beaucoup plus diffiicle si les trois nombres étaient juste
premeirs entre eux dans leur ensemble, mais pas premiers entre eux deux a deux (par
exemple, 6,15, 10).
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Exercice 23. @ 0O Résoudre dans Z? le systéme

X+ y =56,
xVy = 105.

_‘ Correction

On remarque que 105 = 5x 21 =5x3 x 7. Or x A y divise a la fois 56 et 105, donc il
divise 56 A 105, donc il divise 7. Donc x Ay =1 ou 7. Si x Ay = 1, alors xy = 105 Donc
(x,y) € {(1,105),(3,35),(5,21), (7,15)} (et les symétriques). Or aucune des sommes des
couples décrits ici ne fait 56.

Si x Ay = 7, alors on pose x' = x/7 et y) = y/7. Alors X'y’ = 15 et X' +y' = 8. Donc
x' =3 ety =5 ou l'inverse. Donc les deux solutions de I'équation sont (x, y) = (21,35) et
(x,y) = (35,21).

Exercice 24. @@0O Soit p un nombre premier. Résoudre |I'équation suivante d'équations (x, y) € N

x? 4 px = y2.

—‘ Correction

Analyse. Soit (x, y) un couple solution.

e si p|x, alors x = px’ avec X' € N, donc p|x? + px donc p|y?, donc ply, donc y = py’,
y' € N. Donc p?x? + p>x" = p?y'?, donc x? + x' = y"?, donc x'(x' +1) = y°.
Six' =0,y =0et(0,0) est bien solution. Sinon, x’(x'+1) n’est pas un carré (si p|x’ En
effet, x et x' + 1 sont premiers entre eux, donc pour tout nombre premier p, v,(x") =0
ou v,(x' + 1) = 0. Donc nécessairement v,(x") et v,(x’ + 1) sont paires (car v,(y"?) est
paire), donc x’ et x’ + 1 sont des carrés, impossible (si c'était le cas, on aurait x' = k°
et X' +1=1¢%avecl >k doncl=x"+1—-x =€ —k?>= (£ — k)(£+ k) impossible.
‘ Donc, si p|x, alors la solution est (0, 0). ‘

e sinon, soit g € P, g # p. Soit a = v4(x) et B = v4(y). Alors x = ¢*ret y = ¢Ps avec r
et s non divisibles par g. Alors I'équation devient

q2ar2 +pqar: q2652_

c'est-a-dire, comme ¢ divise le membre de gauche, et que g s,
q*r? + pr = ¢?%~s2.

Or, sia > 0, alors 28 —a = 0. Sinon cela signifierait que g divise pr, ce qui est impossible
carg#petq Jr.

Donc si g|x, o = 203. En particulier, cela signifie que x est un carré : x = a
et y = a.b avec b € N. L'équation devient alors

2 avec a € N,

at+ pa® = a’b?,
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soit, en divisant par a®, a°> 4+ p = b, ou encore
p=b>—a°>=(b—a)(b+a)

Donc, oubien b—a=petb+a=1, oubien b—a=1et b+ a= p. Le premier cas
est exclu car a > 0, donc

p—1 p+1
=——¢etb=——
“=g ¢ 2
donc ( 2 )
p—1 pe—1
=-——¢ety=ab= .
X 7 ety=a 7
-1 2 2 1
La solution non nulle de I'équation est alors ((/)4) p4)

Exercice 25. Résolution de I'équation x¥ = y*. @@0O On veut résoudre |'équation x¥ = y* d'in-
connues (x,y) € N*, non triviales, i.e. telles que x # y. On suppose x < y. On va proposer deux
méthodes de résolution.

1. En étudiant les valuations p-adiques, montrer que x|y. Conclure.

Correction

Soit p un nombre premier. Alors v,(x¥) = yvp(x) et v,(y*) = xvp(¥). On a donc
YVp(x) = xvp(y). Or, x <y, donc v,(x) < vp(y). Donc x|y, donc on peut écrire y = kx,
donc x¥ = x** donc y* = (x*)* donc y = xX. Donc x¥ = kx. Donc k = x*71. Or, si
x > 2, pour tout k > 2, k < x*~!. Donc x =2 et k =2. Donc x =2 et y = 4.

In(x)

2. Retrouver le méme résultat en étudiant la fonction x — ——= sur ]Ri.
X

Correction

On étudie f : x —

1—In(x)

, de dérivée x +— , donc croissante jusqu'en e et

In(x)

X x2
décroissante ensuite. L'équation x¥ = y* s'écrit f(x) = f(y), avec x < y. Etant donné
le sens de variation de f, les solutions x < y de cette équation sont de part et d'autre
dee. Donc x=1o0ou x=2. Lecas x =1 donne 1 =y, impossible. Le cas x = 2 donne

2¥ = y?, donc y = 4.

Exercice 26. Oral ENS. 0 @@

b
1. Montrer que pour tout (a, b) dans (N*)?, a(az ) divise ppem((b + i)1<i<a)-

Correction
b b ! b+1)...(b
Déja, a a—g = ((a( _—E)Ez)[)! = (b+ (;_ 1()! 25 a). On sait que pour tout p dans P,
Vp(((b + i)1gica)) = max(vp(b + i))1<i<a- DEja, si p > a est un diviseur premier d'un
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certain b+ 1/, il n'est diviseur que d'un des b+ i, car sinon il diviserait b+ i et b+ j avec
1<i<j< adoncj—iaquiestdans[1,a— 1], absurde. Donc le ppcm des (b+ /i) sera
divisible par le produit de tous les diviseurs premiers de I'un des (b + i), supérieurs ou
égaux a a.

Ensuite, si p est un diviseur premier de I'un des b; inférieur ou égal a a — 1, soit iy tel
que vp(b+ip) = max((b+1),1 < i < a) = «, alors il suffit de compter le nombre de

. s a—1 , L
b + i qui sont aussi divisibles par p. Il 'y en a hﬂ_lJ — 1 qui sont divisibles par p*~!
R . la—1 a—1 . - a2 . a—1
(on enléve b+ iy, F — F — 1 qui sont divisibles par p mais pas par p* -,

etc. En d'autres termes (cf. exercice sur la valuation de p dans n!), v, H (b+1)
1<i<a
i#io

est inférieur a v,((a —1)!). D'ou

(b+1)...(b+a)
( (a1

> <max(vp(b+1),1 <7< a).

D’ou le résultat.

n
2. Montrer que pour tout n € N, (n+1)ppcm ((/) 0<i< n) =ppem(l, 2, ..., n+1).

Correction

n . n+1 n
i

Déja ,si i € [0, n], (n+1)( (/+l)<l_+1>,donc/+1divise (n+1) ; , donc

i+1 divise (n+ 1)ppem <<7> 0<i< n). Donc (n+ 1)ppem <<7> 0<i< n) est
un multiple commun a 1,2, ..., n+1, donc est divisible par ppem(1,2, ..., n+1).

Réciproquement, on sait que si i € [0,n], (n+ 1) n—j/ + /) divise ppem(i + 1,7 +
2,..., i+n—i)=ppem(i+1,i+2,..., n), qui divise ppem(1,2,/4+1,i+2,...,n).
Donc ppem(1,2,i+1,i+2,..., n) est un multiple commun a tous les (n+1) (n B /,I + I)

donc est divisible par leur ppcm. D’ou I'autre divisibilité et le résultat.

3. Démontrer que pour tout n > 1, ppem(1,2, ..., n) > 21

Correction

C'est évident : le ppcm de n nombres est supérieur au max de ces nombres, donc a leur
moyenne ! Donc

n—1 /-1
ppem(1,2,. .., n)znppcm(( i ),Og/én—l>> ( P >:2”_1.

4. En déduire une minoration du nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.
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Correction

dou n™ > 2" 1 d'ou w, >

Si on appelle 7, ce nombre, on sait que ppem(1, 2

(n—1)In(2)

In(n)

II p< I n=n

p premier
p<n

p premier
p<n
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