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1D 09
Arithmétique

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soit n dans N*. Montrer que 11 divise 25775 4 327 et que 17 divise 3 x 52771 4 2372,

Exercice 2. Montrer que pour tout k dans N*, il existe a dans Z tel que [a, a + k] ne contienne
aucun nombre premier.

Exercice 3. Soient a et b deux entiers tels que a®|b>. Montrer que a|b.
Exercice 4. Nombres de Mersenne. 1. Soit n > 1. Montrer que si a" — 1 est premier, alors a = 2

et n est premier.

2. On pose, pour n dans N, M, = 2" — 1. Montrer que
My N My = Mga,.
(on regardera les restes dans I'algorithme d'Euclide pour My et M,).

Exercice 5. Soit n un entier naturel non nul, p un nombre premier. Démontrer que

vo(n!) = % UkJ .

2 Exercices a faire en TD

Plan de travail
1. Des exercices de base sur les congruences : le[6] [7] et [8] Le[I0] est plus difficile !

2. Des exercices sur les notions de pgcd et ppem : le [T} le [I2] le [I3] sont assez basiques, le
est conseillé (classique), le [I5] est simple quand on a la solution mais peut parfois poser
probléme !

3. Des exercices sur les nombres premiers, utilisant la notion de valuation et [I7)), d’autres
sur le petit théoréeme de Fermat (I8)) et d’autres plus généraux et 21)

4. Le théoreme de Wilson est un exercice intéressant (|19))

5. Des exercices un peu plus accessoires sur les résolutions d’équations arithmétiques : équations
avec pgcd et ppem (23)), des équations diophantiennes ([22f et [24]), un résultat qui utilise ou
les valuations, ou des résultats d'analyse ([25)).

6. Enfin, le dernier exercice (26)) est un oral d'ENS, treés difficile mais intéressant !

Minimum vital faire le[6] questions 1 et 2, le[7] question 1, le [II] questions 1 et 2, le[I4] le [16]
le 22]
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2.1 Divisibilité —congruences

Exercice 6. Jouons avec les congruences. © OO
1. Déterminer le reste modulo 11 de 2123 4 2121,
2. Montrer que Vn € N, 7|32 4 2nt2,
3. Montrer que Vn € N, n?|(n+1)" — 1.

Exercice 7. ®©O Soit n un entier naturel non nul. Montrer que...

1. ..n%(n° — 1) est divisible par 8.

. ...n°> — n est divisible par 3.

2
3. ...3™3 — 4%%2 est divisible par 11.
4

. ..lorsque n est impair, n(n*> — 1) est divisible par 24.

Exercice 8. ® 0O Un nombre palindrome est un nombre qui se lit indifferemment de gauche a
droite ou de droite a gauche. Par exemple, 2002, 12321 sont des nombres palindromes. Prouver
qu'un nombre palindrome ayant un nombre pair de chiffres est divisible par 11.

Exercice 9. @@®O Soit x un entier naturel non nul, x = ayay_1 ... aido son écriture en base 10 (ag
est le chiffre des unités, a; des dizaines, etc.)

1. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise 5ag + ayan_1 ... aza1.
2. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise ayan_1 ... axa; — 24g.

3. On propose une recette pour déterminer si un grand nombre est divisible par 7. Soit par
exemple le nombre 7905669884. On |'écrit en séparant les nombres en paquets de 3 :

7 905 669 884

puis on fait la somme alternée 7 — 905 + 669 — 884 = —1113.

On prend la valeur absolue du résultat, 1113 et, s'il est divisible par 7, alors le nombre de
départ l'est !

(ici, on utilise la méthode du 2 : 111 — 2 x 3 =105, 10 — 2 x 5 = 0 donc 7 divise 105 donc
1113 donc 7905669884).

Expliquer cette méthode.

3

Exercice 10. @@® On pose, pour tout n dans N, H, = . Montrer que pour tout n > 2, H,

k=1

x| =

n'est pas entier.

2.2 PGCD, PPCM

Exercice 11. ©OO Soit n € N*.
1. Trouver le pgcd de n! +1 et (n+1)! + 1.
2. Montrer que 2n+ 1 et 14n + 3 sont premiers entre eux.
3. Montrer que n* +3n° + 1 et n® + 2n sont premiers entre eux.
Exercice 12. @@0 Soit (P, m) € (N*)2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe deux entiers dont le produit soit P et le ppcm m. Comment déterminer alors les entiers
solutions ? A titre d'exemple, traiter le cas P = 24, m = 12.
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Exercice 13. @ 0O Soit n € N*. Montrer que ppcm(1,2, ..., 2n) =ppcm(n+1,..., 2n).
Exercice 14. @00

1. Montrer que pour tout n dans N, il existe un unique couple (a,, b,) € Z? tel que
(14V2)" = a, 4+ V2b,.

2. Montrer que pour tout n dans N, pgcd(a,, b,) = 1.

Exercice 15. @@0O Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
1. On suppose pgcd(a, b) = 1. Déterminer le pgcd de ab et a+ b.
2. Dans le cas général, quel est le pgcd de a+ b et ppcm(a, b) ?

2.3 Nombres premiers

Exercice 16. ©OO Soient a et b deux entiers naturels tels qu'il existe n dans N* tel que a" divise
b". Montrer que a divise b.

Exercice 17. @ 0O Soit n un entier positif. Montrer que vn € N & +/n € Q < n est un carré
parfait (i.e. 3k € N, n = k?).
Exercice 18. Applications du petit théoréme de Fermat. @ @O

1. Quel est le reste de la division euclidienne de 279" par 137

2. Montrer que pour tout n € Z, on a n’ = n [42)].

3. Trouver les nombres premiers p tels que p divise 2P + 1.

Exercice 19. Théoreme de Wilson. @ @O Soit p un nombre premier différent de 2.
1. Montrer que (p — 1) = 1[p].
2. Montrer que x> = 1[p] si, et seulement si x = 1[p] ou x = —1[p].

3. Soit ndans {1,2,..., p — 1} Montrer qu'il existe un unique entier m dans {1,2, ..., p—1}
tel que mn = 1[p]. Quand a-t-on m=n?

4. Démontrer que (p—1)! = p — 1[p].
5. Déduire de ce qui précéde une preuve du théoréme de Wilson : pour tout entier naturel q, g
est premier si, et seulement si (¢ — 1)! = g — 1[q].
Exercice 20. Nombres premiers jumeaux. @Q©O Deux nombres premiers p et g sont dits jumeaux
si leur différence est égale a 2.
1. Donner des exemples de nombres premiers jumeaux.

2. Soient p et g deux nombres premiers. Montrer p et g sont jumeaux si, et seulement si pg+ 1
est un carré.

3. Montrer que si p et g sont deux nombres premiers jumeaux supérieurs ou égaux a 5, alors
p + g est divisible par 12.

Exercice 21. @ @© On veut montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k +3,
avec k € Z. On note leur ensemble P34 et suppose, par I'absurde, que P34 = {p1,..., pn} avec
N €N. On pose g =4(py...pn) — 1.

1. Montrer que g posséde un facteur premier congru & 3 modulo 4.

2. Montrer que ce facteur premier ne peut pas étre égal a py, ..., pn, et conclure.
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2.4 Reésolution d’équations
Exercice 22. @00
1. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de 29x — 11y = 1.

2. Résoudre dans Z2 I'équation 5x — 3y + 8z = 1.

Exercice 23. @ 0O Résoudre dans Z? le systéme

X+ y =56,
xVy=105.

Exercice 24. @ @O Soit p un nombre premier. Résoudre I'équation suivante d'équations (x, y) € N2
x? 4 px = y?.

Exercice 25. Résolution de I'équation x’ = y*. @@0O On veut résoudre |'équation x” = y* d'in-
connues (x,y) € N*, non triviales, i.e. telles que x # y. On suppose x < y. On va proposer deux
méthodes de résolution.

1. En étudiant les valuations p-adiques, montrer que x|y. Conclure.

In(x)

2. Retrouver le méme résultat en étudiant la fonction x — sur Rj.
Exercice 26. Oral ENS. 0 0@

b\ | . .
1. Montrer que pour tout (a, b) dans (N*)?, a(az ) divise ppem((b + i)1<i<a)-

n
2. Montrer que pour tout n € N, (n+ 1)ppcm ((/) 0<i< n) =ppem(l,2,.. ., n+1)
3. Démontrer que pour tout n > 1, ppem(1,2, ..., n) =21

4. En déduire une minoration du nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.
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