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TD 13
Suites récurrentes uy.1 = f(up)

1 Exercices corrigés en classe

3 up =0,
Exercice 1. @ OO Etudier la suite suivante : {

Correction

On a une suite définie par upy1 = f(u,), avec f @ x — /x + 3. f est croissante, u; =2 > ug

donc (u,) est croissante. Par récurrence évidente, u, > 0 Vn.

f est continue. Cherchons donc ses éventuels points fixes. Un réel a est point fixe de f ssi

1+V13 1+ V13
2 2

< 1 pour x € R%. Donc f est contractante. Donc (u,) converge

Upt1 = Up + 3.

a="f(a) ie a®—a—-3=0ie a= . L'unique point fixe positif est a =

1
De plus, f'(x) = ————
P (x) 2v/x +3
vers |'unique point fixe de f.

Autre argument : (up,) est croissante, majorée par o (on le montre par récurrence).

Exercice 2. Approximation de v/a. @@O Soit a > 0 et (u,) la suite définie par
ug >0,

1 a
Vn € N, Upy1 = 5 (Un+ Un>

1. Etude de la convergence de (u,)

(a) Démontrer que u, est bien définie pour tout n et, si elle converge, son éventuelle li-
mite.

Correction

Déja, on démontre par récurrence immédiate que pour tout n dans N, u, > 0.

. . . 1 a .
Ensuite, si u, — R, alors £ #0carsi £ =0, = | u, + — — 400, ce qui est
L4—e 2 Up ) n—+oo

1
impossible. Donc £ # 0 et £ = 5 (2 + %) donc £ = % donc £2 = a donc £ = /a.

(b) Démontrer que u, — v/a et que la convergence est géométrique. On étudiera up,1 —+/a

—Va

u
et on remarquera que pour tout n > 1, 0 < LYo L

Up
Correction

Soit n € N. Alors

Up+1 — \/5:

N| —

,, 2Up 2Up

(st 20) - va- up +a—2Vau, _ (un — /3y
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Or, pour tout ndans N, u, > 0 et on vient de démontrer quesin € N, up; 1 —+va =

(up — V/a)?

— > 0. Donc, pour tout n dans N, v/a < u, donc u, — +/a = 0. De plus
n
U, —+/a

n

u, —+/a < u, donc, en divisant par up, < 1. Donc

1
Og Un+1_\/5< E(Un_\/g)y

d'oli, comme vu en cours, une convergence sous-géométrique !

2. Détermination de la vitesse de convergence. On va démontrer que la convergence est bien
meilleure qu'une convergence géométrique. On définit, pour tout entier naturel n,

U,,—\/E
Up ++/a

Déterminer une expression simple de €, en fonction de gg.

Correction

Soit n dans N. Essayons d'exprimer €,.1 en fonction de €, :

e o Un+1_\/5
1= —F.
" Upy1 +Va

Or, par la question précédente, on a vu que

Ep =

u o= (un — O‘)Q
1~ - T 5.
n+ 2Un
ol a =+/a. De méme,
. (un + a)2
Un+1 = —0—
n+ 2Un
donc
(up—cr)?
e _ 2up _f U=y 62
1= = = .
n+ (unta)? u, +a n
2up

On en déduit, par une récurrence évidente, que

VneN, g, =¢€3.

3. Montrer que || < 1, et montrer que pour tout entier naturel n > 1,
| up — Va| < 2uo.leol?

Il s'agit d'une convergence trés rapide de u, vers v/a.
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up—+a .

Onagy= ——~.Siu >+va ona0<u—+va< up++a, donc 0 < |gg| < 1. De
up ++/a

méme si ug < va.

Ensuite, on peut écrire que pour tout entier naturel n,

lup — af < eplun + al

Or, si up = v/a, u1 < g, donc, par croissance de f sur [v/a, +oo], (u,) est décroissante.

=

Donc u, + a < 2ug, et le résultat est alors démontré :

lu, — a < €2"2up.

4. Application : donner sans calculatrice une approximation de V2 par un rationnel a 1073
prés.

. 2—v2 1
Ici, a = 2. Prenons ug = 2. Alors g5 = V2 < =. Donc
2+v2 "6
|un—\@|<4.62n.

4
Or, 6% = 36, 6% = 1296, donc 516 < 1073, Donc us est une approximation de v/2 par

des rationnels a 1073 prés. On calcule :

1 2\ 3
U1—2(2+2>—2
13 4\ 17
“2—2(2+3 Y]
1 /17 24\ 577
“2—2(1%)—408

2 Exercices a chercher en TD

Exercice 3. @@O Etudier les suites suivantes

1 ug € R,
) Un+1 ZU,27+1

(u,) est définie par rla relation de récurrence un,y1 = f(u,), avec f : x — 1 + x?, stric-
tement croissante. De plus, u; = 1+ u3 > up. Donc (u,) est croissante.
Ensuite, on montre par récurrence évidente que pour tout entier n, u, = n. Donc
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lim u, =+o0.
n—-+o00

U0:§,
U2 + upy
-

Correction

On a une suite définie par u,+1 = f(u,), avec f : x —

Upy1 =

2

X<+ X

1
.Onaalors f'(x) = x+ 5

On remarque que f(Ry) C Ry, et ug € Ry, donc par récurrence évidente, pour tout n,
up € R+.

. 3 . .
Or, f est croissante sur R, donc, comme u; = 3 < up, (u,) est décroissante. Minorée
X2 + X
>
ie. 2x = x>+ x, i.e. x(x —1) =0, i.e. x = 1 ou x = 0. Comme pour tout n de N,

par 0, elle converge vers un point fixe de f. Un point fixe de f est solution de x =

1
up < 5 up tend vers 0 quand n tend vers +oo.

ug € R,
3, .
Upy1 = €77,

4‘ Correction

x — €% est croissante, u; > g donc (u,) est croissante. On montre que pour tout entier
naturel n, u, > n—1 donc u, tend vers 400 quand n — +oo.

4 {U0>O, u; >0,

_ 2
Uptoln = Uhyq.

Correction

On montre par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0. Si on pose pour tout

Upt1 .
ndeN, v, = —== on a, pour tout entier naturel n, v,.1 = v, donc (v,) est constante,
U +

n

u ) .

égalea C = 2 Donc pour tout entier naturel n, u,r1 = Cu,. Donc (u,) est géométrique
Uo

de raison C.

Upg = € [0,1],

Exercice 4. Une suite récurrente plus coriace!. @@© Etudier la suite )
Unr1 = (1 = up) sin(up).

—‘ Correction

On a une suite définie par une relation de récurrence up+1 = f(u,). On montre facilement,
par récurrence, que u, € [0, 1] pour tout n. Cependant, on ne peut pas montrer que f est
contractante! (ce n'est pas vrai). On va donc étudier les variations de (up)pen. Soit n dans N.

Upy1 — Up = (1 — up) sin(up) — up.
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On étudie alors g : x — (1 — x)sin(x) — x. g est dérivable sur [0, 1] et pour tout x de [0, 1],
g (x) = —sin(x) + (1 — x)cos(x) — 1. ¢’ est dérivable et pour tout x de [0,1], ¢"(x) =
—cos(x) — cos(x) — (1 — x)sin(x) < 0 donc ¢’ est décroissante et nulle en 0, donc ¢’ est
négative donc g est décroissante et nulle en 0 donc g est négative sur [0, 1] donc (uy,)pen est
décroissante. Minorée par 0, elle converge, vers un point fixe de f. Or, comme x — f(x) — x
est strictement décroissante, on en déduit que 0 est le seul point fixe de f, donc (u,)aen tend
vers 0.

Exercice 5. Vraiment une suite récurrente 7. @ @O

ug > 0

VneN, Upy1 =Vio+u1 + -+ Uy
1. Déterminer la limite de u, quand n tend vers +co.

4‘ Correction

Déja, il est clair que pour tout entier naturel n, u, > 0.
Ensuite, on a I'impression qu'ici on est hors du cadre du cours. Essayons d’écrire la relation
de récurrence comme une vraie relation u,+1 = f(u,). On remarque que si n € N,

On définit une suite (u,) par

Unt1 = Vo + Uy + -+ Uy = /U + -+ 4 Up—1 + Uy

:\/(1/UO+...+U,,,1)2+U,,:\/u?,—&—un.

Donc (up)n>1 (attention, ici il faut partir de 1) est définie par une relation de récurrence
du type upy1 = f(up) avec f : x = v/ x+ x2. On remarque que f est croissante sur
R, comme composée de fonctions croissantes. Regardons alors le signe de la premiére
différence : o —u; = \/Up + +/tig—+/tp = 0. Donc (u,) est croissante. Donc elle posséde
une limite, éventuellement infinie, en 4o0.

Pour mieux étudier la convergence, étudions les points fixes de f. L'équation f(x) = x
s'écrit x = v/x2+ x, donc x = 0. Donc 0 est I'unique point fixe de 7. Croissante et

positive, (u,) ne peut tendre vers 0 en +o00. Donc lim u, = +oo.
n—-+o00

2. Déterminer la limite de up41 — up.

Correction

On veut étudier u,11 — u,. On sait que

JET 0ty = (VU2 + up — up)(\/ U2 + up + up)
ug +up — Up = S

VU2 + Uy + up
u§+u,,—u,2, Un

— b _
Vitin & Un o+ Un @ (1+L) + up

Upy1 — Up

1

o 1
= = — 5
un\f1+ = +up 41+ L +1777
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Exercice 6. Une étude de suite récurrente avec une étude de fonction poussée. @ @O Soit f la
In(x + 1)

NES

fonction définie sur R} par Vx € R}, f(x) =

1. Montrer que ]0, 1] est stable par f.

Correction
Pour tout x strictment positif, In(1 + x) < x (par I'inégalité des accroissements finis par
In(1+ In(1+
exemple). Donc u < v/x. Donc pour tout x de ]0, 1], 0 < n(\fxx) <Wx < 1.
Donc f(]0, 1]) C]o, 1].
2. Montrer que f est croissante sur ]0, 1].
Dérivons f :
1/ Vx  In(l1+x) 1 X 1
1], = — = 1In(1 )
V€0, 1], Fix) = <1+x 2V /e \Txx 2@ +x)
, " X 1
Montrons que pour tout x réel positif, T5x 2 In(1+ x) > 0. Posons
a n(14x)=1— — In(1 + x),
CX ——fn X) = ———fn X
J 1+x 1+x

donc sa dérivée est

1 1 1 2—-1—-x 1—-x

g0 = 1+x)2 21+x 20+x)?2 2(1+x)?

Donc g est croissante sur [0, 1], donc toujours supérieure a g(0) = 0, donc f est croissante
sur [0, 1].

3. Montrer que f admet un unique point fixe sur ]0, 1].

On cherche un point fixe de f, i.e. un réel x tel que f(x) = x. Or, on remarque que, étant
donné que I'étude s'effectue sur ]0, 1], I'équation f(x) = x est équivalente a I'équation

In(1 .
p(x)=1,00¢:x— % Etudions les variations de ¢ :
o (x) = x+1 —3In(x + 1)
2x3
2 —3x—-1
On étudie alors 9 : x — xi—i)fl —3In(x +1). ¥ (x) = (x—):—71)2 < 0 sur ]0, 1]. Donc

9P est strictement décroissante. Nulle en 0, elle est négative. Donc ¢ est strictement
décroissante. Donc 1 admet au plus un antécédent par ¢. Or,
o In(1+x o In(1+x) 1
lim g = lim g—

= +o00.
x>0t x3 x>0t X \/X
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Donc Iirr(_}+ p(x) = 400, p(1) = In(2) < 1, et ¢ est continue sur ]0, 1]. Donc, par le
X—r

théoréme des valeurs intermédiaires, 1 admet un unique antécédent par . Donc f admet
un unique point fixe.

4. Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par up = L et Vn € N, up 1 = f(u,).

Correction

f est croissante donc (u,) est monotone. Or u; = In(2) < 1 donc (u,) est décroissante,
et minorée par 0, donc elle converge. Elle converge donc soit vers 0, soit vers |'unique
point fixe a de f dans ]0, 1]. Or, on remarque que comme f(x) < x pour tout x de
10, af et f(x) > x pour tout x de Ja, 1[, on a u, > o pour tout entier naturel n. Donc

lim u, =a.
n—-+o0

Exercice 7. Points fixes attractifs, répulsifs. @@©
Soit f : | — R une fonction de classe €, a € | un point fixe de f. On dit que a est un point fixe
attractif de f si |[f'(a)| < 1; on dit qu'il est répulsif si |f'(a)| > 1.

1. Supposons que a est un point fixe attractif de f. Montrer qu'il existe un voisinage V de a
Up = X,

converge vers
VneN, un1 = f(up),

tel que pour tout x de V, la suite (u,) définie par {

a.

Correction

On sait que |f'(a)| < 1, donc il existe un voisinage V' (on peut méme supposer qu'il s'agit
d'un intervalle) de a tel que Vx € V, |f'(x)| < 1. Donc f est contractante sur l'intervalle
V. Donc, par le cours, la suite (u,) converge vers a pour tout x de V.

2. Supposons que a est un point fixe répulsif de f. Soit (u,) définie par vy € R, ups1 = f(u,),
suite convergeant vers a. Montrer que (u,) est stationnaire apcr, c'est-a-dire qu'il existe un
entier N tel que Vn > N, u, = a.

Correction

Soit C €]f’(a), 1[. Soit V un voisinage de a tel que Vx € V, |f'(x)| > C > 1. Comme on a
supposé (u,) convergeant vers a, on dispose de N dans N tel que Vn > N, u, € V. Posons
alors v, = Upy1 — Uy. Alors vyy1 = f(uns1) — F(up). Par le théoréme des accroissements
finis, on dispose de cy entre uy et uyiy tel que vyi1 = f'(cy)vy. Donc

[vive| = [ (ew)llvi] = Clval.

Donc pour tout p = N, |v,| > CP’N|VN|, suite qui tend vers 4+oo sauf si viy = 0. Donc,
comme Vv, +—> 0, vy = 0, donc, par récurrence évidente, v, = 0Vn > N. Donc u, est
o0

stationnaire a partir de N.

1
Exercice 8. @@® Soit (u,),cn définie par ug €]0,1] et Vn € N, p; = U2 L{J

n
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1. Démontrer que (U,)pen CONverge.

4‘ Correction

. . : 1 1
Par récurrence immédiate, u, > 0 pour tout n. Puis pour tout n, {J < — donc
n n

Untr1 < Uy, donc (u,) est décroissante.

2. Démontrer que ou bien u, — 0, ou bien (up)sen est stationnaire. (et que ce «ou » est
n—-+o00

exclusif)

4‘ Correction

Par I'absurde, on suppose que (u,) converge vers un réel £ non nul sans étre stationnaire.
Dans ce cas, on montre que £ est I'inverse d'un entier. En effet, si ce n'était pas le cas,

1 . 1 . . 1
o convergerait vers 7 ¢ N, point en lequel x + | x| est continue, donc £ = ¢° ZJ'
n

1 1 1
donc 7 = LZJ donc 7 = K € N, absurde! Donc £ est I'inverse d’un entier.

Comme (up) n'est pas stationnaire, — n'est jamais entier : en effet, si c'était le cas, on
Up
aurait pour un certain n, u,11 = Uy €t, par récurrence immédiate (u,) serait stationnaire.

On en déduit, comme (u,) est décroissante, qu'apcr, % < up < K_1 Mais, a partir
1 1 .

decerang, ona K—-1< o < K, donc L’J = K — 1. Donc a partir de ce rang, on a
n n

1
Upp1 = Uu2(K —1). Donc £ = £?(K — 1) donc £ = 7 absurde!
Donc soit (u,) converge vers un réel non nul, soit (u,) est stationnaire.
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