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Chapitre 12
Dérivabilité
1 Dérivabilité

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle de R ou une réunion d'intervalles non réduits a un
point.

1.1 Définition et premiéres propriétés

” Définition 1 Y

Soit f:I—=R,ael

(i) On dit que f est dérivable en a si

- f()

X—a X — a

existe et est finie. On dit que cette limite est le nombre dérivé de f en a et on la note
f'(a).

(ii) f est dite dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I. Cela permet de définir la
fonction dérivée de f, notée ' : x — f'(x).

Proposition 2

Soit f :1—= R, a€l, f dérivable en a. L'équation de la tangente a la courbe de f en a est

y=1f(a)+f'(a)(x - a)

Remarque 3

Au voisinage de a, f(x) =~ f(a) + f'(a)(x — a). On dit que x — f(a) + '(a)(x — a) est une
« approximation affine » ou « approximation a I'ordre 1 » de f en a.

Comment traduire la propriété précédente ?

Soit f:I—- R, aecl

(i) si f est dérivable en a, alors on dispose de € : I — R telle que
Vx €1, f(x)=f(a)+f(a)(x —a)+e(x)(x —a),

et telle que e(x) — 0.
X—a
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(ii) réciproquement, s'il existe € : I — R et k € R tels que
Vxel, f(x)="f(a)+k.(x—a)+e(x)(x—a)

et e(x) — 0, alors f est dérivable en a et f'(a) = k.
X—a
Démonstration

(i) On suppose f dérivable en a.

T o buullorn...|

On veut avoir f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + e(x)(x — a), i.e.

£(X) _ f(X) B f(a) _ f-/(a)

X—a
II'n'y a qu'a poser ce ¢!
Définissons p ;
x)—f(a) .
fO)-Aa) g\ 2,
£1X X—a
0si x=a.
Alors, comme f est dérivable en a,
e(x) —
x—a-—0
e(x) — donce(x) — 0.
x—at—0 X—a
e(a)=0

De plus,
fla)+f(a)(x—a)+ex)(x—a)=f(a)+f'(a)(x—a)+f(x)—Ff(a)—f(a)(x—a)=rf(x),

d'ou I'égalité désirée et le résultat!

(ii) sil'on dispose de € : I — R et de k € R tels que
Vx €1, f(x)="f(a)+ k.(x—a) +e(x).(x—a),

alors

vx e I\ {a}, M:He(x) — kK,

a X—a

donc f est dérivable en a et f'(a) = k.
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Une fonction dérivable est continue.

Démonstration

Soit f : T — R, dérivable. On dispose de € : I — R tel que ¢(x) — 0 et
X—a

vx el f(x)="f(a)+f(a)(x—a)+e(x)(x—a),

cette derniére quantité tend vers 0 quand x tend vers a, d'ou le résultat ! W

f—1 Remarque 6 2

La réciproque est trés fausse !

(i) x +— |x| est continue sur R mais pas dérivable en 0,

(ii) x — /x est continue sur R, mais pas dérivable en 0 : le démontrer,

+o00
(iii) (HP culturel) la fonction de Weierstrass W(x) = Za” cos(b"mx) est continue sur
k=0
0 < a< 1 et dérivable en aucun réel si ab>1
(. J

( Définition 7 )

Soit f: 1> R, ael
(X) ()

(i) On dit que f est dérivable a gauche en asi lim existe et est finie. On note

X—ra—
L !
alors cette limite f(a).

X
(i) On dit que f est dérivable a gauche en asi lim ( )= ( ) existe et est finie. On note

x—at X —
alors cette limite f;(a).

Proposition 8

Soit f:I—R, aecl

(i) si f est dérivable a gauche (resp. a droite) en a, alors f est continue a gauche (resp. a
droite) en a.

(ii) si f est dérivable a gauche et a droite en a et si f;(a) = f;(a), alors f est dérivable en a
et f'(a) = fy(a) = fy(a).

(i) réciproquement, si f est dérivable en a, f est dérivable & gauche et a droite en a et
fy(a) = fy(a) = f'(a).
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Exemple 9

(i) x> |x| est dérivable a gauche et a droite en 0 et f;(0) = —1, £;(0) = 1.

(ii) E : x — | x| est dérivable en tout x de R\ Z, de dérivée nulle. Si x € Z, E est dérivable
a droite en x.

1.2 Opérations sur les dérivées

[Proposition 10 (Théorémes généraux)]

Soient f, g: I — R, a € 1. On suppose f et g dérivables en a.
(i) pour tous X et [mu dans R?, A\f + ug est dérivable en a et

(Mf +ug)'(a) = Af'(a) + pg'(a).

(ii) 7 x g est dérivable en a et (f x g)'(a) = '(a)g(a) + f(a)d'(a),

. . 1 4 1\’
(iii) si g ne s'annule pas sur un voisinage de a, g est dérivable en a et (g)

. . - f .
(iv) si g ne s'annule pas sur un voisinage de a, — est dérivable en a et
9

. F()e(a) - F(2)g(a)
(g) (a)= (7 '

Démonstration

(i)

(ii)

(i) cf. proposition suivante sur les composées.
(iv) on utilise les deux propositions précédentes.
|

Proposition 11

Soit f:1—J,g:J— R, acl Sif estdérivable en a, si g est dérivable en f(a), alors go g
est dérivable en a et

(gof)(a) =d'(f(a)) x f'(a)

(regle de la chaine)
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Démonstration

Meéthode avec approximation affine.

Méthode avec taux d’accroissement. En Terminale, certain-es d'entre vous ont peut-étre vu la

preuve
90109) = 1) _ 1)~ 1) 1) =16) (3,

Probléme : on ne sait pas si f(x) # f(a), donc on ne peut pas, a priori, diviser par f(x) — f(a). &

Proposition 12

Soit f : 1 — J, continue sur I, bijective, a € L.
(i) si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f~1 est dérivable en f(a) et (F 1) (f(a)) =
1

f'(a)
(i) si f est dérivable sur I et f’ ne s'annule pas sur I, f~* est dérivable sur J et

1

Vyed (F)(y)= O

,—‘ Remarque 13 )

(i) Que dire des tangentes a Cr en aet a Cq1 en f(a)?
Il s’agit de comparer les fonctions

Ti:x— f(a)+ f'(a)(x — a)

et

TQZZ+—>2+%(Z*IC(3))

On remarque facilement que T; et T, sont des bijections réciproques. Ainsi, les tangentes
sont aussi symétriques par rapport a la premiére bissectrice !

(ii) La condition f/(a) # O est importante : si f'(a) = 0, f~* n'est pas dérivable, et Cs
admet une tangente verticale en f(a).

[Proposition 14 (Dérivées usuelles)]

Il faut connaitre les dérivées usuelles du chapitre 4.
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Exercice 15

Dériver In(1 + th(v/x)?). ]

[Point de méthode 16}

Pour montrer qu’une fonction est dérivable sur I, on peut utiliser les « théorémes généraux » la

ol il n'y a pas de probléme. Pour le reste, on utilise le taux d’accroissement (ou un théoréme
que I'on verra plus tard, sur la limite de la dérivée).

f_1 Exercice 17 )

Etudier, pour chacune de ces fonctions...

e sa dérivabilité,
e |a continuité de sa dérivée en O,

e |a dérivabilité de sa dérivée en 0.

Osix=0 Osix=0 Osix=0

fix— 1\ L gixXe g, (1Y chixe= ¢ o /1Y
xsin { ) sinon. x“sin | — ) sinon. x“sin | — ) sinon.

(.

L’exercice précédent permet de bien réfléchir a la notion de dérivée d'ordre supérieur.

1.3 Dérivées d’ordres supérieurs
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1 Définition 18 )
(i) Soit f une fonction de / dans R. On définit par récurrence sur n € N la proposition « f
est n fois dérivable sur I » et la fonction " par :

(a) f est O fois dérivable sur / par définition. On note f(®) = f.

(b) Pour tout n entier, si f est n fois dérivable et si (") est dérivable, alors f est n+ 1
fois dérivable et on note F(™1) = (£

(ii) Si n €N, on définit D"(I, R) comme |'ensemble des fonctions n fois dérivables de B dans
R. En particulier, D°(I, R) = R!.

(iii) Si n € N, on définit €"(I,R) I'ensemble des fonctions n fois dérivables sur I, de dérivée

n-iéme continue. En particulier, €°(I, R) est I'ensemble des fonctions continues de I dans
R.

(iv) On définit I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables, noté €°°(I, R), par

¢=(LR) = ¢"LR) =[] D"(LR).

neN neN

(v) Sife€"(I,R)/D"(I,R)/€*>(1,R), on dit que f est « de classe €"/D" /€™ ».

f—1 Remarque 19 2

(i) On a les inclusions (infinies)
Do’ >D ¥t - DE™.

(i) TOUTES ces inclusions sont strictes. Cf. exemple de la section précédente : f est conti-
nue, pas D!, g est D, pas €%, h est €', pas D?. De maniére générale,

1
x*k+1sin (x) six#0

0 sinon

fx : x —

est de classe ¢ mais pas DKL et

1
x?K sin () six#0
gk - X — X

0 sinon

est de classe DX mais pas €.

Exemple 20
Quelques exemples importants de calculs de dérivées n-iémes :
(i) exp € €°(R,R) et Vn € N, exp(™ = exp,
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(ii) f:x— % € € (R*, R) et

—1)"n!
VAN, ¥x #0, F0(x) = XHL”

(i) sin et cos sont dans (R, R) et Vn € N, Vx € R,

sin((x) = sin (X + ng) et cos"(x) = cos (x + n%) .

(iv) SSmeN, P, x— x" est dans (R, R) et Yk € N, Vx € R,

esik>m+1, PRO(x)=0,
|
e si0< k<m, P,Sf)(x) = ﬁx””k

Proposition 21 (Dérivée n-iéme d’'une somme, d’un produit)]
Soient n € N*, f et g deux fonctions de 2"(/), X et u deux réels. Alors
(i) Af + g est n fois dérivable sur /, de dérivée n-ieme (Af + ug)™ = A 4+ pg(M.

(i) (régle de Leibniz) fg est n fois dérivable sur | de dérivée n-ieme
" /n
(Fg)™ =3 (k) £ (k).
k=0

(i) si f est a valeurs dans J et si h est n fois dérivable sur J, ho f est n fois dérivable sur I.
(iv) si f est a valeurs dans J, bijective, si f est n fois dérivable sur I et si f' ne s'annule pas

sur I, alors £~ est n fois dérivable sur J.

Remarque 22
[l existe une formule (moche) de la dérivée n-iéme d'une composée, appelée formule de Faa di

Bruno, complétement inutile en pratique en prépa.

Démonstration
On ne prouve que la formule de Leibniz.
Soit f, g € RY. On montre par récurrence la proposition

si (f,g) € D"(I,R)?, alors f x g € D"(I,R) et (fg)" =

Initialisation. f x g est toujours 0 fois dérivable, et

0
(Fxg) @ =Ffxg= <O) FO g,
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Hérédité. On suppose P, vraie pour un certain n.
On suppose f et g n+ 1 fois dérivables. Alors f et g sont n fois dérivables, donc, par hypothese de
récurrence, f X g est n fois dérivable et

n n B
(F)" =3 (k> £(K) g(n=k)
k=0

Soit k € [0, n]. k < n donc f(¥) est dérivable car f est n fois dérivable.
n— k < ndonc g(" ) est dérivable car g est n+ 1 fois dérivable.
Donc, par produit et somme, (fg)(™ est dérivable, i.e. fg est n+ 1 fois dérivable, et

(Fg)") = ((Fg)")

|
N
=
3
N
X >
~__
A
=
Q/‘\
7
=
~

=0
- (3) |
_ (,c(k) g<n—k))
k=0 k
" /n
_ Z (k) (f(k«kl)g(nfk) i f(k)g(nJrl—k))
k=0
" /n " /n
_ (k) FUHD) g(n—=k) Z <k> FUO gln+1=K)
k=0 k=0

A B

La, on va éviter d'utiliser la technique vue au chapitre 2 (ou on utilise des coefficients

. _ n
binomiaux

1)) afin de ne pas écrire de dérivée négative.

Dans la somme A, on pose £ = k+ 1. Ainsi,

n+1 n+1
n n
= (&) 4(n+1-2) _ (k) ,(n+1—k)
A=) (e_l>f gt —Z(k_1>f gt .
=1

k=1

Ainsi, en regroupant A et B, en enlevant le terme en k = n+ 1 pour A et en kK = 0 pour B,

n
n n
(Fg)mHD) = F(O) gln+D) 4 £(n1) 5(0) Z Kk " 1> 4 <k)] £ g(rt1-k)
k=1

1 1 4 1
(n—g )f(o)g(”H) + <Zi 1) f(”H)g(O) + Z (n—/i(— )f(k)g(”+1_k) par la formule de Pascal
k=1

n+1

n+1 _
:Z( . ),c(k)g(nﬂ k).
k=0

d'ou I'hérédité et le résultat! A
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f_1 Exercice 23 )

(i) Soit f: x — x""In(x). Calculer (7.

(i) Soit me N, f € €°(R,R), ae R, g: x+— (x—a)"f(x). Démontrer que

Yk € [0,m—1], ¢¥(a) = 0.

(. J

2 Théorémes liés a la dérivation

2.1 Deérivabilité et extremum local

f Définition 24 Y

Soit f une fonction définie sur /, a un point de /.

(i) f atteint un maximum (resp un minimum) local en a s'il existe n > 0 tel que ¥x €
[a—mn,a+nNn/, f(x) < f(a) (resp f(x) > f(a)).

(ii) a est un point critique de f si f est dérivable en a et f'(a) = 0.

f—1 Remarque 25 2

(i) Tout minimum (resp. maximum) de f est un minimum local (resp. maximum local). La
réciproque est fausse !

(i) Ce n'est pas parce que f admet un minimum local en a que f est décroissante, puis

. . (1 -
croissante au voisinage de a! Contre-exemple : f : x +— x [sin ( . 0 est un minimum
X

local de f mais f n'arréte pas d'osciller au voisinage de 0.

Théoréme 26 (Condition nécessaire d’extremum Iocal)} N

Soit f : | — R, a un point intérieur de /. Pour que f admette un extremum local en a, il faut
que a soit un point critique, i.e. que f'(a) = 0.

f—‘ Remarque 27 2

(i) La propriété n'est pas vraie sur un point non intérieur : par exemple, f : x — x sur [1,2]. f
atteint un minimum (global) en 1, un maximum (global) en 2 mais ' ne s'annule jamais.

(ii) Ce n’est qu'une condition nécessaire, et surtout pas suffisante, d'extremum local! Par
exemple, si g : x — x>, ¢’(0) = 0 mais g n'admet pas d'extremum local en 0.
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Démonstration

On suppose que f atteint un maximum local en a. Alors on dispose de nn > 0 tel que Vx €
INnfa—mn,a+mn] f(x) < f(a).
Comme a est intérieur a I, on peut, quitte a réduire n, supposer que [a—mn,a+n] C L.

f(x)—f
e soit x € [a—m, a[. Alors f(x) —f(a) <0et x—a<0donc (Xx)fa(a) > 0 donc, comme f
est dérivable en a,
f(x)—f
F(a) = fim 1O =F@) o o
X—+a~ X —a
par passage a la limite dans les inégalités larges.
. f(x)—f(a)
e soit x €]a, a+n]. Alors f(x) — f(a) < 0 et x—a> 0 donc ——a < 0 donc, comme f
est dérivable en a,
f(x)—f
F(a) = fim 1O =F)
x—at X —a

par passage a la limite dans les inégalités larges.
Donc f'(a) =0. W

Dans toute la suite section, a et b sont deux réels tels que a < b.

2.2 Théoréme de Rolle

Théoreme 28

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b, telle que f(a) = f(b).
Alors il existe un réel ¢ de ]a, b[ tel que f'(c) = 0.
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f_‘ Remarque 29 D

(i) Il n'y a pas unicité des points en lequels ' s'annule !

(i) Une maniére synthétique d'énoncer le résultat est « entre deux zéros de la fonction se
situe au moins un zéro de la dérivée » .

@ (iii) Attention aux hypothéses! On va trouver un contre-exemple au théoréme a chaque fois
que I'on enléve une hypothése.

e si l'on enléve la continuité « f continue sur [a, b] » , alors en prenant par exemple

xsixel01]
fix— i
Osix=1

alors £(0) = (1), f est dérivable sur ]0, 1[ mais ' ne s’annule pas sur ]0, 1]

e si I'on enléve I'hypothése de dérivabilité, x — |x| sur [—1, 1] vérifie les deux autres
hypothéses mais n'a pas de point critique (son minimum global est le point ou elle
n'est pas dérivable)

e si I'on enléve I'hypothése f(a) = f(b), x — x sur [0, 1] vérifie les deux autres
hypothéses mais sa dérivée ne s'annule jamais sur [0, 1].

(. J

Démonstration

(1) f est continue sur le segment [a, b] donc elle est bornée et atteint son maximum M et son
minimum m sur [a, b].

(2) si m et M sont atteints aux bornes a et b, comme f(a) = f(b), m = M, ce qui signifie que f
est constante sur [a, b]. Donc f’ est nulle sur ]a, b[ et Vc € [a, b], f'(c) = 0.

(3) sinon, m ou M est atteint en un point c¢ intérieur, i.e. ¢ €]a, b[. Par condition nécessaire
d’extremum local, f'(c) = 0.

Exemple 30 (Exemple important)

Soit f: R — R, € tel qu'il existe ag < a1 < --- < ap n+1réelstels que Vi € [0, n]], f(a;) =0.
Montrer que (" s’annule au moins une fois.

o boullon [

L'idée est d'utiliser déja le théoreme de Rolle une premiére fois : il nous donne by €
lag, a1[, b1 €]as, as|, etc. tels que ' s'annule. Puis on réapplique ce théoréme a f’ et
ainsi de suite... une récurrence s'impose !

Démontrons par récurrence que pour tout k dans [0, n],
f) s’annule au moins n+ 1 — k fois. (Px)

Initialisation. Par hypothése, £(© s’annule au moins n + 1 fois.
Hérédité. Soit k € [0, n — 1] tel que Py est vraie. Alors f) s’annule en n+ 1 — k points



MPSI N. Laillet
Dérivabilité nlaillet.math@gmail.com

Qo < -+ < Qp—k-

Soit i € [0, n — k — 1]. Alors F(K) est continue sur [aj, ajr1], dérivable sur |a;, ajyq], fla)) =
f(ctiy1) donc, d’apres le théoreme de Rolle, on dispose de B €]aj, aj1[ tel que F&F(B;) = 0.
Onadoncn—k=n+1—(k+1) points (B, ..., Bn—k—1) Vérifiant

ag <PBo <oy <P < < PBpok—1 < dp_g

i.,e. n+1— (k+ 1) points distincts en lesquels fFD) s'annule. D’ou I'hérédité et le résultat !
En particulier, P, est vraie et donc (" s’annule en au moins un point.

2.3 Théoréme des accroissement finis

Théoréme 31 (Théoréme des accroissements finis)]

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors il existe ¢ dans ]a, b[ tel que

f(b) —f(a) = f'(c)(b— a).

Remarque 32

(i) Il faut pouvoir illustrer ce théoreme
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Pente f(bl)) : ﬁ(a)

(ii) Le théoréme de Rolle est un cas particulier du TAF.

(iii) Le TAF dit que «si la vitesse moyenne au cours d'un trajet de de v, alors il existe un
temps auquel la vitesse instantanée est égale a v, »

(iv) Ce théoréme peut se démontrer, avec des hypothéses plus fortes, a I'aide d'intégrales (cf.
chapitre futur sur I'intégration).

(. J

Démonstration

Une idée est de se ramener au théoreme de Rolle (/dée importante, utile dans plusieurs situations!).
On va donc retirer une quantité de sorte que f(a) = f(b).
Posons
—+R
f(b)—f
x— f(x) — f(b) = (a) 11_ (a)(x—a)
Alors g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ par les théorémes généraux et
f(b)—f
o g(a) = f(a) - %(a —a) =0
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f(b) —f(a)
a

o g(b) = F(b) - ==

Donc g(a) = g(b) donc, d'apreés le théoreme de Rolle, on dispose de ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0,
i.e. tel que

(b—a)="f(b)—f(b)+f(a)=f(a).

f(b) -~ f(a) _

f'(c) e

i.e. tel que f'(c)(b—a) = f(b) —f(a). A

0,

Exemple 33
Déterminons la limite, quand x — 400, de x° (ei - eﬁ).
Posons f : t + et. Soit x dans R%. f est continue sur [x, x 4 1], dérivable sur ]x, x + 1[, donc
on dispose de ¢, €]x, x + 1] tel que

1 1
ex+l — @ex
f/(CX) = 7
X+1—x
I.e. 1
1 1 1 =
exti — ex = f’(cx) =ex X —.
CX
Donc

2

2( 1 1) X" 1
X“ (el —ex ) = —eox.
&

1
Or, ¢x =2 x donc ¢, —> 400, donc ex — 0.
X——+00 X—>+00

G . .
De plus, x < ¢, < x4+ 1 donc = —+> 1 par encadrement, donc, par composition de limites,
X X—+o0

. a1
lim x? (ex+1 = ex) =1.

X—++00

2.4 Corollaires du TAF

2.4.1 Inégalité des accroissements finis

[Proposition 34 (Inégalités des accroissements finis)}

Soit I intervalle, f : T — R, dérivable.
Si |f’] est majorée par M > 0 sur I, alors

V(x, yel?, [f(y) = FOOI < My — x|
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Démonstration

Soit (x,y) € T2, x < y. f est continue sur [x,y], dérivable sur ]x, y[, donc, par I'égalité des
accroissements finis, il existe ¢ dans ]x, y[ tel que f(y) — f(x) = f'(¢)(y — x). Alors

[F(y) = FO) = 1F(S)ly = x| < M|y — x|.

Exemple 35
Montrer que pour tout x dans R, |Arctan(x)| < |x|.
On sait que pour tout x dans R, |Arctan’(x)| = < 1.
que p l Ol = 7 e S

Donc, par I'inégalité des accroissements finis,
Vx € R, |Arctan(x) — Arctan(0)| < |x — 0],
i.e. |Arctan(x)| < |x].

En fait, I'inégalité des accroissements finis permet de manipuler une notion importante, celle de
fonctions lipschitzienes.

| Définition 36 )
Soit f:1—R.
(i) Soit kK > 0. On dit que f est k-lipschitzienne si

V(x.y) €2, |f(y) — f(x)| < kly — xl.

(i) On dit que f est lipschitzienne s'il existe k > 0 tel que f est k-lipschitzienne.
(iii) On dit que f est contractante s'il existe k €]0, 1] tel que f est k-lipschitzienne.

Proposition 37

(i) Toute fonction lipschitzienne est continue.
(ii) Toute fonction dérivable de dérivée majorée est lipschitzienne.

(iii) Toute fonction € sur un segment est lipschitzienne.

Démonstration

(i) Evident.

(i) C'est I'IAF.

(iii) C'est le théoreme des bornes atteintes + I'lAF.
|
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Remarque 38

Attention, une fonction peut étre lipschitzienne sanas étre dérivable : x — |x| est 1-
lipschitzienne sans étre dérivable sur tout R.

Exercice 39

2

Montrer que x — x“ n’est pas lipschitzienne sur R. ]

2.4.2 Deérivée et sens de variations

Soit I intervalle, f : I — R, dérivable.
(i) Si f est croissante sur I, alors Vx € 1, f'(x) > 0.
(ii) Si f est décroissante sur I, alors Vx € I, f'(x) < 0.
(iii) Si f est constante sur I, alors Vx € I, f'(x) = 0.

Démonstration

(i) Soit ae I Soit x €1, x # a.

f(x)—f
® si x < a, alors f(x) < f(a) donc M >0,

—da
f(x) —f(a)

e si x > a, alors f(x) > f(a) donc pog

f(x) - f(a)
X—a

= 0.

Don pour tout x dans I\ {a},
larges, f'(a) > 0.
(i) On adapte.
(iii) On adapte.
]

> 0, donc, par passage a la limite dans les inégalités

Remarque 41

La stricte croissance n'implique pas la stricte positivité de la dérivée. Cf. x — x3, strictement
croissante sur R mais de dérivée nulle en O.

Ceci est di au fait que I'on fait un passage a la limite dans les inégalités, et que les inégalités
strictes ne sont pas préservées par passage a la limite.
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Proposition 42

Soit I un intervalle, f : I — R dérivable.

vx el f'(x) >0 croissante
Vx el f'(x) >0 strictement croissante

Si ¢Vxel f'(x) <0, alors f est ¢ décroissante sur 1.
vx el f'(x) <0 strictement décroissante
Vxel f'(x)=0 constante

Démonstration

C’est la démonstration qui a besoin du TAF!

Sivxel, f'(x)>0.

Soit (x,y) € I? tels que x < y.

Six =y, f(x) = f(y) et c'est gagné.

Sinon, f est continue sur [x, y], dérivable sur ]x, y[, donc, d'aprés le théoréme des accroissements
finis, on dispose de ¢ €]x, y| tel que

Fy) = f(x) = ()(y = x).

Or, y —x >0, f'(c) = 0 par hypothese, donc f(y) — f(x) > 0, i.e. f(x) < f(y).
Donc f est croissante sur I. B

f—1 Remarque 43 2

On a besoin que I soit un intervalle.

R* — R
®sif: 1, alors ¥x € R*, f’(x) < 0. Mais f n'est pas strictement décroissante sur
+_> —
; X 1 1
R*: —1<1mais — < -.
P11

. 1 :
e si g: x— Arctan(x) + Arctan;, alors Vx € R*, ¢’(x) = 0 mais g n'est paas constante.

T T
Elle I'est sur R’ (égale a 5) et sur R* (égale a _5)

(. J

2.4.3 Théoreme de la limite de la dérivée

. . . » 1
On a souvent eu envie de dire des choses comme « x — v/x n'est pas dérivable en 0 car x — F
X

tend vers 400 en 0 » . A quel point est-ce vrai?

Proposition 44

Soit f : T — R, Tintervalle, a € I, f continue sur I, dérivable sur T\ {a}.
f(x)—f(a)
—_— = 4

X — a X—a

Si f'(x) L€ R, alors
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Démonstration

Soit x € T\ {a}.
Par le TAF entre a et x, comme f est continue sur [a, x] (ou [x, a] si x < a) et dérivable sur ]a, x|
(ou ]x, a[ si x < a), on dispose de ¢, entre a et x tel que

f(x)— f(a
(0= F@) _ iy,
X—a
Comme ¢, est entre x et a, ¢, — a par encadrement.

X—a

Comme f(y) —» £, par composition de limites, '(c,) — £, i.e.
y—a

X—a
f _
x-f@ _,
X —a xX—a

,—‘ Remarque 45 2

(i) Le théoreme permet de prouver qu'une fonciton est dérivable en un point en étudiant la
limite de sa dérivée.

(ii) Il permet aussi de montrer qu'une fonction n'est pas dérivable en un point (si £ = +00).
Ainsi, f : x — /X n'est pas dérivable en 0.

g% (i) si ' n'a pas de limite en 0, on ne peut rien dire!

Si
R—+R R—R
1 o 1
f: xsin—six#0 etg: x“sin—si x#0
X — X X > X
0 sinon 0 sinon

f' et g’ n'ont pas de limite en 0 mais g n’est pas dérivable en 0 alors que g |'est.

[Proposition 46 (Théorémes de prolongement %1/%"/%”)}
Soit I intervalle, a €1, f: 1 — R, continue.

(i) Si f est €' sur I\ {a} et si f’ posseéde une limite finie £ en a, alors f est €* sur I et
f'(a) = L.
(i) Si f est de classe €% sur I\ {a}, si

Vie [l k] 3 eR, fD(x) — ¢,

x—a
alors f est de classe €% sur I et
Vie 1, k], fO(a) =2
(iii) Si f est de classe € sur I\ {a}, si

VieN* 3 eR, fOD(x) — ¢,

X—a
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alors f est de classe €*° sur I et

vie N*, f(a) =¢;.
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Exemple 47 (Ultra-classique !)
R—-R

Soit f: 0si x < 0. Démontrons que f est de classe € sur R.
X
e xsix>0
(i) Déja, f(x) = 0 donc f est continue sur R.
X—

(ii) Ensuite, f est de classe € sur R* par les théorémes généraux.

(iii) Etudions les limites des dérivées k-iemes de f en 0.

o boullon.. | :

1 1
/ - - = 11 - = = =
On calcule f (X) = X2e , f (X) = X3e I X4e , etc. On re arque

qu’'en fait f(k)(x) s'écrit comme le produit d'un polynéme et de e .

Démontrons, pour tout k dans N,

1

1
3Py polynéme tel que ¥Vx > 0, f(x) = P, (X> e x. (Qk)

L'initialisation est évidente en posant Py = 1.
Pour I'hérédité, soit k dans N tel que Qy est vraie. Alors on dispose de P, polyndme tel
que

1 .
vx >0, FP(x) = Py (X) e x.

En dérivant,

1 1 1 1 1 1 1
FEDe) =~ 2P () ¢ () X35 = Pen <> R

en posant Piy1:y = —y2PL(y) + y2Pi(y).
D’ou la définition de la suite (Px)xen par récurrence.

(iv) Soit alors k € N. Alors
o Vx <0, fO(x)=0 — 0,

x—0~

1 .
o Vx >0, f(k)(x) = Py () e x — 0 par croissances compareées.
X x—0+

Donc ) (x) — 0.
X—

(v) Donc, par théoréme de prolongement €, f est de classe € et Yk € N, f(¥(0) = 0.
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3 Breéve extension au monde complexe

Définition 48
Soit f : 1 — C. f est dérivable en a ssi fRe(f) et Jm(f) le sont, et sa dérivée est

f'(a) = Re(F) (a) + iTm(f)(a).

Proposition 49

Soit f:1—C,ael

f(x) - f(a)

(i) f est dérivable en a ssi 5 admet une limite finie en a. Cette limite finie est
alors f'(a).
(ii) f est dérivable en a ssi il existe k € C, € : I — C telle que g(x) — 0, et que
X—a
Vx €1, f(x)=f(a)+ k(x —a) +e(x).(x — a).

Dans ce cas k = f'(a).

Proposition 50

Tous les résultats de la premiére section sont valables pour des fonctions a valeurs complexes.

Exemple 51

L 2 L. Lo, )
Ainsi, x — e est dérivable, de dérivée x — 2ixe'*".

f—1 Remarque 52 D

ATTENTION ! Presque aucun résultat de la deuxiéme section ne fonctionne!

(i) Tout ce qui a trait aux extremums ou aux variations n'a pas de sens.

(ii) Les théorémes de Rolle et des accroissements finis sont faux en genéral ! Si f @ x — eX,
alors £(0) = f(2m) mais, pour tout x dans R, '(x) = ie’¥, qui ne s'annule jamais!

(.

En revanche, on a la

[Proposition 53 (Inégalité des acfroissements finis)}

Soit f : I — C, Tintervalle. Si f est € sur I et qu'il existe M € R tel que ¥x € I, |f'(x)| < M,
alors V(x, y) € I?,

[F(x) = FY)I < M.|x — yl.
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Démonstration

| Cette propriété sera démontrée dans le chapitre sur I'intégration! ll

4 Convexité

4.1 Deéfinitions de base

4.1.1 Moyenne de deux points et droites

On commence par une remarque toute simple, mais importante.

Proposition 54

Soient x et y deux réels tels que x < y.
(i) Pour tout X dans [0, 1], (1 — X\)x + Ay appartient au segment [x, y].
(ii) Pour tout z dans [x, y], il existe un unique X dans [0, 1] tel que z = (1 — X)x + Ay.

Définition 55
On dit que z est combinaison convexe de x et y.

Remarque 56

[l faut comprendre z = (1 — XA)x + Ay comme une moyenne pondérée de x et de y. Plus 1 — A
est proche de 1, plus le point z est proche de x.

Proposition 57

Soit f une fonction affine. Alors pour tous réels x < y, pour tout A dans [0, 1],

F(1T=XNx+Ay)=(1-=XNFf(x)+ X(y).
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1 Exercice 58 )

Démontrer que la propriété précédente caractérise les fonctions affines. Plus précisément, on
prend f vérifiant :

YA€ [0,1], F((T=Xx+Ay)=(1-=XNF(x)+ A(y).
(i) démontrer que pour tous a, b, ¢ tels que a < ¢ < b,

f(c) —f(a) _ f(b)—rf(a) _ f(b)—r(c)

c—a b—a b—c

(ii) en déduire que pour tous x dans R, f(x) = (0) + x(f(1) — £(0)) et conclure.

4.1.2 Deéfinition de la convexité

f_1 Définition 59 \

Soit f : I — R. On dit que f est convexe sur I si

V(x,y) € %, VA e [0,1], F(L=X)x+Ay) < (1=XTF(x)+ Af(y).
Une fonction f est concave sur I si

V(x,y) €2, YA €[0,1], £F((1—=X)x+Xy) = (1—NF(x)+A(y).

Remarque 60
On peut rajouter sans aucun probléme la condition x < y. ]

Il faut tout de suite pouvoir interpréter graphiquement cette propriété

Proposition 61

Une fonction est convexe (respectivement concave) si et seulement si son graphe est toujours
en-dessous (respectivement au-dessus) de ses cordes.

Démonstration

Soit f : I — R. Notons, si a < b, g, la fonction affine passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b))
(sur le segment [a, b], la courbe représentative de cette fonction est la corde!) Alors on a les
équivalences suivantes

f est convexe < V(x,y) €R? x <y, YA€ [0,1], F((1—XN)x+Ay) <(1—=NF(x)+XI(y)
SV(xy) R’ x <y, YA€ [0,1], F((1=X)x+Ay) < (1= XN)guy(x) + Ay (¥)
SV(x,y) eR  x <y, YA€[0,1], F((L—=N)x+Ay) < gxy ((1=X)x+Ay)) par la prop 57|
S V(x,y) R x <y, ¥z € [x,y], f(z) < guy(2) par la proposition 54}
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| cette derniére proposition signifiant exactement que « f est en-dessous de sa corde » | l

On a un peu mieux :

Proposition 62

Soit f : I — R une fonction convexe. Le graphe de f est au-dessus de ses sécantes dans la
zone extérieure a la corde!

Démonstration

Il s'agit de démontrer que si a < b, alors pour tout x > b ou x < a, f(x) = gap(x). Soit x = b (on
fait de méme si x < a).
L'inégalité a démontrer est donc

L}) - 2("”) (x — a) + f(a) < F(x),
i.e.
f(b)(b— a) + f(a)(x — b) < F(x)(x — a),
ou encore
F(b)(b— a) < F(x)(x — a) + F(a)(b — x),
i.e.
F(b) < X200 + p—xF(a),

ce qui est exactement une inégalité de convexité! (b est bien moyenne de a et x) B

Une conséquence immédiate et fondamentale de la convexité est I'inégalité de Jensen.

Proposition 63

Soit f : I — R une fonction convexe. Alors pour tous (xi, .. ., x,) € 17, pour tous (Aq, . . ., An) €
[0,1]" tels que Ay + -+ Xy =1,

f <Z x,-x,) <Y NF(x).
=1 i=1

Si f est concave, on inverse I'inégalité.

Démonstration

On fait une preuve par récurrence. Le cas n = 2 est juste la définition de la convexité.
Pour I'hérédité, si I'on prend n+ 1 réels xq, ..., Xp+1 €t n+1réels Aq, ..., An+1 , alors on remarque

que
n+1

n
Z Aixj = Z AiXi + Anp1 X4l
i=1

i=1

On suppose, sans perte de généralité, que A =Xy + -+ X, > 0 (sinon la propriété est évidente!)
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Alors
n n >\
1
E 1 AiXi + Apt1Xpp1 = N\ E 1 Xt An+1Xn+1-
1= 1=

Ainsi, par convexité de f, et comme A+ Ap11 =1,

f <zn: >\,‘X/> =f </\zn: %Xi + >\n+1Xn+1>
=1

-1
n )\
<N ( E /\IXI> + A1 f (Xng1).

i=1

n n
. A DY A
Mais E K’ = % == 1, donc, par hypothése de récurrence,
i—1

n

i=1

Ainsi,
n+1

n n >\i
f <Z A,-x,-) <A A 00) + Ansaf(xnsn) = > NF(x).
i=1 i=1

i=1

Exemple 64

On admet ici que le logarithme est une fonction concave. On obtient alors immédiatement
I'inégalité arithmético-géométrique et ses généralisation : pour tous a, b positifs,

ﬁabg a—;b’

et, pour tous xq, ..., X, positifs,

X1+"'+Xn
7{7 0

VX1 .- Xp <
Ces inégalités sont des conséquences de I'inégalité de Jensen en prenant f =1In, Ay = --- =

1
Ap=—.
n

Creusons tout de méme le point de vue géométrique de la convexité, en s'intéressant de plus prés
aux cordes du graphe d'une fonction convexe.

[Proposition 65 (Inégalité des pentes)}
Soit f : I — R.
Alors f est convexe si et seulement si pour tous réels (a, b, ¢) de I tels que a < ¢ < b,

f(c)—f(a) - f(b) —f(a) - f(b) —f(c)
c—a = b—a T b—c
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Corollaire 66

Soit f : I — R une fonction convexe, x € R. Alors I'application « pente issue de x »

IN{x} >R
CE I OR6)
y — X

est croissante.

Démonstration

(i) Preuve de I'inégalité des pentes. |l s'agit d'utiliser intelligemment le fait d’étre sous la corde
et de faire un dessin!
— Notons g, la fonction affine valant f(a) en a et f(b) en b.
— Ecrivons ¢ comme combinaison convexe de a et de b :
c—a c—a b—c c—a

c—a
c—a—i—m(b—a)—a— b—aa+b—ab_ b—aa+b—ab'

Cela n’est pas utile d'apprendre par cceur cette formule...

Mais alors par convexité de f,

b—c c—a b——c c—a
< _-—° c—4 _
f(c) < h—a f(a) + b_ af(b) b_ aga,b(a) + h_ aga,b(b) 9ab(C).
Ainsi,
f(C) B f(a) < ga,b(c) - ga,b(a) _ ga,b(b) - ga,b(a) _ f(b) - f(a)
c—a c—a b—a b—a '

a — Ya a b - Ya . .
|'égalité 9a.b(€) 73 »(2) =9 2] )7 9a.5(2) venant du fait que, pour une fonction
affine, la pente est toujours la méme!

De méme,
f(b) B f(C) > ga,b(b) - ga,b(c) _ ga,b(b) - ga,b(a) _ f(b) - f(a)

b—c 7 b—c b—a b—a
D’ou I'inégalité désirée!
Réciproquement,
(ii) La croissance des pentes est alors immédiate : soit x € I, y < z deux éléments de I. Alors :

e six<y<z onavuque

e on adapte dans les autres cas...
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Exemple 67

Une jolie application de ce résultat : si f est convexe sur I, alors tout minimum local de f est
un minimum global : le minimum local en a assure que T, est positive au voisinage a droite de
a, négative au voisinage a gauche. La croissance des pentes permet d'étendre le résultat.

4.2 Convexité et dérivabilité

La croissance des pentes permet d'établir un résultat trés puissant! Toute fonction convexe est
« presque » dérivable (mais, en tout cas, elle est continue!)

Proposition 68

Soit f : I — R, convexe. Alors f admet des dérivées a gauche et a droite en tout point intérieur
a I. En particulier, elle y est continue.

Démonstration

Soit a intérieur a I. Comme T, est croissante, elle admet une limite a gauche et a droite en a. Ces
limites ne sont pas infinies car 7, est définie 4 gauche et a droite de a (et donc T, ne peut tendre
vers —oo en a par exemple. Donc le taux d'accroissement de f en a admet des limites finies a
gauche et a droite, ce qui correspond exactement a la dérivabilité a gauche et a droite de f en a. B

Remarque 69

ATTENTION! Ceci n'est valable que si I est un intervalle ouvert. On peut facilement trouver
un contre-exemple sur un fermé.

Soit f : I — R, dérivable. Les ASSE
(i) f est convexe
(i) f’ croit (et, donc, si f est €2, f > 0)

(i) f est au-dessus de ses tangentes

Démonstration

(i) = (ii) Soient x, y € | avec x < y. Pour tout t €]x, y[, I'inégalité des pentes donne

F) — ) ) =) F) =) _ Fly) — F(t)

et
t—x  y—x y—x = y—t
: . f(y)—f(x
En faisant tendre t vers x a gauche et vers y a droite, f'(x) < % < f'(y). , doula

croissance.
(il) = (iii) Soit a € /. Etudions alors la différence ¢ entre f et sa tangente :
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p:t—f(t)—f(a)(t—a)—f(a)

( est dérivable sur I et pour tout x € / : ¢'(x) = f'(x) — f'(a). Par croissance de f', ¢ est négative
3 gauche de a et positive a droite. Ainsi, ¢ est décroissante a gauche de a et croissante a droite,
donc positive sur / tout entier puisque @(a) = 0.

(iii) = (i) Soient x,y € I et A € [0,1]. Posons a = (1 — A\)x + Ay. Pour tout t € [ : f(t) >
f'(a)(t —a)+ f(a), donc:

(1 =NFf(x)+Af(y) = (1 =N (f(a)(x —a) + f(a)) + A (f'(a)(y — a) + f(a))
=f(a) (1 =XNx+xy—a)+f(a)=F((1—-X)x+Ay).

D’ou la convexité B

Exercice 71

Quelles peuvent étre les limites d'une fonction convexe sur R en o0 ? ]

Exemple 72

Retrouvons des inégalités célebres a I'aide de la convexité!

Définition 73

Soit f : I — R, a € I. On dit que a est un point d'inflexion de f si f est localement concave
puis convexe. Si f € D?, il s'agit d’un zéro de f” avec changement de signe.
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[Proposition 74 (Stricte convexité)j

Soit f : I — R, dérivable. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est strictement convexe sur 1, i.e.
Vx <yel, YA€]0, 1], F(Ax+ (1 =N)y) < Af(x)+ (1 =XN)f(y).
(ii) pour tous a < ¢ < b,

f(c) = f(a) _ f(b) = f(a) _ £(b) = F(c)
c—a b—a b—c

(iii) f’ est strictement croissante.

Démonstration

On a simplement (i)<(ii) en reprenant exactement la preuve de I'inégalité des pentes et en se ren-
dant compte que toutes les inégalités strictes fonctionnent bien!

(i)=(iii) Si f est strictement convexe, alors f est convexe, donc f’ croit. Si f' ne croit pas stricte-
ment, alors on dispose de a < 3 tels que f'(a) = f'(8). Mais, comme f’ croit, f’ est constante sur
[a,B]. Donc f est affine sur [o, B], ce qui contredit la stricte convexité de f!

(iii)=-(i) Si f’ croit strictement, x < y, A €]0, 1[. Notons a=x, b=y et c = Ax+ (1 — X)y. Alors
a < c < b.Parle TAF entre a et c et entre c et b, il existe o tel que

f(c)—f(a) _ f(b) —f(c)
R :f(a)etib_c

= f(B).
Par stricte croissance de f’, f'(a) < '(B), donc

fle) —fa) _ f(b) = flc)

c—a b—c
"o FOX+ (1= 0y) = F(x) _ ) = FOx+ (1= 2))
(1= —x) Ay = x) '
donc

Fx+(1—=MNy)—f(x) < fly)—f(x+(1=XNy)
1—X A '

d'ou I'inégalité désirée! B

Remarque 75

Une fonction affine n'est pas strictement convexe : il faut visualiser ainsi la non stricte convexité. ]
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