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Chapitre 12
Dérivabilité

1 Dérivabilité

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle deR ou une réunion d'intervalles non réduits à un
point.

1.1 Dé�nition et premières propriétés

Dé�nition 1

Soit f : I ! R, a 2 I.

(i) On dit que f est dérivable ena si

lim
x! a

f (x) � f (a)
x � a

existe et est �nie. On dit que cette limite est le nombre dérivé def en a et on la note
f 0(a).

(ii) f est dite dérivable surI si f est dérivable en tout point deI. Cela permet de dé�nir la
fonction dérivée def , notée f 0 : x 7! f 0(x).

Proposition 2

Soit f : I ! R, a 2 I, f dérivable ena. L'équation de la tangente à la courbe def en a est

y = f (a) + f 0(a)( x � a)

Remarque 3

Au voisinage dea, f (x) � f (a) + f 0(a)( x � a). On dit que x 7! f (a) + f 0(a)( x � a) est une
� approximation a�ne � ou � approximation à l'ordre 1 � de f en a.

Comment traduire la propriété précédente ?

Proposition 4

Soit f : I ! R, a 2 I.

(i) si f est dérivable ena, alors on dispose de" : I ! R telle que

8x 2 I; f (x) = f (a) + f 0(a)( x � a) + " (x)( x � a);

et telle que" (x) �!
x! a

0.
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(ii) réciproquement, s'il existe" : I ! R et k 2 R tels que

8x 2 I; f (x) = f (a) + k:(x � a) + " (x)( x � a)

et " (x) �!
x! a

0, alors f est dérivable ena et f 0(a) = k.

Démonstration

(i) On supposef dérivable ena.

...�a�u� �b�r�o�u�i�l�l�o�n�...

On veut avoir f (x) = f (a) + f 0(a)( x � a) + " (x)( x � a), i.e.

" (x) =
f (x) � f (a)

x � a
� f 0(a)

Il n'y a qu'à poser ce" !

Dé�nissons

" : x 7!

8
<

:

f (x) � f (a)
x � a

si x 6= a

0 si x = a:

Alors, commef est dérivable ena,
8
>>><

>>>:

" (x) �!
x! a� ! 0

" (x) �!
x! a+ ! 0

" (a) = 0

donc " (x) �!
x! a

0:

De plus,

f (a) + f 0(a)( x � a) + " (x)( x � a) = f (a) + f 0(a)( x � a) + f (x) � f (a) � f 0(a)( x � a) = f (x);

d'où l'égalité désirée et le résultat !

(ii) si l'on dispose de" : I ! R et de k 2 R tels que

8x 2 I; f (x) = f (a) + k:(x � a) + " (x):(x � a);

alors

8x 2 I n f ag;
f (x) � f (a)

x � a
= k + " (x) �!

x! a
k;

donc f est dérivable ena et f 0(a) = k.

�
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Proposition 5

Une fonction dérivable est continue.

Démonstration

Soit f : I ! R, dérivable. On dispose de" : I ! R tel que " (x) �!
x! a

0 et

8x 2 I; f (x) = f (a) + f 0(a)( x � a) + " (x)( x � a);

cette dernière quantité tend vers0 quandx tend versa, d'où le résultat ! �

Remarque 6

� La réciproque est très fausse !

(i) x 7! j xj est continue surR mais pas dérivable en0,

(ii) x 7!
p

x est continue surR+ mais pas dérivable en0 : le démontrer,

(iii) (HP culturel) la fonction de WeierstrassW(x) =
+ 1X

k=0

an cos(bn�x ) est continue sur

0 < a < 1 et dérivable en aucun réel siab > 1.

Dé�nition 7

Soit f : I ! R, a 2 I.

(i) On dit que f est dérivable à gauche ena si lim
x! a�

f (x) � f (a)
x � a

existe et est �nie. On note

alors cette limite f 0
g(a).

(ii) On dit que f est dérivable à gauche ena si lim
x! a+

f (x) � f (a)
x � a

existe et est �nie. On note

alors cette limite f 0
d (a).

Proposition 8

Soit f : I ! R, a 2 I.

(i) si f est dérivable à gauche (resp. à droite) ena, alors f est continue à gauche (resp. à
droite) en a.

(ii) si f est dérivable à gauche et à droite ena et si f 0
g(a) = f 0

d (a), alors f est dérivable ena
et f 0(a) = f 0

g(a) = f 0
d (a).

(iii) réciproquement, sif est dérivable ena, f est dérivable à gauche et à droite ena et
f 0
d (a) = f 0

g(a) = f 0(a).
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Exemple 9

(i) f : x 7! j xj est dérivable à gauche et à droite en0 et f 0
g(0) = � 1, f 0

d (0) = 1 .

(ii) E : x 7! bxc est dérivable en toutx de R n Z, de dérivée nulle. Six 2 Z, E est dérivable
à droite enx.

1.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 10 (Théorèmes généraux)

Soient f ; g : I ! R, a 2 I. On supposef et g dérivables ena.

(i) pour tous � et jmu dansR2, �f + �g est dérivable ena et

(�f + �g )0(a) = �f 0(a) + �g 0(a):

(ii) f � g est dérivable ena et (f � g)0(a) = f 0(a)g(a) + f (a)g0(a),

(iii) si g ne s'annule pas sur un voisinage dea,
1
g

est dérivable ena et
�

1
g

� 0

(a) =
� g0(a)
g(a)2 ,

(iv) si g ne s'annule pas sur un voisinage dea,
f
g

est dérivable ena et

�
f
g

� 0

(a) =
f 0(a)g(a) � f (a)g0(a)

g(a)2 :

Démonstration

(i)

(ii)

(iii) cf. proposition suivante sur les composées.

(iv) on utilise les deux propositions précédentes.

�

Proposition 11

Soit f : I ! J, g : J ! R, a 2 I. Si f est dérivable ena, si g est dérivable enf (a), alors g � g
est dérivable ena et

(g � f )0(a) = g0(f (a)) � f 0(a)

(règle de la chaîne)
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Démonstration

Méthode avec approximation a�ne.

Méthode avec taux d'accroissement. En Terminale, certain•e•s d'entre vous ont peut-être vu la
preuve :

g(f (x)) � g(f (a))
x � a

=
g(f (x)) � g(f (a))

f (x) � f (a)
:
f (x) � f (a)

x � a
�!
x! a

g0(f (a)) :f 0(a)

Problème : on ne sait pas sif (x) 6= f (a), donc on ne peut pas,a priori, diviser parf (x) � f (a). �

Proposition 12

Soit f : I ! J, continue surI, bijective, a 2 I.

(i) si f est dérivable ena et f 0(a) 6= 0 , alors f � 1 est dérivable enf (a) et (f � 1)0(f (a)) =
1

f 0(a)
.

(ii) si f est dérivable surI et f 0 ne s'annule pas surI, f � 1 est dérivable surJ et

8y 2 J; (f � 1)0(y) =
1

f 0(f � 1(y))
:

Remarque 13

(i) Que dire des tangentes àCf en a et à Cf � 1 en f (a) ?
Il s'agit de comparer les fonctions

T1 : x 7! f (a) + f 0(a)( x � a)

et

T2 : z 7! a +
1

f 0(a)
(z � f (a))

On remarque facilement queT1 et T2 sont des bijections réciproques. Ainsi, les tangentes
sont aussi symétriques par rapport à la première bissectrice !

(ii) La condition f 0(a) 6= 0 est importante : si f 0(a) = 0 , f � 1 n'est pas dérivable, etCf � 1

admet une tangente verticale enf (a).

Proposition 14 (Dérivées usuelles)

Il faut connaître les dérivées usuelles du chapitre 4.
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Exercice 15

Dériver ln(1 + th(
p

x)2).

Point de méthode 16

Pour montrer qu'une fonction est dérivable surI, on peut utiliser les � théorèmes généraux � là
où il n'y a pas de problème. Pour le reste, on utilise le taux d'accroissement (ou un théorème
que l'on verra plus tard, sur la limite de la dérivée).

Exercice 17

Étudier, pour chacune de ces fonctions...

� sa dérivabilité,

� la continuité de sa dérivée en0,

� la dérivabilité de sa dérivée en0.

f : x 7!

8
><

>:

0 si x = 0

x sin
�

1
x

�
sinon.

; g : x 7!

8
><

>:

0 si x = 0

x2 sin
�

1
x

�
sinon.

; h : x 7!

8
><

>:

0 si x = 0

x3 sin
�

1
x

�
sinon.

L'exercice précédent permet de bien ré�échir à la notion de dérivée d'ordre supérieur.

1.3 Dérivées d'ordres supérieurs
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Dé�nition 18

(i) Soit f une fonction deI dansR. On dé�nit par récurrence surn 2 N la proposition � f
est n fois dérivable surI � et la fonction f (n) par :

(a) f est 0 fois dérivable surI par dé�nition. On note f (0) = f .

(b) Pour tout n entier, si f est n fois dérivable et sif (n) est dérivable, alorsf est n + 1
fois dérivable et on notef (n+1) = ( f n)0.

(ii) Si n 2 N, on dé�nit Dn(I; R) comme l'ensemble des fonctionsn fois dérivables de� dans
R. En particulier, D0(I; R) = RI .

(iii) Si n 2 N, on dé�nit Cn(I; R) l'ensemble des fonctionsn fois dérivables surI, de dérivée
n-ième continue. En particulier,C0(I; R) est l'ensemble des fonctions continues deI dans
R.

(iv) On dé�nit l'ensemble des fonctions indé�niment dérivables, notéC1 (I; R), par

C1 (I; R) =
\

n2 N

Cn(I; R) =
\

n2 N

Dn(I; R):

(v) Si f 2 Cn(I; R)=Dn(I; R)=C1 (I; R), on dit que f est � de classeCn=Dn=C1 �.

Remarque 19

(i) On a les inclusions (in�nies)

D0 � C0 � D 1 � C1 � � � � � C1 :

(ii) TOUTES ces inclusions sont strictes. Cf. exemple de la section précédente :f est conti-
nue, pasD1, g est D1, pas C1, h est C1, pas D2. De manière générale,

fk : x 7!

8
><

>:

x2k+1 sin
�

1
x

�
si x 6= 0

0 sinon

est de classeC k mais pasDk+1 , et

gk : x 7!

8
><

>:

x2k sin
�

1
x

�
si x 6= 0

0 sinon

est de classeDk mais pasC k .

Exemple 20

Quelques exemples importants de calculs de dérivéesn-ièmes :

(i) exp2 C1 (R; R) et 8n 2 N; exp(n) = exp,
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(ii) f : x 7!
1
x

2 C (1 ) (R� ; R) et

8n 2 N; 8x 6= 0 ; f (n) (x) =
(� 1)nn!

xn+1 :

(iii) sin et cos sont dansC1 (R; R) et 8n 2 N; 8x 2 R,

sin(n) (x) = sin
�

x + n
�
2

�
et cos(n) (x) = cos

�
x + n

�
2

�
:

(iv) Si m 2 N, Pm : x 7! xm est dansC1 (R; R) et 8k 2 N; 8x 2 R,

� si k > m + 1 , P (k)
m (x) = 0 ,

� si 0 6 k 6 m; P(k)
m (x) =

m!
(m � k)!

xm� k .

Proposition 21 (Dérivée n-ième d'une somme, d'un produit)

Soient n 2 N� , f et g deux fonctions deD n(I ), � et � deux réels. Alors

(i) �f + �g est n fois dérivable surI , de dérivéen-ième (�f + �g ) (n) = �f (n) + �g (n) .

(ii) (règle de Leibniz)f g est n fois dérivable surI de dérivéen-ième

(f g) (n) =
nX

k=0

�
n
k

�
f (k) g(n� k) :

(iii) si f est à valeurs dansJ et si h est n fois dérivable surJ, h � f est n fois dérivable surI.

(iv) si f est à valeurs dansJ, bijective, si f est n fois dérivable surI et si f 0 ne s'annule pas
sur I, alors f � 1 est n fois dérivable surJ.

Remarque 22

Il existe une formule (moche) de la dérivéen-ième d'une composée, appelée formule de Faà di
Bruno, complètement inutile en pratique en prépa.

Démonstration

On ne prouve que la formule de Leibniz.
Soit f ; g 2 RI . On montre par récurrence la proposition

si (f ; g) 2 D n(I; R)2; alors f � g 2 D n(I; R) et (f g) (n) =
nX

k=0

�
n
k

�
f (k) g(n� k) : (Pn)

Initialisation. f � g est toujours 0 fois dérivable, et

(f � g) (0) = f � g =
�

0
0

�
f (0) g(0) :
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Hérédité. On supposePn vraie pour un certainn.
On supposef et g n + 1 fois dérivables. Alorsf et g sont n fois dérivables, donc, par hypothèse de
récurrence,f � g est n fois dérivable et

(f g) (n) =
nX

k=0

�
n
k

�
f (k) g(n� k)

Soit k 2 J0; nK. k 6 n donc f (k) est dérivable carf est n fois dérivable.
n � k 6 n donc g(n� k) est dérivable carg est n + 1 fois dérivable.
Donc, par produit et somme,(f g) (n) est dérivable, i.e.f g est n + 1 fois dérivable, et

(f g) (n+1) =
�

(f g) (n)
� 0

=

 
nX

k=0

�
n
k

�
f (k) g(n� k)

! 0

=
nX

k=0

�
n
k

� �
f (k) g(n� k)

� 0

=
nX

k=0

�
n
k

� �
f (k+1) g(n� k) + f (k) g(n+1 � k)

�

=
nX

k=0

�
n
k

�
f (k+1) g(n� k)

| {z }
A

+
nX

k=0

�
n
k

�
f (k) g(n+1 � k)

| {z }
B

:

...�a�u� �b�r�o�u�i�l�l�o�n�...
Là, on va éviter d'utiliser la technique vue au chapitre2 (où on utilise des coe�cients

binomiaux
�

n
� 1

�
) a�n de ne pas écrire de dérivée négative.

Dans la sommeA, on pose` = k + 1 . Ainsi,

A =
n+1X

`=1

�
n

` � 1

�
f (`) g(n+1 � `) =

n+1X

k=1

�
n

k � 1

�
f (k) g(n+1 � k) :

Ainsi, en regroupantA et B, en enlevant le terme enk = n + 1 pour A et en k = 0 pour B,

(f g) (n+1) = f (0) g(n+1) + f (n+1) g(0) +
nX

k=1

��
n

k � 1

�
+

�
n
k

��
f (k) g(n+1 � k)

=
�

n + 1
0

�
f (0) g(n+1) +

�
n + 1
n + 1

�
f (n+1) g(0) +

nX

k=1

�
n + 1

k

�
f (k) g(n+1 � k) par la formule de Pascal

=
n+1X

k=0

�
n + 1

k

�
f (k) g(n+1 � k) ;

d'où l'hérédité et le résultat ! �
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Exercice 23

(i) Soit f : x 7! xn� 1 ln(x). Calculerf (n) .

(ii) Soit m 2 N, f 2 C1 (R; R), a 2 R, g : x 7! (x � a)m f (x). Démontrer que

8k 2 J0; m � 1K; g(k) (a) = 0 :

2 Théorèmes liés à la dérivation

2.1 Dérivabilité et extremum local

Dé�nition 24

Soit f une fonction dé�nie surI , a un point de I .

(i) f atteint un maximum (resp un minimum) local ena s'il existe � > 0 tel que 8x 2
[a � �; a + � ] \ I , f (x) 6 f (a) (resp f (x) > f (a)).

(ii) a est un point critique def si f est dérivable ena et f 0(a) = 0 .

Remarque 25

(i) Tout minimum (resp. maximum) def est un minimum local (resp. maximum local). La
réciproque est fausse !

(ii)� Ce n'est pas parce quef admet un minimum local ena que f est décroissante, puis

croissante au voisinage dea! Contre-exemple :f : x 7! x

�
�
�
�sin

�
1
x

� �
�
�
� . 0 est un minimum

local def mais f n'arrête pas d'osciller au voisinage de0.

Théorème 26 (Condition nécessaire d'extremum local)

Soit f : I ! R, a un point intérieur de I . Pour quef admette un extremum local ena, il faut
que a soit un point critique, i.e. quef 0(a) = 0 .

Remarque 27

(i) La propriété n'est pas vraie sur un point non intérieur : par exemple,f : x 7! x sur [1; 2]. f
atteint un minimum (global) en1, un maximum (global) en2 mais f 0 ne s'annule jamais.

(ii) Ce n'est qu'une condition nécessaire, et surtout pas su�sante, d'extremum local ! Par
exemple, sig : x 7! x3, g0(0) = 0 mais g n'admet pas d'extremum local en0.
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Démonstration

On suppose quef atteint un maximum local ena. Alors on dispose de� > 0 tel que 8x 2
I \ [a � �; a + � ], f (x) 6 f (a).
Commea est intérieur àI, on peut, quitte à réduire� , supposer que[a � �; a + � ] � I.

� soit x 2 [a � �; a [. Alors f (x) � f (a) 6 0 et x � a < 0 donc
f (x) � f (a)

x � a
> 0 donc, commef

est dérivable ena,

f 0(a) = lim
x! a�

f (x) � f (a)
x � a

> 0;

par passage à la limite dans les inégalités larges.

� soit x 2]a; a+ � ]. Alors f (x) � f (a) 6 0 et x � a > 0 donc
f (x) � f (a)

x � a
6 0 donc, commef

est dérivable ena,

f 0(a) = lim
x! a+

f (x) � f (a)
x � a

6 0;

par passage à la limite dans les inégalités larges.

Donc f 0(a) = 0 . �

Dans toute la suite section,a et b sont deux réels tels quea < b.

2.2 Théorème de Rolle

Théorème 28

Soit f : [a; b] ! R une fonction continue sur[a; b], dérivable sur]a; b[, telle quef (a) = f (b).
Alors il existe un réelc de ]a; b[ tel que f 0(c) = 0 .
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Remarque 29

(i) Il n'y a pas unicité des points en lequelsf 0 s'annule !

(ii) Une manière synthétique d'énoncer le résultat est � entre deux zéros de la fonction se
situe au moins un zéro de la dérivée � .

(iii)� Attention aux hypothèses ! On va trouver un contre-exemple au théorème à chaque fois
que l'on enlève une hypothèse.

� si l'on enlève la continuité �f continue sur[a; b] � , alors en prenant par exemple

f : x 7!

(
x si x 2 [0; 1[

0 si x = 1

alors f (0) = f (1) , f est dérivable sur]0; 1[ mais f 0 ne s'annule pas sur]0; 1[

� si l'on enlève l'hypothèse de dérivabilité,x 7! j xj sur [� 1; 1] véri�e les deux autres
hypothèses mais n'a pas de point critique (son minimum global est le point où elle
n'est pas dérivable)

� si l'on enlève l'hypothèsef (a) = f (b), x 7! x sur [0; 1] véri�e les deux autres
hypothèses mais sa dérivée ne s'annule jamais sur[0; 1].

Démonstration

(1) f est continue sur le segment [a; b] donc elle est bornée et atteint son maximumM et son
minimum m sur [a; b].

(2) si m et M sont atteints aux bornesa et b, commef (a) = f (b), m = M, ce qui signi�e quef
est constante sur[a; b]. Donc f 0 est nulle sur]a; b[ et 8c 2 [a; b], f 0(c) = 0 .

(3) sinon, m ou M est atteint en un point c intérieur , i.e. c 2]a; b[. Par condition nécessaire
d'extremum local,f 0(c) = 0 .

�

Exemple 30 (Exemple important)

Soit f : R ! R, C1 tel qu'il existea0 < a 1 < � � � < a n n+1 réels tels que8i 2 J0; nK; f (ai ) = 0 .
Montrer que f (n) s'annule au moins une fois.

...�a�u� �b�r�o�u�i�l�l�o�n�...
L'idée est d'utiliser déjà le théorème de Rolle une première fois : il nous donneb0 2
]a0; a1[, b1 2]a1; a2[, etc. tels quef 0 s'annule. Puis on réapplique ce théorème àf 0 et
ainsi de suite... une récurrence s'impose !

Démontrons par récurrence que pour toutk dansJ0; nK,

f (k) s'annule au moinsn + 1 � k fois. (Pk )

Initialisation. Par hypothèse,f (0) s'annule au moinsn + 1 fois.
Hérédité. Soit k 2 J0; n � 1K tel que Pk est vraie. Alorsf (k) s'annule enn + 1 � k points
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� 0 < � � � < � n� k .
Soit i 2 J0; n � k � 1K. Alors f (k) est continue sur[� i ; � i+1 ], dérivable sur]� i ; � i+1 [, f (� i ) =
f (� i+1 ) donc, d'après le théorème de Rolle, on dispose de� i 2]� i ; � i+1 [ tel quef (k+1) (� i ) = 0 .
On a doncn � k = n + 1 � (k + 1) points (� 0; : : : ; � n� k � 1) véri�ant

� 0 < � 0 < � 1 < � 1 < � � � < � n� k � 1 < � n� k

i.e. n + 1 � (k + 1) points distincts en lesquelsf (k+1) s'annule. D'où l'hérédité et le résultat !
En particulier,Pn est vraie et doncf (n) s'annule en au moins un point.

2.3 Théorème des accroissement �nis

Théorème 31 (Théorème des accroissements �nis)

Soit f une fonction continue sur[a; b] et dérivable sur]a; b[. Alors il existec dans]a; b[ tel que

f (b) � f (a) = f 0(c)( b � a):

Remarque 32

(i) Il faut pouvoir illustrer ce théorème
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ff

Pente 

Pente 

(ii) Le théorème de Rolle est un cas particulier du TAF.

(iii) Le TAF dit que � si la vitesse moyenne au cours d'un trajet de devm , alors il existe un
temps auquel la vitesse instantanée est égale àvm �

(iv) Ce théorème peut se démontrer, avec des hypothèses plus fortes, à l'aide d'intégrales (cf.
chapitre futur sur l'intégration).

Démonstration

Une idée est de se ramener au théorème de Rolle (Idée importante, utile dans plusieurs situations !).
On va donc retirer une quantité de sorte quef (a) = f (b).
Posons

g :

8
<

:

! R

x 7! f (x) �
f (b) � f (a)

b � a
(x � a)

Alors g est continue sur[a; b], dérivable sur]a; b[ par les théorèmes généraux et

� g(a) = f (a) �
f (b) � f (a)

b � a
(a � a) = 0 ,
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� g(b) = f (b) �
f (b) � f (a)

b � a
(b � a) = f (b) � f (b) + f (a) = f (a).

Donc g(a) = g(b) donc, d'après le théorème de Rolle, on dispose dec 2]a; b[ tel que g0(c) = 0 ,
i.e. tel que

f 0(c) �
f (b) � f (a)

b � a
= 0 ;

i.e. tel quef 0(c)( b � a) = f (b) � f (a). �

Exemple 33

Déterminons la limite, quandx ! + 1 , de x2
�

e
1
x � e

1
x+1

�
.

Posonsf : t 7! e
1
t . Soit x dansR�

+ . f est continue sur[x; x + 1] , dérivable sur]x; x + 1[ , donc
on dispose decx 2]x; x + 1[ tel que

f 0(cx ) =
e

1
x+1 � e

1
x

x + 1 � x
;

i.e.

e
1

x+1 � e
1
x = f 0(cx ) = e

1
cx �

� 1
c2

x
:

Donc

x2
�

e
1

x+1 � e
1
x

�
=

x2

c2
x

e
1

cx :

Or, cx > x donc cx �!
x! + 1

+ 1 , donc e
1

cx �!
x! + 1

0.

De plus,x < c x < x + 1 donc
cx

x
�!

x! + 1
1 par encadrement, donc, par composition de limites,

lim
x! + 1

x2
�

e
1

x+1 � e
1
x

�
= 1 :

2.4 Corollaires du TAF

2.4.1 Inégalité des accroissements �nis

Proposition 34 (Inégalités des accroissements �nis)

Soit I intervalle, f : I ! R, dérivable.
Si jf 0j est majorée parM > 0 sur I, alors

8(x; y2 I2; jf (y) � f (x)j 6 M:jy � xj
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Démonstration

Soit (x; y) 2 I2, x < y . f est continue sur [x; y], dérivable sur]x; y[, donc, par l'égalité des
accroissements �nis, il existec dans]x; y[ tel que f (y) � f (x) = f 0(c)( y � x). Alors

jf (y) � f (x)j = jf 0(c)j:jy � xj 6 M:jy � xj:

�

Exemple 35

Montrer que pour tout x dansR, jArctan(x)j 6 jxj.

On sait que pour toutx dansR, jArctan0(x)j =
1

1 + x2 6 1.

Donc, par l'inégalité des accroissements �nis,

8x 2 R; jArctan(x) � Arctan(0) j 6 jx � 0j;

i.e. jArctan(x)j 6 jxj.

En fait, l'inégalité des accroissements �nis permet de manipuler une notion importante, celle de
fonctions lipschitzienes.

Dé�nition 36

Soit f : I ! R.

(i) Soit k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne si

8(x; y) 2 I2; jf (y) � f (x)j 6 kjy � xj:

(ii) On dit que f est lipschitzienne s'il existek > 0 tel que f est k-lipschitzienne.

(iii) On dit que f est contractante s'il existek 2]0; 1[ tel que f est k-lipschitzienne.

Proposition 37

(i) Toute fonction lipschitzienne est continue.

(ii) Toute fonction dérivable de dérivée majorée est lipschitzienne.

(iii) Toute fonction C1 sur un segment est lipschitzienne.

Démonstration

(i) Évident.

(ii) C'est l'IAF.

(iii) C'est le théorème des bornes atteintes + l'IAF.

�
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Remarque 38

Attention, une fonction peut être lipschitzienne sanas être dérivable :x 7! j xj est 1-
lipschitzienne sans être dérivable sur toutR.

Exercice 39

Montrer que x 7! x2 n'est pas lipschitzienne surR.

2.4.2 Dérivée et sens de variations

Proposition 40

Soit I intervalle, f : I ! R, dérivable.

(i) Si f est croissante surI, alors 8x 2 I, f 0(x) > 0.

(ii) Si f est décroissante surI, alors 8x 2 I, f 0(x) 6 0.

(iii) Si f est constante surI, alors 8x 2 I, f 0(x) = 0 .

Démonstration

(i) Soit a 2 I. Soit x 2 I, x 6= a.

� si x < a, alors f (x) 6 f (a) donc
f (x) � f (a)

x � a
> 0,

� si x > a, alors f (x) > f (a) donc
f (x) � f (a)

x � a
> 0.

Don pour tout x dansI nf ag,
f (x) � f (a)

x � a
> 0, donc, par passage à la limite dans les inégalités

larges, f 0(a) > 0.

(ii) On adapte.

(iii) On adapte.

�

Remarque 41

� La stricte croissance n'implique pas la stricte positivité de la dérivée. Cf.x 7! x3, strictement
croissante surR mais de dérivée nulle en0.
Ceci est dû au fait que l'on fait un passage à la limite dans les inégalités, et que les inégalités
strictes ne sont pas préservées par passage à la limite.
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Proposition 42

Soit I un intervalle,f : I ! R dérivable.

Si

8
>>>>>><

>>>>>>:

8x 2 I; f 0(x) > 0

8x 2 I; f 0(x) > 0

8x 2 I; f 0(x) 6 0

8x 2 I; f 0(x) < 0

8x 2 I; f 0(x) = 0

; alors f est

8
>>>>>><

>>>>>>:

croissante

strictement croissante

décroissante

strictement décroissante

constante

sur I:

Démonstration

C'est la démonstration qui a besoin du TAF !
Si 8x 2 I; f 0(x) > 0.
Soit (x; y) 2 I2 tels quex 6 y.
Si x = y, f (x) = f (y) et c'est gagné.
Sinon, f est continue sur[x; y], dérivable sur]x; y[, donc, d'après le théorème des accroissements
�nis, on dispose dec 2]x; y[ tel que

f (y) � f (x) = f 0(c)( y � x):

Or, y � x > 0, f 0(c) > 0 par hypothèse, doncf (y) � f (x) > 0, i.e. f (x) 6 f (y).
Donc f est croissante surI. �

Remarque 43

On a besoin queI soit un intervalle.

� si f :

�
�
�
�
�
�

R� ! R

x 7!
1
x

, alors8x 2 R� ; f 0(x) < 0. Mais f n'est pas strictement décroissante sur

R� : � 1 < 1 mais
1

� 1
<

1
1

.

� si g : x 7! Arctan(x) + Arctan
1
x

, alors 8x 2 R� ; g0(x) = 0 mais g n'est paas constante.

Elle l'est surR�
+ (égale à

�
2

) et sur R�
� (égale à�

�
2

)

2.4.3 Théorème de la limite de la dérivée

On a souvent eu envie de dire des choses comme �x 7!
p

x n'est pas dérivable en0 car x 7!
1

2
p

x
tend vers+ 1 en 0 � . À quel point est-ce vrai ?

Proposition 44

Soit f : I ! R, I intervalle, a 2 I, f continue surI, dérivable surI n f ag.

Si f 0(x) �!
x! a

` 2 R, alors
f (x) � f (a)

x � a
�!
x! a

`.
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Démonstration

Soit x 2 I n f ag.
Par le TAF entre a et x, comme f est continue sur[a; x] (ou [x; a] si x < a) et dérivable sur]a; x[
(ou ]x; a[ si x < a), on dispose decx entre a et x tel que

f (x) � f (a)
x � a

= f 0(cx ):

Commecx est entre x et a, cx �!
x! a

a par encadrement.

Commef (y) �!
y! a

`, par composition de limites,f 0(cx ) �!
x! a

`, i.e.

f (x) � f (a)
x � a

�!
x! a

`:

�

Remarque 45

(i) Le théorème permet de prouver qu'une fonciton est dérivable en un point en étudiant la
limite de sa dérivée.

(ii) Il permet aussi de montrer qu'une fonction n'est pas dérivable en un point (si` = + 1 ).
Ainsi, f : x 7!

p
x n'est pas dérivable en0.

(iii)� si f 0 n'a pas de limite en0, on ne peut rien dire !
Si

f :

�
�
�
�
�
�
�
�
�

R ! R

x 7!

8
<

:
x sin

1
x

si x 6= 0

0 sinon

et g :

�
�
�
�
�
�
�
�
�

R ! R

x 7!

8
<

:
x2 sin

1
x

si x 6= 0

0 sinon

f 0 et g0 n'ont pas de limite en0 mais g n'est pas dérivable en0 alors queg l'est.

Proposition 46 (Théorèmes de prolongement C1=C k =C1 )

Soit I intervalle, a 2 I, f : I ! R, continue.

(i) Si f est C1 sur I n f ag et si f 0 possède une limite �niè en a, alors f est C1 sur I et
f 0(a) = `.

(ii) Si f est de classeC k sur I n f ag, si

8i 2 J1; kK9` i 2 R; f ( i ) (x) �!
x! a

` i ;

alors f est de classeC k sur I et

8i 2 J1; kK; f ( i ) (a) = ` i :

(iii) Si f est de classeC1 sur I n f ag, si

8i 2 N� 9` i 2 R; f ( i ) (x) �!
x! a

` i ;
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alors f est de classeC1 sur I et

8i 2 N� ; f ( i ) (a) = ` i :
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Exemple 47 (Ultra-classique !)

Soit f :

�
�
�
�
�
�
�
�

R ! R

x 7!

(
0 si x 6 0

e� 1
x si x > 0

. Démontrons quef est de classeC1 sur R.

(i) Déjà, f (x) �!
x! 0

0 donc f est continue surR.

(ii) Ensuite, f est de classeC1 sur R� par les théorèmes généraux.

(iii) Étudions les limites des dérivéesk-ièmes def en 0.

...�a�u� �b�r�o�u�i�l�l�o�n�...

On calcule f 0(x) = �
1
x2 e� 1

x , f 00(x) = �
2
x3 e� 1

x +
1
x4 e� 1

x , etc. On remarque

qu'en fait f (k) (x) s'écrit comme le produit d'un polynôme et dee� 1
x .

Démontrons, pour tout k dansN,

9Pk polynôme tel que8x > 0; f (k) (x) = Pk

�
1
x

�
e� 1

x : (Qk )

L' initialisation est évidente en posantP0 = 1 .
Pour l'hérédité, soit k dansN tel que Qk est vraie. Alors on dispose dePk polynôme tel
que

8x > 0; f (k) (x) = Pk

�
1
x

�
e� 1

x :

En dérivant,

f (k+1) (x) = �
1
x2 P0

k

�
1
x

�
e� 1

x + Pk

�
1
x

�
�

1
x2 e� 1

x = Pk+1

�
1
x

�
e� 1

x ;

en posantPk+1 : y 7! � y2P0
k (y) + y2Pk (y).

D'où la dé�nition de la suite (Pk )k2 N par récurrence.

(iv) Soit alors k 2 N. Alors

� 8x < 0, f (k) (x) = 0 �!
x! 0�

0,

� 8x > 0, f (k) (x) = Pk

�
1
x

�
e� 1

x �!
x! 0+

0 par croissances comparées.

Donc f (k) (x) �!
x! 0

0.

(v) Donc, par théorème de prolongementC1 , f est de classeC1 et 8k 2 N; f (k) (0) = 0 .
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3 Brève extension au monde complexe

Dé�nition 48

Soit f : I ! C. f est dérivable ena ssi Re(f ) et Im (f ) le sont, et sa dérivée est

f 0(a) = Re(f )0(a) + i Im (f )0(a):

Proposition 49

Soit f : I ! C, a 2 I.

(i) f est dérivable ena ssi
f (x) � f (a)

x � a
admet une limite �nie en a. Cette limite �nie est

alors f 0(a).

(ii) f est dérivable ena ssi il existek 2 C, " : I ! C telle que" (x) �!
x! a

0, et que

8x 2 I; f (x) = f (a) + k(x � a) + " (x):(x � a):

Dans ce cask = f 0(a).

Proposition 50

Tous les résultats de la première section sont valables pour des fonctions à valeurs complexes.

Exemple 51

Ainsi, x 7! eix2
est dérivable, de dérivéex 7! 2ixeix2

.

Remarque 52

� ATTENTION ! Presque aucun résultat de la deuxième section ne fonctionne !

(i) Tout ce qui a trait aux extremums ou aux variations n'a pas de sens.

(ii) Les théorèmes de Rolle et des accroissements �nis sont faux en général ! Sif : x 7! eix ,
alors f (0) = f (2� ) mais, pour tout x dansR, f 0(x) = ieix , qui ne s'annule jamais !

En revanche, on a la

Proposition 53 (Inégalité des acfroissements �nis)

Soit f : I ! C, I intervalle. Sif est C1 sur I et qu'il existeM 2 R tel que8x 2 I; jf 0(x)j 6 M,
alors 8(x; y) 2 I2,

jf (x) � f (y)j 6 M:jx � yj:
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Démonstration

Cette propriété sera démontrée dans le chapitre sur l'intégration !�

4 Convexité

4.1 Dé�nitions de base

4.1.1 Moyenne de deux points et droites

On commence par une remarque toute simple, mais importante.

Proposition 54

Soient x et y deux réels tels quex < y .

(i) Pour tout � dans[0; 1], (1 � � )x + �y appartient au segment[x; y].

(ii) Pour tout z dans[x; y], il existe un unique� dans[0; 1] tel que z = (1 � � )x + �y .

Dé�nition 55

On dit que z est combinaison convexe dex et y.

Remarque 56

Il faut comprendrez = (1 � � )x + �y comme une moyenne pondérée dex et de y. Plus 1 � �
est proche de1, plus le pointz est proche dex.

Proposition 57

Soit f une fonction a�ne. Alors pour tous réelsx < y , pour tout � dans[0; 1],

f ((1 � � )x + �y ) = (1 � � )f (x) + �f (y):
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Exercice 58

Démontrer que la propriété précédente caractérise les fonctions a�nes. Plus précisément, on
prend f véri�ant :

8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) = (1 � � )f (x) + �f (y):

(i) démontrer que pour tousa; b; c tels quea < c < b ,

f (c) � f (a)
c � a

=
f (b) � f (a)

b � a
=

f (b) � f (c)
b � c

:

(ii) en déduire que pour tousx dansR, f (x) = f (0) + x(f (1) � f (0)) et conclure.

4.1.2 Dé�nition de la convexité

Dé�nition 59

Soit f : I ! R. On dit que f est convexe surI si

8(x; y) 2 I2; 8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) 6 (1 � � )f (x) + �f (y):

Une fonction f est concave surI si

8(x; y) 2 I2; 8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) > (1 � � )f (x) + �f (y):

Remarque 60

On peut rajouter sans aucun problème la conditionx < y .

Il faut tout de suite pouvoir interpréter graphiquement cette propriété

Proposition 61

Une fonction est convexe (respectivement concave) si et seulement si son graphe est toujours
en-dessous (respectivement au-dessus) de ses cordes.

Démonstration

Soit f : I ! R. Notons, si a < b, ga;b la fonction a�ne passant par les points(a; f (a)) et (b; f (b))
(sur le segment[a; b], la courbe représentative de cette fonction est la corde !) Alors on a les
équivalences suivantes

f est convexe , 8 (x; y) 2 R2; x < y; 8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) 6 (1 � � )f (x) + �f (y)

, 8 (x; y) 2 R2; x < y; 8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) 6 (1 � � )gx;y (x) + �g x;y (y)

, 8 (x; y) 2 R2; x < y; 8� 2 [0; 1]; f ((1 � � )x + �y ) 6 gx;y ((1 � � )x + �y )) par la prop 57

, 8 (x; y) 2 R2; x < y; 8z 2 [x; y]; f (z) 6 gx;y (z) par la proposition 54;
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cette dernière proposition signi�ant exactement que �f est en-dessous de sa corde � !�

On a un peu mieux :

Proposition 62

Soit f : I ! R une fonction convexe. Le graphe def est au-dessus de ses sécantes dans la
zone extérieure à la corde !

Démonstration

Il s'agit de démontrer que sia < b, alors pour tout x > b ou x 6 a, f (x) > ga;b(x). Soit x > b (on
fait de même six 6 a).
L'inégalité à démontrer est donc

f (b) � f (a)
b � a

(x � a) + f (a) 6 f (x);

i.e.
f (b)( b � a) + f (a)( x � b) 6 f (x)( x � a);

ou encore
f (b)( b � a) 6 f (x)( x � a) + f (a)( b � x);

i.e.

f (b) 6
x � a
b � a

f (x) +
b � x
b � a

f (a);

ce qui est exactement une inégalité de convexité ! (b est bien moyenne dea et x) �

Une conséquence immédiate etfondamentale de la convexité est l'inégalité de Jensen.

Proposition 63

Soit f : I ! R une fonction convexe. Alors pour tous(x1; : : : ; xn) 2 In, pour tous(� 1; : : : ; � n) 2
[0; 1]n tels que� 1 + � � � + � n = 1 ,

f

 
nX

i=1

� i xi

!

6
nX

i=1

� i f (xi ):

Si f est concave, on inverse l'inégalité.

Démonstration

On fait une preuve par récurrence. Le casn = 2 est juste la dé�nition de la convexité.
Pour l'hérédité, si l'on prendn + 1 réelsx1; : : : ; xn+1 et n + 1 réels� 1; : : : ; � n+1 , alors on remarque
que

n+1X

i=1

� i xi =
nX

i=1

� i xi + � n+1 xn+1 :

On suppose, sans perte de généralité, que� = � 1 + � � � + � n > 0 (sinon la propriété est évidente !)
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