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DM 14
Pour le lundi 19 mars

Formules. Le minimum a faire est 1,2,3 (le 3 est en fin de semaine). Pour les autres, le 5 sera
faisable mercredi, le 6 en fin de semaine!

Exercice 1. On définit a = (—1,2,1),b = (0,1,-1),u = (1,0,-3) et v = (—2,5,1) quatre
vecteurs de R.

1. Déterminer un vecteur w € R*n’ appartenant pas a Vect(a, b).

4‘ Correction

(je court-circuite un peu I'exo en cherchant une équation de Vect(a, b) directement. Cela
X

me parait plus simple) Déterminons une équation de Vect(a, b). Soit [y | € R3. Alors
z

on a les équivalences suivantes :

X X
y | € Vect(a,b) & I\, u) €R? |y | =Xa+ub
z z
X -2
s3INu)eER? [yl =22+u
z A— U
Or, on a, pour (X, 1) € R?, les équivalences
X -2 —A=X
Y]l =122A+u]| 22 +u=y
Z A=l A—u=1z
—A=x
& w=y+2x
—u=z+X
—A=Xx
& w=y+2x
0=3x+y+z
Donc
X
y | € Vect(a,b) ©3x+y+z=0.
z
1
Ainsi, | 1| ¢ Vect(a, b).
1

2. Montrer que Vect(a, b) = Vect(u, v).
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Correction

Déja, u et v vérifient I'équation 3x + y + z = 0 donc u et v sont dans Vect(a, b) donc
Vect(u, v) C Vect(a, b).

1 1 2
Mais on remarque que a = —v — —u donc a € Vect(u, v). De méme, b= -v+ —u donc

5 5
b € Vect(u, v). Ainsi, Vect(a, b) C Vect(u, v).
D’ou I'inclusion réciproque et I'égalité.

3. Trouver trois réels o, B et vy non tous nuls tels que V(x, y, z) € Vect(a, b), ax + By + vz =
0.

Correction

Déja fait ! En fait, plein de choses sont possibles ici, voila pourquoi j'ai mis deux questions
différentes. On peut chercher une équation qui marcher pour a et b par exemple et dire
qu'alors I'équation marche pour tout élément de Vect(a, b). Mais le langage des systemes
linéaires et des conditions de compatibilité permettent de faire une équivalence.

4. Montrer que Vect(a, b) = {(x,y,z) € R® | ax + By + vz = 0}.

4‘ Correction

Déja fait aussi.

Exercice 2. Soit £ = €°(R, R) I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Pour tout
a € R, posons E, = {f € E, f(a) = 0}.

1. Montrer, que pour tout a € R, E, est un sous-espace vectoriel de E.

Correction

Soit a € R. Déja, la fonction nulle s’annule bien en a, donc elle appartient a E,.
Soient ensuite f et g dans E,, A et u dans R. Alors

(Af + ug)(a) = Af(a) + pg(a) =0,

donc Af + ug € E,. Donc E, est bien un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit a # b. Montrer que E = E, 4+ E,. On fera attention au fait que la somme n’est pas
supposée directe : il faut donc chercher une décomposition !

Soit f € E.
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]
On cherche a écrire f comme la somme de g et de h avec g € E, et h € Ep.
Ainsi, g doit s’annuler en a et valoir f(b) en b. Tant qu'a faire, si g est une
fonction affine, cela a I'air de marcher...!

f(b
Posons g : x +— b(f)a(x —a)et h=1f—g. Alors g(a) = 0, donc g € E,, h(b) =

f(b)—g(b)=0donc he Ep,, et g+ h=".
Donc E C E;+ Ep, donc E = E, + E.

3. La somme de E, et de E,, peut-elle étre directe?

Correction

NON, la somme n'est pas directe! En effet, si f : x — (x — a)(x — b), aoors f n'est
pas la fonction nulle mais f € E, N E,. Donc E; N Ep # {0}, donc la somme n’est pas
directe.

Exercice 3. Soit p un projecteur de E. On définit les sous-espaces
Fr={feZ(E)Juc LE)f=uop}, F={fcL(E)IueLE)f=uo(d-p)}

Montrer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires de Z(E). On procédera par analyse-
synthése, et on fera trés attention aux objets manipulés.

Correction

La, on fait une analyse-synthése. Soit f € Z(E).
Analyse. On suppose que f = g+ h avec g € F; et h € F>. On dispose donc de u et de v
dans Z(E) telsque f =uop+vogq,silonpose g=1Ide — p. En particulier,

fop=uopop+voqop=uopcarpop=petqgop=0geE).
De méme, fog=vogq.
Ainsi,
g=uop=fopeth=vog=fogq.

Synthése. Posons g = fopet h=foq. Alors

° gGFl,

e he Fy,

e g+th=fo(p+q)=Ffoldg=".

Ceci démontre que Vf € E, (g, h) € F1 X F», f = g+ h, ce qui assure la supplémentarité
des deux sous-espaces vectoriels.

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel et fq, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E strictement
inclus dans E. On veut montrer que E ne peut pas s'écrire comme F; U---U F,.

1. Etablir le résultat pour n = 2.
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Correction

Si E s'écrit comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels F; et F», alors F; U 5 est
un sous-espace vectoriel de E donc, d'aprés le cours, [ C Fo ou F, C F1, donc F = E
ou F>, = E, absurde car ces deux sous-espaces vectoriels sont censés étre stricts.

On suppose le résultat vrai pour n—1 € N.
2. SiF,C FRU...UF,_1, conclure.

4‘ Correction

SiF,C FRU...UF,_q, alors F[LU...UF,_1 = E, donc on est ramenés au résultat par
le principe de récurrence.

Supposons que F, ¢ F1 U...U F,_1 et choisissons x € F,\ (FLU...UF,_1) et y € E\F,.
3. Montrer que Ax + y ¢ F, pour tout X € R.

Correction

Supposons qu'il existe A € R tel que Ax+y € F,. Alors, comme x € F,, AX+y—Ax € F,,
c'est-a-dire que y € F,,, absurde!

4. Montrer que, pour tout i € [1,n— 1], il existe au plus un X € R tel que Ax+y € F;.

Correction

Supposons qu'il existe A # w tels que Ax +y € Fiet ux+y € F;. Alors (A — u)x € F;
soit, comme XA — u # 0, x € F;, absurde!

5. Conclure que U Fr #E.
ke[l,n]

Correction

Comme R est infini, on dispose de A € R tel que Ax+y ne soit dans aucun des (F;)1<i<n—1,
ni dans F,. Ainsi, FLU---UF, # E

Exercice 5. Difficile. Soit E et F deux K-espaces vectoriels, dont tous les sous-espaces admettent
des supplémentaires. Soit ¢ € L(E), et u € Z(E, F). Montrer qu'il existe v € Z(E, F) tel que
u=vo¢si, et seulement si, ker¢p C ker(u).

—‘ Correction

S'il existe v € Z(E, F) tel que u = v o ¢, alors pour tout x dans ker(¢), u(x) = v(¢p(x)) =
v(0) =0, donc x € ker(u).

Si ker(¢) C ker(u), on voudrait définir « v = uo@~! ». Mais cela n’a pas de sens... sauf si I'on
fait en sorte de rendre ¢ bijective! Soit alors S un supplémentaire de ker(¢) dans E. Alors

| S — Im(¢)
| x = (x)

est un isomorphisme.
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Soit T un supplémentaire de Im(¢) dans E. Posons alors v € Z(E, F) définie par :

ViT = 0(T.F) €t Vitm(g) = o P

(on rappelle que I'on peut définir une application linéaire par sa restriction a des sous-espaces
supplémentaires)
Soit alors x € E. On écrit x =y + z avec y € ker(¢) et z € S. Alors

u(x) =u(y +z) = u(z) car y € ker(¢) C ker(u).

Ensuite,

vod(x) = uo~t o ¢p(x) = u(x),

d'ou I'égalité désirée!
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Exercice 6. Soit £ un C-espace vectoriel.

1. Montrer que si u et v sont deux symétries, alors v o v est une symétrie si, et seulement si u
et v commutent, i.e. uov =vou.

Correction

Supposons que uo v est une symétrie. Alors uo v est une involution, i.e. uovouov =Id.
En composant a gauche par u et en utilisant le fait que vou = Id, on obtient vouov = u.
En faisant de méme avec v, on conclut que uov = v o u, donc u et v commutent.
Réciproquement, si u et v commutent, uovouov = u?ov? =1Idold =Id. Donc uov
est une symétrie.

Soient v et v dans Z(E), deux symétries qui commutent.

2. Montrer que ker(uo v —1Id) = ker(u — v) et que ker(vo v + Id) = ker(v + v).

Correction

Montrons une seule des deux égalités, I'autre se fera similairement.
Soit x € E. Alors x € ker(uov —1Id) & vov(x) = x < v(x) = u(x) & x € ker(v — v)
(on a utilisé le fait que vo u=1d).

3. (a) Montrer que pour tout A dans K, v stabilise ker(v — AId). On admettra que réciproque-
ment, pour tout A, v stabilise ker(u — AId).

—‘ Correction

Soit A € Ret x € ker(v—AId). Alors v(x) = Ax. Montrons que u(x) € ker(v—AId).
On sait que v(u(x)) = vou(x) = uov(x) = u(Ax) = Au(x), donc u(x) €
ker(v — AId). Donc u stabilise bien ker(v — AId).

(b) Montrer que si pour un certain A, ker(u — AId) # {0}, alors A = £1.

Correction

Soit A € R tel que ker(u — AId) # {0}. Soit alors x # 0 tel que u(x) = Ax. Alors
uou(x) = Xx, i.e. x = Ax, donc, comme x # 0, A? = 1, donc, comme X € C,
A =+1.

4. Montrer que u(ker(v —1d)) = ker(v — Id) et u(ker(v +1d)) = ker(v +1d) et que v(ker(u —
Id)) = ker(uv — Id) et v(ker(v + Id)) = ker(u + Id).

Montrons que u(ker(v —Id)) = ker(v — Id).

Soit y € u(ker(v — Id)). Alors on dispose de x € ker(v — Id) tel que y = u(x). Alors
v(y)—y = v(u(x))—u(x) = u(v(x))—u(x) = u(x)—u(x) = 0. Donc u(x) € ker(v—Id).
Ensuite, montrons que ker(v—1Id) C u(ker(v—Id)). Soit y € ker(v—Id). Alors v(y) = y.
Mais y = u?(y), donc y = u(x), avec x = u(y) et v(x) = v(u(y)) = u(v(y)) = u(y) =
x, donc x € ker(v — Id). Donc y € u(ker(v — Id)). D’ou I'inclusion réciproque et le
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résultat.
On montre de méme que u(ker(v + Id)) = ker(v + Id), et les autres égalités.

On suppose maintenant que u et v sont deux symétries de E qui anticommutent, i.e. uov = —vou.

5. Montrer que u(ker(v —Id)) = ker(v +1d) et u(ker(v +1d)) = ker(v — Id) et que v(ker(u —
Id)) = ker(uv + 1d) et v(ker(u + Id)) = ker(u — Id).

Correction

Montrons que u(ker(v —Id)) = ker(v + Id).

Soit y € u(ker(v — Id)). Alors on dispose de x € ker(v — Id) tel que y = u(x). Alors
v(y) +y = v(u(x)) + u(x) = —u(v(x)) + u(x) = —u(x) + u(x) = 0. Donc u(x) €
ker(v + Id).

Ensuite, montrons que ker(v +1Id) C u(ker(v —1d)). Soit y € ker(v +1d). Alors v(y) =
—y. Mais y = 1?(y), donc y = u(x), avec x = u(y) et v(x) = v(u(y)) = —u(v(y)) =
—u(—y) = u(y) = x, donc x € ker(v —Id). Donc y € u(ker(v —Id)). D'ol I'inclusion
réciproque et le résultat.

On montre de méme que u(ker(v +1d)) = ker(v — Id).
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