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Chapitre 22
Applications linéaires et matrices

Ce chapitre permet de complétement comprendre la magie de I'algébre linéaire en dimension finie.

1 Représentation matricielle

1.1 Matrice de vecteurs

f_1 Définition 1 Y

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, £ = (e, . . ., en) une base de E, x un vecteur de

n
E, x= Zx,-e,-. La matrice de x dans & est
i=1

X1
Mate(x) =
Xn
Soient (y1, ..., ¥p) p vecteurs de E. Alors pour tout k dans [1, p], il existe un unique n-uplet

(aik)1<i<n tel que

n
Yk = E ajk €.
i=1

On appelle matrice dans la base £ de (y1, ..., ¥p) la matrice
dil di2 - dip
dp1 dx -t dyp
Mate(ys, .- ., Yp) =
dnl  dm2 - dnp

Exemple 2

5 e (1 o (1 (2 (1
1.DansR,S|el—<1 et & = _1,SIf1— 2,1"2— 3 et = 1,alors

& = (e1, &) est une base de R? car e; et e ne sont pas colinéaires. Décomposons alors
f1, f» et f3 dans la base £.

3 1
f; Te — =
1 26‘1 262
1 5
12 591—562
f3 = 161 +0€2.
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Ainsi,
3
Py 1/3
_ 2 _
Matg(f1) = 1= (_1> -
2
De méme,
3 1 .
) ) 1/3 1 1
_ 2 [
Mate(f 2. B) = | 2 _25 .72 (_1 s O) :
2 2

2. Déja une remarque, pour la suite... On remarque que

1/3 1
Matg(fi, ) = > (_1 _5)

Mais, on remarque que f; et > ne sont pas colinéaires, donc F = (fi, ) est une base de
R2. On peut donc essayer de représenter Matz(e1, e2). Pour ce faire, on remarque que

5 1
==fi — =F
€1 71 72
1 3
—f1 — =f
[S) 61 72

donc

On remarque alors que

1 3 1 5 1
Ax B = 1 (_1 _5> X (_1 _3> =1...

on verra cette propriété bientét !

3. Dans Ry[X], soit £ = (1, X, X?), F = (1,(X —1),(X = 1)), G = (Lo, L1, L) la base
d'interpolation de Lagrange associée a (0, 1, 2).
Soit P = X? +2X — 1. Alors

-1
Matg(P) = 2
1
De méme,
P=P(1)+P1)(X-1)+ P”2(O)(X —1)2=24+4(X -1) +1(X —1)?,
donc
2
Mat]:(P) = 4
1
Enfin,
P = P(0)Lo+ P(1)L2+ P(2)Lo,
donc
P(0) -1
Matg(P)=|P(1) | =1 2
P(2) 7
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On a une propriété utile, de calcul.

Proposition 3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, £ = (e, ..., en) une base de E, x un vecteur
de E, x = zn:x,-e,-.
i=1
1. Si (X, Y) € E? (\u)eK?
Matg(AX + 1Y) = AMate(X) + uMatg(Y).
2. Si (Xq,..., X,) € EPet (V4,..., Y,) € EP, si (\, u) € K?,

Mate(AX1 4+ uY1, ... XX, + uY,) = AMatg (X, . . ., Xp) + uMate(Yy, .. ., Yy).

Matg (X1, ..., Xp) = (Matg (X1) ’ ‘MatS(Xp))

ol la barre verticale signifie que I'on a concaténé les vecteurs pour en faire une matrice.

Demonstratlon On ne falt la preuve que pour le premier point, le second se fait de méme. Si on

écrit X = Zx,e, etY = Zy,e, alors

=1 i=1
n
AX 4 Y = (i + uy)er,
i=1
donc
AX1 + Uy1 X1 Y1
Matgs(AX + pY) = =X [ +u] | =Matg(X) + puMate(Y),
AXp + yn Xp Yn
d'ou le résultat, la généralisation a p vecteurs se faisant facilement. O

Chose importante : on peut alors interpréter toute matrice comme une matrice de vecteurs dans
une certaine base.

Proposition 4

Soit E un K-evdf n, £ = (e, ..., en) une base de E. Soit p dans N*. L'application

EP — My p(K)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Page 3 sur



MPSI N. Laillet
Matrices et applications linéaires nlaillet.math@gmail.com

Démonstration. Comme la linéarité a été démontrée précédemment, il suffit de montrer la bijectivité.
Mais, comme ¢ est une application linéaire entre deux espaces de méme dimension, il suffit de
montrer que @ est injective. Soit (X, .. ., Xp) p €léments de E” tels que p(xq, .. ., Xp) = 0p.p. Alors,
pour tout / dans [1, p],

X/:O.€1+"'+O.€n:OE,

donc (X, ..., xp) = (0g, ..., 0g), donc ker(p) = {Og»} donc ¢ est injective donc bijective. O

1.2 Matrice d’une application linéaire

f Définition 5 )
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, £ = (ey, . . ., ep) une base de E et

F une base de F, u € Z(E, F). La matrice de I'application u dans la base £ au départ et F
a l'arrivée, notée Matg #(u) est la matrice

Mate #(u) = Matz(u(er), .. ., u(ep)).

Lorsque u est un endomorphisme et que I'on choisit la méme base au départ et a I'arrivée, on
notera le plus souvent Mate(u).

(. J

Exemple 6 (Fondamentaux)
(i) Soit f € Z(R3 R?), définie par
V(x,y.z) €R3 f(x,y,z) = (—14x + 5y + 8z, —24x + 8y + 14z)
1 0 0

Soit€ = o],(1].]0 = (e1,e,63) et F = ((1><0)> = (f1, ), les bases
0 1
0 0 1
canoniques respectives de R® et R2. Alors

o fle) = (;i) = —14f, — 24f,,

o &) = (g) — 5f, + 86,

o f(es) = (184) = 8f, + 145,

donc
~14 5 8
Matff_<—24 8 14)'

(i) On considére
R? — R?

“16)- ()
sote = (o) (1)) =@ erer=((1). (1)) = . wors
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) 1
. oler) = (8) — 0.6,40.60, 0(er) = <O> — 1.e;+0.ey, donc Mate(¢p) = (8 0)

® p(e) = 0 =0.f1+ 0.5, p(e) = 1 —lf—i-lf donc Matg » = J 5
<Pl—0—-1 -2v<P2—0—21 512 E,f—oé-
3 1S R3[X]_>R3[X] . 2 3
(iii) Dans R3[X], on considére 9 : , Soit £ = (1, X, X<, X?). Alors
PP
01 0O
0 020
Mate =14 ¢ o 3
0 00O
. R3[X] — R3[X]
iv) Soit T : E=(1LX X2 X et F=(1,X+1,(X+1)2 (X+1)%).
(W) Soit [0y €= ) et F = (X+ D2 (X +1))
Alors
1 0 0 O
01 0O
Matgvf(’T)— 00 1 0
0 0 0 1
alors que
1 1 1 1
01 2 3
Matg(T)— 00 1 3
0 0 01

Soit £ un K-evdf n, £ = (eq, ..., en) une base de E. Alors

Matge (Idg) = 1,,.

Remarque 8

Attention, il faut avoir la méme base au départ et a I'arrivée ! ]

Pour le moment, on ne voit pas trop I'utilité des matrices d'applications. Attendons encore un petit
moment, avec une derniére proposition.
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base de E et F = (f1, ..., fn) une base de F. L'application

o [ZEF) > ()
' u— Matg £(u)

est un isomorphisme d'espaces vectoriels

| J

Démonstration. ®
e Lineéarité. Soient (u,v) € Z(E)? X € K. Alors

Mate z(Au+ v) = Matz((Au+ v)(e1), Au+v)(e), ..., (Au+v)(ep))
= Matr(Au(er) + v(er), Au(e) + v(er), ..., Au(ep) + v(en))
= AMatr(u(e), ..., u(ep)) +Matz(v(er), ..., v(ep)) par la proposition [3]

D"ou la linéarité de ®.

o Bijectivité de ¢. Comme dim(.Z(E, F)) = np = dim(4, ,(K)), il suffit de montrer que ®
est injective.
Soit u € ker(®). Alors Matg #(u) = 0p,p.
Donc (u(er), ..., u(ep)) ont tous des coordonnées nulles dans la base (fi, .. ., f,), donc sont
nuls. Donc u est nulle sur une base de &£, donc U est nulle.
Donc @ est injective entre deux espaces de méme dimension, donc u est bijective.

Donc u est un isomorphisme d'espaces vectoriels. L]

Poussons les choses un peu plus loin : comment interpréter le produit matriciel ? (c'est la propriété
fondamentale de ce chapitre)

Proposition 10

Soient E, F et G deux espaces vectoriels de bases respectives £, F et G, soit et v € Z(F, G).
Alors

1. Yue Z(E,F), Vx € E, Matz(u(x)) = Matg 7 x Matg(x)
2. Vue ZL(E, F),VveZ(FG) Matg x(vou)=Matrg(v) x Mate #(u).

Démonstration. ®

1. Soitue X(E,F)etxeE.
Notons p = dim(E), n = dim(F), &

I
—~~
D

fk,
D
T
~—~
I
—~~
=h
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i aip p
Matg #(u) = : X = E xiej. Alors
—
dn1 anp !

Alors

g apiX;
i=1
Matz(u(x)) = :
p

E aniXj

i=1

a1l dip X1
apl 0 anmp Xp

= Matg’]: X Matg(X).
2. Soient u e Z(E,F), ve Z(F G). Alors

Mate g(v o u) = Matg(v o u(ey), ..., vou(ep))
= Matg(v(u(er)), ..., v(u(ey)))
— (Matg(v(u(e)| -+ [Matg(v(u(er))),

la barre verticale signifie que I'on a construit la matrice en concaténant les vecteurs.
Or, si I'on note A= Matzg(v), si i € [1, p],

Matg(v(u(e,-)) = Mat].-,g(v) X Matf(u(e,-)) =AX Matf(u(e,)).
Donc
Mateg(v o u) = (A x Matr(u(er)| -+ | A x Mats(u(e,)))

=Ax (Matf(u(el))‘ e ‘Matf(u(ep))) par produit par blocs

= A x Matg(u(er), ..., u(ep))
= Matr g(v) x Matg #(u).
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Corollaire 11

Soit (E, F) deux K-ev de méme dimension p, £ une base de £, F une base de F, u € Z(E, F).
Alors u est inversible si et seulement si Matg +(u) est inversible. On a alors Matr ¢(u™t) =
Matg,]:(u)_l.

Démonstration. Si u est inversible, alors o ™! = Idg et v o u = Idg, donc
Matg,f(u) X Matf,g(ufl) = Mat]:']:(u o Ufl) = Matf(Id/:) = Ip,

et
Matf,g(ufl) X Matg']:(u) = Matg(U71 o U) = Matg(IdE) = Ip,

donc Matg #(u) est inversible, d’inverse Matr ¢(u™1).
Si Matg #(u) est inversible, alors on dispose de A dans .#,(K) tel que

A X Matg #(u) = Mate £(u) x A=1,.

Soit v I'unique élément de Z(F, E) tel que A = Matx¢(v) (possible par le théoréme d'iso-
morphisme vu précédemment). Alors

Mate(v o u) = A X Mate #(u) =1, = Mate(Idg),

donc, par injectivité de I'isomorphisme ¢, v o u = Idg. De méme, uo v = Idg, donc u est
inversible et Matz ¢ (u™t) = Matg #(u) ™ .
]

Proposition 12

Soit E un espace vectoriel de dimension n, de base &, alors I"application

o [2E) )
. u — Matg(u)

est un isomorphisme d'algébres, ce qui signifie qu'on a de plus ®(uo v) = ®(u) o P(v).

Remarque 13

Attention! Il faut avoir la méme base au départ et a l'arrivée (cf. la translation pour les
polyndmes)

Exemple 14

1) pour tous / et j. Montrer que A est inversible

Soit A= (a,'j)lg,‘ngnﬁ_l définie par ajj = (‘:

et déterminer son inverse.

Pour ce faire, une jolie méthode est de remarquer que si

Rn[X] = Ry[X]
P P(X+1)
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siE=(1X ..., X"), alors Matg(7) = A.
Or, T est inversible, 771 : P+ P(X — 1), donc A est inversible d’inverse A~! = Matg(771).
Soit k € [0, n]. Alors

=

- . i_ifJj—1 . :
donc le coefficient (i, ) de A~ est (—1)~ <JI B 1>. (attention au décalage de numérotation).

f—1 Remarque 15

Le fait que I'on ait un automorphisme d'algébre permet d'interpréter matriciellement les pro-
priétés de certains endomorphismes. Sl v € Z(E) et A = Matg(u),

e u est un projecteur si et seulement si A% = A,
e U est une symétrie si et seulement si A®> =1I,,,

e 1 est nilpotente si et seulement s'il existe p dans N tel que AP = 0,,.

f_1 Exercice 16

On considére I'endomorphisme de R3[X] : P(X) — P(X + 1) — P(X). Le représenter dans la
base canonique de R3[X] au départ et a I'arrivée. Montrer que cet endomorphisme est nilpotent.

(.

J

[l est intéressant, dés maintenant, de penser a représenter un endomorphisme dans une bonne base.

Soit E un K-evdf n, u € Z(E).

1. Si u est un projecteur de E, soit r =rg(u), (e1,. .., er) une base de Im(u), (fi41, ..., )
une base de ker(u). Comme u est un projecteur, Im(u) & ker(u) = E et donc
B(es, ..., e, fri1, ..., f,) est une base de E.

Alors

Mk (1) = M (e <o L L) e u(fn»( L O)

Onfr,r Onfr,nfr

ou I'on a écrit la matrice par blocs.

2. Si u est une symétrie de E, ker(u — Idg) @ ker(u + Idg) = E. Soit (ey, ..., es) base de
ker(v —Idg) et (for1, ..., d,) une base de ker(u + Idg).

Alors B = (eq, .. ., €s, fox1..., 1) est une base de E, et
IS OS ﬂ—S)
Matg(u) = ' .
B( ) (On—s,s 7In—s
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1.3 Application linéaire canoniquement associé a une matrice

f Définition 18 )

Soit A € 4, ,(K). L'application linéaire canoniquement associée a A est

%p,l(K) — %n,l(K)
X — AX

Proposition 19

Soit A € M, ,(K), B, et B, les bases canoniques de ., 1(K) et .#,1(K). Alors A =
Matggp’ggn(A).

Définition 20
Soit A € M, ,(K). On définit le noyau/I'image/le rang de A comme I'image/le noyau/le rang
de A.

[Point de méthode 21]
Pour déterminer I'image/le noyau/le rang d’une matrice, on fait exactement ce qu'on a fait
pour les applications linéaires sur K" !

Proposition 22

Etant donnés les isomorphismes établis précédemment, si M = Matg #(u), une base de ker(M)
nous donne les coordonnées d’une base de ker(u) dans £. De méme pour I'image.

Proposition 23

Une matrice carrée est inversible a droite si et seulement si elle est inversible a gauche.

Démonstration. Ceci bien simplement du fait qu’'un endomorphisme est injective ssi il est surjectif
ssi il est bijectif. ]

Un premier bilan. Une matrice peut s'interpréter comme...
e |a matrice d'une famille de vecteurs dans une base,
e |la matrice d'une application linéaire dans certaines bases au départ et a |'arrivée,
e |a matrice de I'application linéaire canoniquement associée.
De plus, on a vu que si la matrice était une matrice carrée inversible, alors elle pouvait étre interprétée

comme la matrice d'un isomorphisme.
Y a-t-il I'analogue pour I'interprétation en tant que matrice de vecteurs? OUI
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2 Changement de base, équivalence, similitude

f Exercice 24 )
. 2 . _ 1 1 (X y (2
Soit, dans R*, £ la base canonique, F = ((1 1 LU y — 0) X = 3)

Calculer

A= Matg(F), B=Matg(E), Y =Matr(X), C=Matg(u), D=Matr(u), E =Matg r(u),
puis calculer les produits
Ax B, BxC, BxCxA,BxX.

Commentaire ?

|\ J

2.1 Matrice de passage d’une base a une autre

Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, £ = (e, ..., ep) une base de E, F =
(f,..., f,) une famille de n vecteurs de E.

Alors F est une base de E si et seulement si Matg(F) est inversible.

Dans ce cas, Matg(F) ™! = Mat#(€).

Démonstration. (*)
On suppose que F est une base de E. Alors

Mate (F) = Mate(f, ... )
= Matg(IdE(fl) ----- IdE(fn))

= Matz ¢(Idg) on interpréte une matrice comme matrice d'une application linéaire !
Or, comme Idg est bijective, Matr ¢(Idg) est inversible, d'inverse

Matg’]:(ldgl) = Mate #(Idg)
= Matz(Idg(er), . . ., Ide(en))
= Maty:(f).
On suppose que Matg(F) est inversible, c'est-a-dire que Matg(fy, ..., fy) est inversible.

(idée intéressante!) Soit ¢ I'unique endomorphisme de E tel que pour tout /i de [1, n], p(e) =
f;. Alors

Matg (F) = Mate(p(er1), ..., w(en)) = Mate (o).

Or, Matg(F) est inversible, donc Matg () est inversible, donc @ est bijective.
Donc (p(e1), ..., ©w(e,)) est une base de E, d'ou (fi, ..., f,) est une base de E£. On a alors,
par le premier sens, aussi

Matg (F)~! = Matz(&).
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,—‘ Remarque 26 )

Ainsi, si E est un K-evdf n, si £ est une base de E, toute matrice M € GL,(K) peut étre vue
comme Matg(E) ot € est une base de E (par la proposition précédente et la proposition [4]).

(. J

f_1 Définition 27 Y
Soient E un espace vectoriel, £ et £ deux bases de E. La matrice de passage de £ a £, notée
Pe g ou ngl est la matrice de la famille £& dans la famille £

Pg/ = Matg(&').

Proposition 28

Soit E un K-evdf, £ et & deux bases de E, x € E, X = Matg(x), X' = Matg (x). Alors
X =PEX"

De méme, si (xi, ..., Xp) sont p vecteurs,

Démonstration. |l suffit de remarquer que

Matg(x) = Matge(Idg(x))
= Matg ¢ (Idg)Matg (x)
= Matg(Idg(e)), . . ., Ide(e)))
= Matg (&)
= Pf x Matgr(x).

[Point de méthode 29]
Penser a ce type de schéma :

E« PE ¢

(Pg/ prend des vecteurs écrits dans £ et renvoie des vecteurs écrits dans &)
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Exemple 30
1

Dans R?, si £ est la base canonique et & = ((_1) . G)) alors ng/ = (_11 1) Si

2
x = 2€} + €, alors Matg/(x) = (1) donc

Mate(x) = PE Matg (x)

Proposition 31

Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, £, £& deux bases de E, F, F’ deux
bases de F.

1. P{ = Mate o (Idg)
2. PE=(PE)
3. si F est un espace vectoriel F et F' deux bases de F, alors

Matg/’]:/(u) = PﬁMatS,f(u)Pgl'

4. Sip € Z(E),
Mate (1) = P x Matg(u) x PE .

[Point de méthode 32}
II'aut encore penser aux schéma avec des petites fleches! On a vu que

E«PE « ¢&
&+ PE+¢&
F« P« F
Fl«PLF
Mais, si on pense aux bases dans lesquelles sont écris les différents vecteurs, on a aussi

F < Matg z(u) < &

(la matrice Mate #(u) prend des éléments écrits dans la base £ et renvoie des éléments écrits
dans la base F) De méme,
F' + Matg 7 (u) + &

D’ou la formule en faisant coincider les fleches!

Démonstration. (*)
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1. On note £ = (ey, ..., en) et &= (e, ..., el). Alors

2. La, on utilise le résultat démontré sur les inverses d'applications linéaires.

(P! = (Matgr g(Idg)) ™}
= Mat&gl(IdEl)
= Matg ¢ (Idg)

= P%.
3. Encore une fois, on fait apparaitre la composée d'applications linéaires, en écrivant que

Matg/'}‘/(U) = Matg/']:/(ld/: o uoldg)
= Matr 5 (Idr)Mate 7(u)Mate £ (Idg)
= PL Mate +(u)PE

4. On adapte facilement au cas d’endomorphismes.

2.2 Matrices équivalentes et rang

Définition 33
Deux matrices A et B de .#,,)(K) sont dites équivalentes s'il existe P € GL,(K) et Q €
GL,(K) telles que A= PBQ.

Proposition 34

La relation d'équivalence entre matrices est une relation d'équivalence sur ., ,(K).

Démonstration. Si (A, B) € 4, ,(K), notons A ~ B s'il existe (P, Q) € GLy(K) x GL,(K) telles
que A= PBQ.

o Réflexivité. Soit A € 4, ,(K). Alors A=1, x Ax1I,, donc A~ A

e Symétrie. Soient (A, B) € .4, ,(K), telles que A ~ B. Alors on dispose de (P, Q) € GL,(K) x
GL,(K) telles que A = PBQ. Alors B = P *AQ ™!, avec P! dans GL,(K) et Q' dans
GL,(K), donc B ~ A.

e Transitivité. Soient (A, B, C) dans ., ,(K)* telles que A ~ B et B ~ C. Alors on dispose
de (P,R) € (GL,(K))? de (Q,S) € (GL,(K))? telles que A= PBQ et B = RCS. Alors
A= PRCSQ = (PR) x C x (SQ), et PR € GL,(K), SQ € GL,(K). Donc A~ C.

Donc ~ est une relation d'équivalence. I
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Remarque 35

La notation ~ n'est 1a que pour la preuve, elle n'est pas officielle pour parler d’équivalence
entre matrices.

Proposition 36

Soient E et F deux K-evdf, u € Z(E,F), £ une base de E et F une base de F. Notons
A = Matg #(u). Soit B € 4, ,(K). Alors A et B sont équivalentes si et seulement s'il existe
&' et F' deux bases de E et de F telles que B = Matgr z(u).

Démonstration. On raisonne par double implication.

Si A e B sont équivalentes, on dispose de P dans GL,(K) et Q dans GL,(K) telles que
A= PBQ. Alors
B=PtAQ ! = P 'Mats +(u)Q7L.

(Méthode : notre but est d’interpréter P~ et Q7' comme des matrices de passage entre
bases!)
Soit F' la base de F telle que P = Matz(F") : par la proposition [4} il existe une unique famille
F' de F telle que P = Matz(F'). Comme P est inversible, 7’ est une base.
En particulier,

P~ = Matx(F) = P%.

Soit &' la base de E telle que
Q! =Mate(E') = P

(on fait de méme que précédemment) On en déduit alors que
B = PEMats #(u)PE = Mate 5 (u),

donc B est la matrice de u dans la base £ au départ et F' a I'arrivée.

< Si B est la matrice de u dans une base £ au départ et F’ a I'arrivée, alors
B = Matg z(u) = PEMate £(u)PE = PLAPE,

! . . . P . N
avec PZ et PE' deux matrices inversibles. Donc B est équivalente a A.

D'ou I'équivalence ! ]

1 Définition 37 )

Soient (n, p) € (N*)?, avec r < min(n, p). On définit
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Exemple 38
Ainsi,
1 0 00
Jap=10 1 0 O
0 0 0O

Proposition 39

Soient (E, F) deux K-evdf, n = dim(E), p = dim(F). Soit r € N, r < min(n, p).
Soit ue Z(E,F).
Alors u est de rang r si, et seulement s'il existe £ une base de E, F une base de F, telles que

Mate 7(u) = Jp,n,r-

Démonstration. (*) Raisonnons par double implication (la directe étant encore la plus dure).

On suppose que u est de rang r. On retrouve l'idée déja importante de choisir une base
adaptée a u.
Soit S un supplémentaire de ker(u). Par le théoréme du rang, on sait que dim(S) = r.

Soit (e, ..., e;) une base de S, (41, ..., ep) une base de ker(u), £ = (eq, ..., €., en)
est donc une base de E.
Mais alors

Im(u) = Vect(u(ey), ..., u(er), u(ers1), .., u(ep))

= Vect(u(ey), ..., u(ey)) car (ere1, ..., en) sont dans ker(u).
Donc (u(ey), ..., u(e;)) est une base de Im(u) (on vient de montrer qu’elle était génératrice,
et elle est de cardinal égal a la dimension de Im(u)).
Donc (u(ey), ..., u(e;)) est une famille libre de f, que I'on compléte en une basee F =

(u(er), ..., u(er), fra1, .-, fy) de F.
Mais alors, dans la base £ au départ et la base F a I'arrivée, la matrice de u est exactement

I
Supposons qu'il existe une base £ de E et une base F de F telles que Matg #(u) = Jpnr.
Alors si I'on écrit £ = (ey, .. ., en) et F=(f,..., fp), cela signifie que
ule)) =1, ulex) =1t ..., u(e,) ="1, u(er41) =0fF, ..., u(ey) = 0.
Ainsi,

O

On déduit plusieurs corollaires de ce résultat.
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Proposition 40

1. Soit A€ A, ,(K), r € N, r < min(n, p). Alors A est de rang r si et seulement si A est
équivalente a J, . r.

2. Soient (E, F) deux K-evdf, n = dim(E), p = dim(F). Soit r € N, r < min(n, p).
Soit u € Z(E, F). Alors, pour toutes bases £ de E et F de F,

rg(u) = rg(Mate £(u)).
3. Soit F un K-evdf n, (xq, ..., Xp) p vecteurs de F, F une base de F. Alors
rg(x, ..., Xp) = rg(Matg(xq, . . ., Xp)).

4. Soit A dans 4, ,(K), Cq, ..., Cp ses colonnes. Alors

ou Cy,..., Cp sont vus comme des éléments de .1 (K).
5. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont de méme rang.

6. Une matrice carrée de taille N est inversible si, et seulement si elle est de rang n.

Démonstration. (*)
1. Notons u I'application linéaire canoniquement associée a A. Alors rg(A) = rg(u) et, si € est
la base canonique de .#, 1(K) et F est la base canonique de .#,1(K),
A = Matg #(u).

Or, par la proposition précédente, on dispose de £ une base de E, F' une base de F telles
que

Joonr = Mate 7 (u).
Donc A et J, 5 sont deux matrices représentant u dans des bases différentes au départ et a
I'arrivée, donc A et J, ,, sont équivalentes.

2. Notons A = Matg #(u). Soit s le rang de A. Alors, par le point précédent, A est équivalente

aJdons.
Donc on dispose d'une base £ de E et F' de F telles que

Jp,n,s = Maté:’,}"(u),

donc, par la proposition précédente, u est de rang s. Donc r = s. Donc rg(A) = rg(u).
3. On va utiliser une bonne application linéaire. Soit (e, ..., ep) la base canonique de K. Soit
@ I'application linéaire de KP dans F définie par, pour tout i dans [1, p]], ¢(e;) = x;. Alors
rg(x, ..., xp) =1g((er), ..., ©(ep))
=rg(p)
= rg(Mate #(¢p))
=r1g(Matz(p(e1), ..., 0(ep))
=rg(Matz(xq, ..., Xp)),

d'ou le résultat désiré !
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4. Soit u I'application linéaire canoniquement associée a A. Soit £, ..., E, la base canonique
de .#,1(K). Alors

rg(A) = rg(u) = rg(u(EL), . .., u(E,)) = 1g(C1, ..., Cp).

5. Soient A et B deux matrices de .#, ,(K).

Si A et B sont équivalentes. Si u est I'application linéaire canoniquement associé a A,
alors A représente u dans les bases canoniques de ., 1(K) au départ et .#,1(K) a
I'arrivée, et, comme A et B sont équivalentes, B représente aussi u dans des bases
différentes au départ et a l'arrivée.

Donc par le point précédent,

rg(A) = rg(u) et 1g(B) = rg(u),

donc rg(A) = rg(B).
Si A et B sont de méme rang, alors, par le premier point, A et B sont toutes deux
équivalentes a J, , ,, donc sont équivalentes, par transitivité.
6. Soit A dans .#,(K). Alors

Si A est inversible, A= A x I, x I, donc A est équivalente a I,, = J, »., donc A est de
rang n.

SiAestderang n, alors A= P X Jpnpnx Q=Q X Q avec P et Q inversibles. Donc A
est inversible.

O

[Proposition 41 (Interprétation du pivot de Gauss)]
Soient A et B deux matrices de .4, ,(K).

1. Si B est obtenue a partir de A, a I'aide d’opérations sur les lignes et/ou sur les colonnes,
alors A et B sont équivalentes.

2. si rg(A) = r, alors on peut obtenir J, , . a I'aide d'opérations sur les lignes et/ou les
colonnes de A.

Démonstration. 1. On rappelle que les opérations sur les lignes sont des multiplications a gauche
par des matrices de transvection/permutations/dilatations, et que celles sur les colonnes sont
obtenues par des multiplications a droite par des matrices de transvection/permutations/dila-
tations.

2. Deux approches possibles, qui utilisent un peu ou beaucoup le chapitre 15 :

e ou bien on dit que toute matrice peut s'échelonner en ligne, puis on poursuit les opérations
pour transformer la matrice en J, , .

e ou bien on dit que toute matrice est équivalente a J, ,, et que les matrices inversibles
sont engendrées par les matrices élémentaires.

O

Il'y a donc beaucoup de maniéres d'interpréter le rang d'une matrice! On va en rajouter deux
derniéres !
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Proposition 42

Soit A € A, p(K).
1. rg(A) = rg(T A)
2. Si Ly, ..., L, sont les lignes de A,

Démonstration. 1. Soit r le rang de A. Alors A est équivalente a J,, ,, i.e. il existe P dans
GL,(K), Q dans GLy(K) telles que

A= PJyy, Q.

Mais alors
TA=T QX" Jopr x"P=TQx Jpp,x P.

Comme "Q et 7 P sont inversibles, " A est donc équivalente a J, , ., donc est de rang r.

2. On en déduit, si Cq, ..., C! sont les colonnes de " A, que

rg(A) = rg("A) =rg(Cy, ..., ) = rg(Ly, ..., Ln),

Définition 43
Soit A € A, ,(K). Une matrice extraite de A est une matrice B vérifiant

I C [[1, n]], 3J C [[]., ,D]], B= (a,'j),-el,jeJ.

,—‘ Remarque 44 2

-0 1 2 8 4 1
1. Exemple, siA=| —1 1 0 3 —3 4], alors
15 -2 13 4 2 8

e B= <_1150 i) est extraite de A : I={1,3} et J =11, 4},

o C= (g 2 i) est extraite de A : I ={1,2} et J ={3,4,6}.

2. La notion de matrice extraite a un équivalent en python, c'est le slicing !
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Proposition 45

Soit A € A, ,(K). Alors rg(A) est la taille de la plus grande matrice carrée inversible extraite
de A.

Démonstration. Notons r = rg(A). On va montrer qu'il existe une matrice carrée extraite de A,
inversible de taille r, et que toute matrice carrée extraite de A de taille strictement supérieure a r
n'est pas inversible.

o Existence d’une matrice extraite de taille r. Soient (Cy, ..., Cp) les colonnes de A. Alors

r=rg(A) =rg(Cr,.... Gp),

donc dim(Vect(Cy, ..., Cp)) = r. Donc, par le théoréme de la base extraite, il existe (j1, . .., jr) €
[1,p]" tels que (Cj,...,Cj) est une base de Vect(Cy, ..., Cp).
En particulier, Donc, si B est la matrice constituée des colonnes (C,,...,C} ),

rg(A) = rg(B).
Soient alors (L7, ..., L") les lignes de B, on sait que
r=rg(B) =rg(L}, ..., L") =dim(Vect(L], ..., L}).

On dispose donc, toujours par le théoréme de la base extraite, de r indices (i1, ..., i) € [1,n]"
tels que
Vect (L, ..., L) = Vect(L}, ..., L),

donc
r=rg(L,.... L) =rg(C),
ol C est la matrice de lignes L} ..., L].
Cette matrice C est carrée, de taille r, et inversible car de rang r. De plus elle est extraite de
A :on a pris les colonnes (J1, ..., J;) et les lignes (i1, ..., ).

Donc A possede une matrice extraite de taille r, inversible.

e Non-inversibilité des plus grandes matrices. Soit B estraite de A, carré, de taille s > r.
Soient (Cy, ..., Cp) les colonnes de A. Soient (Dy, ..., D,) les colonnes de B.
Alors on dispose de (ji, ..., Js) telles que pour tout k dans [1, s], Dy soit une colonne extraite
de Cj, (en sélectionnant certaines lignes uniquement disons (i1, ..., Is).)
Or, rg(Cy, ..., Cp) =r, et (Cj,...,C},) est une famille de cardinal s > r, donc elle est liée.
Donc on dispose de (A1,...,As) # (0,...,0) tels que

MG, 4+ XsCj, =01
Donc, en sélectionnant les lignes (i, ..., is), on obtient
MDy A4+ AsDs = 0g 1,

donc les colonnes de B sont liées dont B n'est pas inversible !
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2.3 Matrices semblables et trace

Nous finissons par une relation plus forte que celle d’équivalence, c'est la relation de similitude.

Définition 46
Deux matrices A et B de .#,(K) sont dites semblables s'il existe une matrice P dans GL,(K)
telle que A= PBP™ 1.

Proposition 47

La relation de similitude est une relation d'équivalence.

Démonstration. Notons A ~ B si A est semblable a B.

o Réflexivité. Soit A dans .#,(R). Alors A =1,AI,! donc A ~ a.

e Symeétrie. Soit (A, B) € .#,(K)? telles que A ~ B. AlLors on dispose de P € GL,(K) tel que
A= PBP™! Donc

B=P AP =P TA(P 1),

donc B ~ A.

e Transitivité. Soient (A, B, C) € .#,(K)? telles que A~ B et B ~ C. Alors on dispose de P
et @ matrices inversibles telles que A= PBP ! et B=QCQ™!. Donc

A=PQCQP = (PQ)C(PQ),

donc A~ C.

Donc ~ est une relation d'équivalence. L]

Proposition 48

Soient A et B dans .#,(K).
1. Si A et B sont semblables, alors A et B sont équivalentes.
2. Si A est semblable & AI,< alors A = Al,.
3. SiA=PBP ! avec P € GL,(K), alors pour tout k dans N,

Ak = pBKPTT

Démonstration. 1. Si A et B sont semblables, on dispose de P inversible telle que A= PBP~*.
P~ est inversible donc A est bien équivalente a B.

2. Si A est semblable a AL, on dispose de P inversible telle que A = PAI,P~ % = API,P~! =
APP™L =),

3. On démontre par récurrence la proposition Qy : AK = PBKpP~1.
Initialisation. A° =1, et PB°P~! =1, d’ou I'initialisation.
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Heéredité. Soit k tel que AKX = PBKP~1. Alors
Ak+1 = A X Ak
= PBP~PB*P~! par hypothése de récurrence.
= PBI,B*P~!
= PB*ttpt

d'ou I'hérédité et le résultat.

Remarque 49

Attention, la réciproque du 1 est fausse! En effet, toute matrice inversible est équivalente a
I,, mais seule I, est semblable a I,,.

Proposition 50

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, £ une base de E. Soit u € Z(E), A =
Matg(u), B € #4,(K).
Alors A et B sont sembalbles si et seulement s'il existe £ une base de E telle que B = Matg:(u).

Démonstration. (*)

Supposons que A et B soient semblables. On dispose alors de P dans GL,(K) telle que
A= PBP1L.
P est inversible. Soit £ I'unique base de E telle que P = Matg(E'). Alors B = ng/ donc
P~ = Pf. Ainsi,
B = PYAP = P& Matg(u)PE = Mate (u).

Supposons que I'on dispose de £ une base de E telle que B = Matg (u). Alors par les formules
de changement de base,

A = Matg(u)
= nglMatg/(u)ng,
= P{ Mate (u)(PE) ™Y,

donc A et B sont semblables.

Proposition 51

Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. Soient A et B deux matrices semblables, de taille n. Soit P inversible telle que
A= PBP'. Alors

Tr(A) = Tr(PBP™!) = Tr(P~* x PB) = Tr(1,B) = Tr(B).
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f_‘ Remarque 52 D
0 1

Attention ! La réciproque est trés fausse! Exemple, si A = <é _01> B = (O O) et C =

(8 8 , alors A, B et C sont toutes trois de trace nulle, mais A est de rang 2, B de rang 1

et C de rang nul, donc aucune de ces matrices sont équivalentes, donc (contraposée du 1 de
la prop ne sont pas semblables!

(.

Définition 53
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € Z(E).

La quantité Tr(Matg(u)) ne dépend pas de la base £ de E choise.
On appelle alors cette quantité trace de u, notée Tr(u).

Démonstration. Si € et £ sont deux bases de E, Matg(u) et Matg (u) sont semblables donc ont
méme trace. O

Proposition 54

Soit p un projecteur d'un K-espace vectoriel de dimension finie E. Alors Tr(p) = rg(p).

Démonstration. Si r = rg(p), si (e1, ..., e;) est une base de Im(p) et (€41, ..., en) est une base
de ker(p) alors, comme E = Im(p) @ ker(p), £ = (ey, . .., en) est une base de E et

I, Orn—r

n—r,r On—r,n—r

Donc Tr(p) = Tr(Matg(p)) = r. O
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