MPSI Pasteur 2023-2024 N. Laillet
DM 16 nlaillet.math@gmail.com

DM 16
A rendre sur cahier-de-prépa pour, au plus tard, le 30 avril

Formules.
1. le minimum : probléme 1, questions 1-5; probléme 2, questions 1-4. Temps conseillé : 2h30
premier prolongement : un peu plus de probas élémentaires avec la fin du probléme 1

deuxiéme prolongement (+ intéressant) : la fin du probléme 2

Wb

troisieme prolongement : I'exercice de la toute fin

Probléme 1. Marches sur des graphes

On appellera « graphe » tout dessin du type de I'un des deux exemples G; (ci-dessous) et G, (en
page 2). Les sommets du graphe sont les cercles numérotés (de 1 a 3 dans le premier exemple, de
1 a 5 dans le second). Les fleches du graphe sont les fléches reliant deux sommets. On remarquera
les points suivants :

e entre deux sommets distincts / et j, on peut avoir une fléche de / vers j et une de j vers |

e certains couples de sommets ne sont pas reliés par une fleche (par exemple 1 et 4 dans le
graphe G»)

e une fléche peut relier un sommet a lui-méme (c'est le cas du sommet 3 de Gy ) ;
e pour tout couple (i, j) de sommets, la fleche allant de 7 & j est étiquetée par un réel s; ; € [0, 1],

. 1 1
représentant une probabilité de saut (par exemple s3; = 7 et 533 = 5 dans le graphe G; )

e pour tout sommet /, la somme des probabilités étiquetant les fléches partant de / vaut 1.

Une particule est placée a I'instant n = 0 sur le sommet / d'un graphe G. Elle saute aléatoirement
a I'instant n = 1 sur un autre sommet de G en suivant une des fléches partant de /, la probabilité
qu'elle suive la fleche de / vers j étant égale a s; ;. On poursuit ainsi le processus, la particule sautant
a chaque instant suivant, n = 2,3,4 ... du sommet du graphe ou elle se trouve vers un nouveau
sommet (éventuellement le méme) en suivant aléatoirement I'une des fléches selon les probabilités
indiquées.

On suppose que les sommets du graphe G sont numérotés de 1 a m. Le processus décrit ci-dessus
définit une suite A = (X,),oy de variables aléatoires a valeurs dans {1, ..., m} telle que pour tout
nona X, = k si la particule se trouve sur le sommet k du graphe G aprés le n°™ saut. A est
appelée marche aléatoire sur le graphe G.

On étudie dans cette question quelques propriétés de la marche aléatoire sur le graphe Gy ci-
dessous.

Correction

Une remarque : partie vraiment peu théorique, mais trés calculatoire : attention a la maniére
de mener vos calculs!
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Correction
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1/2

1/4
Graphe G

1. On considére la marche aléatoire sur Gy partant de Xo = 1. Pour n € N, on note Y,, le vecteur

P(X,=1)
colonne Y, = P(X,=2) |.En appliquant la formule des probabilités totales au systéme
P(X,=23)

complet d'événements associé a la variable aléatoire X,,, établir une relation matricielle entre
Yoi1 et Y, de la forme Y, 1 = AY}, ol A est une matrice de M3(R)

Soit i € {1,2,3}. On sait qu'a l'instant n, la particule est en 1, 2 ou 3, donc ({X, =
1}, {X, =2}, {X, = 3}) est un systéme complet d'événements. Ainsi, par la formule des
probabilités totales,

P(Xpp1 = i) = P(Xns1 = i|Xp = 1)P(Xp = 1) + P(Xns1 = i[Xn = 2)P(Xp = 2) + P(Xns1 = i|Xn = 3)B(X, = 3).
Ainsi,
1 1
P(Xpt1=1) = EP(Xn =2)+ ZP(Xn =3)
1 1
1 1 1
On en déduit que

P(Xps1 = 1) L (0 2 1\ [(P(X,=1)
Vo= |B(Xpn=2)| =2 |1 0 2] [P(X,=2) | =AY,
P(Xp41 = 3) 2 2 2/ \P(X,=3)

1 0 2 1
avecA:Z 2 0 1
2 2 2

2. En déduire que, pour tout n entier naturel, Y, = A"Y;.
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Correction

On démontre le résultat par récurrence sur n :

Initialisation. Y5 = A°Y; car A? =15,

Hérédité. Soit n € N tel que Y, = A"Y;. Alors, par la question précédente, Y, 1 = AY, =
A x A", = ALYy, d'oll I'hérédité et le résultat.

3. Donner, pour n > 1, P (X, = 3). Justifier votre réponse.

Correction

Soit n > 1. Alors

1 1

P(X,=3)= E(P(X,,,l =1)+PXp.1 =2)+P(X,_1=3)) = 5

car X,_1 est a valeurs dans {1,2,3}, donc P(X,_1 = 1) + P(X,_1 = 2) +
3)=1.

1
Ainsi, (P(X, = 3)),>1 est constante égale a 5

]P)(Xn—l =

4. (a) Calculer A%, puis A% x (2A — 1) (ot | est la matrice identité d’ordre 3). En déduire Ia
1
lation A® = ZA? 4+ ZA.
relation 5 + 5

On calcule
L (0 21 021 L (624 (/312
A2—1—6201x201:1—6264:§132
2 2 2 2 2 2 8 8 8 4 4 4
Ainsi,
LR 1 {0 21 1 00
A2><(2A—/):§132><§201—010
4 4 4 2 2 2 0 0 1
31 2 0 21 2 00
:T6132X 2 0 1]-(0 2 0
4 4 4 2 2 2 0 0 2
L (312 -2 2 1
:T6132X2_21
4 4 4 2 2 0
L (0 8 4
:1—6804:A.
8 8 8
el AA3 A2 3121
Ainsi, 2A° = A +A,doncA:§A +§A
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(b) En déduire I'existence de deux suites (Un),en+ €t (Vi) ey telles que, pour tout entier
naturel n non nul : A" = u,A% + v, A.

Correction

On démontre la proposition par récurrence sur n.

Initialisation.A = 0 x A® + A. On pose up = 0 et vy = 1.

Hérédité. Soit n dans N tel que la proposition est vraie. Alors on dispose de u, et
v, tels que A" = u,A? 4+ v,A. Mais alors

An+l = Ax A"
= u, A3 + v, A?

1 1
U (2A2 + 2A> + v, A2
Uy +2Vy 5 Up
=——A —A.

2 * 2

Up + 2V,

Up U ,
On pose alors vy = et vp41 = —. On en déduit alors le résultat !

Donc la proposition est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n dans N.

(c) Calculer, pour tout entier naturel n non nul, u, et v,.

Correction

On remarque assez facilement que si n € N,

Upy1 + V1 = Up + Vp.

Ainsi, la suite (u, + v,) est constante égale a ug + vo = 1. On en déduit donc que,
pour tout n dans N,

1=,
Vnyl = 5
] 208 . 1—-c¢
Donc (Vy)nen est arithmético-géométrique. On cherche ¢ tel que ¢ = 5 On
trouve ¢ = % Donc (v, — C)nen+ €St géométrique de raison —%, donc, pour tout n
dans N, - (1)t .
Vnzi( 2n)71 (V17C)+V:73X2n,2+§r
et
Up=1—-vy,= 2 + ﬂ
" T3 3x2n2’

5. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul la loi de X,,.

Page 4 sur



MPSI Pasteur 2023-2024 N. Laillet
DM 16 nlaillet.math@gmail.com

On en déduit donc que pour tout n dans N,

Yh =A™
= (upA% + v,A) Y
131 2\ [1 1 (02 1\ (1
=g |13 2] (0] 4wy |2 0 1](0
4 4 4/ \0 2 2 2/ \o
3 0
1 1
:éun 1 +ZVn 2
4 2

1 1 3 1 (-1t 1 1 1\
P(X, =1) = SRS URE =
Xn=1)=ghtsv . gTgn=gT i T3 4+<2)
Un+va=1
1 1
P(Xn:3)*§un+2vn*§.

(on vérifie bien que la somme des trois probabilités donne 1)

On considére maintenant une marche aléatoire A, = (Xn)neN sur le graphe G, ci-dessous.

3/5 1
5 1/5 &
2/5
2/5 1/5 1/5
1/5

1
1/
2 3
1/5

1/5 75

Graphe G2

On constate que lorsque la particule atteint le sommet 4 ou le sommet 5 , elle y reste ensuite
indéfiniment avec une probabilité 1 : ces deux sommets sont dits absorbants. On dit que la marche
aléatoire est absorbée en 4 ou en 5 lorsqu’elle atteint le sommet correspondant. On s'intéresse ici a
la probabilité pour A, d'étre absorbée en 4 ou en 5 en fonction de son point de départ. Pour tout
couple d'entiers (/,)) avec 1 < i < 5 et 4 <j <5, on note a;; la probabilité que A, soit absorbée
en J sachant que Xg = I.

6. Donner les valeurs des a;; dans le cas particulier (i, ) € {4,5}°.

Page 5 sur



MPSI Pasteur 2023-2024 N. Laillet
DM 16 nlaillet.math@gmail.com

Correction

Si la particule est en 4, elle reste en 4 donc est absorbée par 4 et ne peut étre absorbée
par 5 donc a4 = 1 et asq = 0.
De méme, ass = 1 et as5 = 0.

7. Endistinguant les cas selon le résultat du prochain saut de la particule, montrer que (x, y, z) =
(31,4, a2 4, a3.4) est un triplet solution du systéme

3.1 1
—X+-y+=-z=x
575 5

1,11
“x+-y+=-z+-=
575 5T 5T Y

U
X+ -oy+t-z=1z
5755

Résoudre le systeme.

On note By I'événement « la particule est absorbée en 4 » . Sij € [1, 3],

dig = ]P)(B4‘X0 = l) = PXO:/'(B4)-
Or, {X1 = 1}, {X1 = 2},{Xy = 3}.{Xy = 4}, {X; = 5} est un systéme complet
d’événements. Donc, par la formule des probabilités totales,

5)

au =Y Pxp—i(BaN X1 = k)
k=1

Mais
P(BsN{X1=k}N{Xo=1i})

PXO:/'(B4 NnX; = k) =

P(Xo = 1)
_ Pix=kynixo=i} (Ba)Pxo=i(X1 = K)P(Xo = i)
- P(Xo = 1)

= Prx,—k3nixo=i} (Ba)Px,=i(X1 = k),
par la formule des probabilités composées.
Or,
Pix,—k3n{xo=i} (Ba) = Pyx,=k1 (Ba),
car I'absorption en 4 dépend uniquement de la derniére position connue de la particule.

De plus, la marche aléatoire étant invariante par translation (le résultat ne change pas
si on la commence a 1 plutdt qu'a 0), on peut aussi dire que Pyx,—x3(Bs) = ax 4. Ainsi,

1 1
g = 5314 + 5224 + ga34
: - 1 1 1 2
di4 = ZPX0=/(X1 = k)aka, d'ou  ax = 3814 + gaz4 + g334 + 3
k=1
1
azq = 5314 + g824 + 5834
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D’oll le systéme demandé. On résout alors, en posant (x, y, z) = (814, 324, a34).
On a les équivalences suivantes

—2x+y+z=0 X+y—4z=0 L+ L3
X—4y+z=-2 <= X—4y+z=-2
x+y—4z=0 —2x+y+z=0
X+y—4z=0 x+y—-4z=0
e { By45z=-2llo—L; e{ WFTIZ=72
3y—7z=0 Lz« Ls+2L, —422—% L3<—L3+§L2
Ainsi,ag4:z:—,324:y:letal4:x:1.
' 10"~ 10 ' 2

8. Donner, par un argument sur la géométrie du graphe ne nécessitant aucun calcul supplémen-
taire, les valeurs de (a1 5, az s, as5)

Correction

On remarque que le graphe est symétrique entre 4 et 5 si on inverse 2 et 3. Ainsi,
1 3 7

as = 5 s = 0 et azs =

TO o

9. Montrer que la probabilité que A5 soit absorbée (en 4 ou en 5 indifferemment) est égale a 1,
quel que soit son point de départ.

4‘ Correction

On note Bs I'événement « la particule est absorbé en 5» . On cherche, si i dans [1, 5],
Px,—i(B4UBs). Par union disjointe,Px,—;(B4UBs) = Px,—i(B4) +Px,=i(Bs) = ais+ajs.
Or,

e ayytas=1/2+1/2=1,
® Ay +ax=7/104+3/10=1,
® a3+ azs =3/104+7/10 =1,
[ ] a44+a45:1+O:1,

® a5+ ass =0+1=1.

Ainsi, quel que soit i, Px,—j(B4 Ll Bs) = 1, ce qui est le résultat recherché.

10. On suppose que la loi de Xg est uniforme sur {1,2,3} , et on constate que A, est absorbée
en 4 . Quelle est la probabilité qu'elle soit partie du sommet 37.
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On recherche Pg,(Xp = 3). On utilise la formule de Bayes :

P(Bs N {Xo =3})
P(Ba)
Px,=3(B4)P(Xo = 3)

- Z?:l ]PX0=/'(BA)]P(XO =] /)
1
= 9343
L(a14 + ax + aza)
daz4 3 3 1

Pg,(Xo =3) =

a14 + aoq + aza :5+7+3: 15 5

1
Donc Pg,(Xo = 3) = -

Probleme 2. Inégalités de concentration

Dans ce probleme, on considére (X,),>, une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes et de méme loi que X ou X est une variable aléatoire a valeurs réelles, d'espérance u, de
variance 2 > 0. De plus, pour tout entier n > 0, et pour tout réel x, on suppose

P(i(%*ﬂ)é)ﬁ —P<i(Xf*M)>*X>.

i=1 i=1

A. Questions préliminaires

n

. . 1 .
1. Donner I'espérance et la variance de la variable aléatoire — E X;. Puis démontrer que pour
n
i=1

26)20.

tout € > 0,

n—+oo

lim P <|r17z;(x,- — )

Par linéarité de I'espérance,

Ensuite,

1 < 1« o?
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Ainsi, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, si € > 0,

P(i;(xi—ﬂ) >E>=]P’<

(137)

(VAL X)
£

2

26)
(o2

=— — 0.
NE n—+oco

2. Dans cette question uniqguement, on suppose que P(X = 1) =

n

. Xi+1
Montrer que la variable S, = Z !
i=1
déduire que
lim 1In]P’ 12n:X'>1 =
n—+oo N n& T B

1
P(X=-1)= 5 Soit n € N.

. oL . 1
suit une loi binomiale de paramétres n et > En

—1In(2)

4‘ Correction

i

valeurs dans {0, 2}, donc

Xi+1

de Bernoulli, de paramétre p =P (

Xi+1

De plus, les variables (

suit une loi binomiale de paramétres (n, 1/2).
1 Xi+1
5

1)

Ainsi, si I'on note S, = Z

i=1
P(

1 n
P

“(
_p

1 11
— _727
P 2‘ 2)

n n
> =
Sn 2"/ 2)

Ainsi,

Soit i € [1, n]. On remarque que, comme X; est a valeurs dans {—1,1}, X;+ 1 est a

1
est a valeurs dans {0, 1} : il s'agit donc d'une variable
1
—1) :P(X,zl)za

) sont mutuellement indépendantes, donc
1<ign

= B({S, = 0} U {S, = n}) = = =

| = 1)] = % x —(n—1)In(2) ol —1In(2).

1 Xi+1
2

i=1

1
on—1°

B. Une loi des grands nombres logarithmique

On revient maintenant au cas général. On considére deux entiers strictement positifs n et g et deux

réels strictement positifs €71 et &».
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n+q
3. Justifier que les deux variables aléatoires ZX et Z X sont indépendantes, puis établir
i=1 i=n+1
que

n+q n n+q
(ZX $1+€2>>P<ZX,231>P<Z X,->52>
i=1 i=n+1

4‘ Correction

On sait que (X1 ..... Xntq) sont mutuellement indépendantes, donc, d'apres le lemme
n+q
des coalitions, ZX et Z X; sont indépendantes.
=i i=n+1

Ensuite, on remarque que pour tout w dans €,

n+q n+q
ZX > e et Z Xi( 62:>ZX > €1+ €.
i=n+1

Ainsi,

n n+q n+q
P({ZXI>51}Q{ZXi>52}><P<ZXi>51+E2>-
i=1 i=n+1 i=1

Donc, par indépendance,

n+q n n+gq
(ZX €1 +52> >IP’<ZX/>£1>IP’<Z X,->82>

4. Soit € > 0. On pose pour tout n > 1,

1 n
:P<n (X/—M)Zz?).
i—1

Prouver que pour tout n > 1 et tout ¢ > 1, upyq = Uplg.

—‘ Correction

Soitn>1etg>1. Alors
A
q <
nt+q
:P<Z(X W) = ns—i—qe)

Unvg =

n+q
>P ZX > P ( Z Xi > qa) en prenant €1 = ne et €, = ge dans la question précédente
i=n+1

n+q
P ( Z X = qs)
i=n+1
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n+q
Mais (X1, ..., Xntq) sont iid, donc Z X; a la méme loi que ZX Ainsi,
i=n+1
n+q q
P(Z X/>qs) :P<ZX,>qe> = Uq.
i=n+1 =1
‘ Donc upqq 2 Unug. ‘

Dans toute la suite de cette partie, on suppose qu'il existe € > 0 tel que P(X —u > ¢€) > 0.

5. Montrer que, pour tout n > 1, u, > 0. On pose alors a, = —In (u,) pour tout n > 1. Montrer
que (ap)nen est sous-additive, c'est-a-dire que pour tout n > 1 et tout g > 1,

O0< appg < ap+ag.

Correction

Par I'hypothése qu'il existe € > 0 tel que P(X —u > €) > 0, on en déduit que u; > 0.
Mais, par la question précédente, et par récurrence immédiate, on a, pour tout n dans

N*, . Ensuite, sin>1et g > 1,

Untq = Uplg donc — In(Uptq) < —In(un) — In(ug),

donc‘anﬂ <oap+ag ‘ Enfin, comme u, est une probabilité, u, < 1, donc — In(u,) = 0,

donc ‘ a, = 0 pour tout n. ‘

6. Soit un entier g > 1, on pose B, = sup{a,, 1 < r < g}. Montrer que, pour tout entier k > g,
ona 5
(6 7% Qg q
- -7 + -7
k T g k

Indication : on pourra utiliser la division euclidienne de k par q.

C’est une question déja faite dans un précédent DS ! Soit kK > q. Alors on écrit k = gs+r,
avec s € Net r € [0, g — 1]. Ainsi,

ak < Qgs + oy < saq + oy,

par sous-additivité. On en déduit que

xS o
- 74_7

k k k
s 1
Mais gs < k donc 7 S < 6 e < By, donc
U % Pq
k q k
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, a
—") converge vers inf {—k k > 1}.
n/nz1 k

On reviendra a la définition epsilonesque de la borne inférieure.

Correction
(e 7%

Notons £ = inf {7 k > 1}. Déja £ est un réel positif. Soit ensuite € > 0. Soit ¢ € N

a € . .
tel que ?q <L+ 5 Soit k > g. On sait que

7. En déduire que la suite (a

Qi Qg ,Bq Bq
<—+—< -+ -
k q + k osF 2+ k
q - Bqg _ €
Comme = — 0, soit Kj tel que pour tout k > Ko, — < —.
K k—+oo k 2
Soit k > Kj. Alors
Ak
< —<Ll+e¢
k
On a démontré que |Ve > 0, dKy € N, Vk > Ko, ‘% 74 < €. | Cela signifie exacte-

Ak
ment que — — 4.
k k—+o0

8. Déduire des questions précédentes que la suite de terme général

(i)

- E (Xi— )
i=1

admet une limite lorsque n tend vers 4+o00. Puis comparez ce résultat avec celui des questions
préliminaires.

Déja, par hypothése,
1< 1 < 1 <
Pl|= Xi—p)|ze| =P\ - Xi—p) = P{—= Xi—p) =
(n;( n) 6) (ng( n) 6>+ (ng( n) 6)
1 n
2P<nzl(xiu)>€>
1=

_ a L
On sait que b SN = R., ce qui signifie que
K k—+oo

1 1 ¢
[ — - >
- In lIF’ (n ’E:l (Xi—uw) = s)} s L.

D'ou, par les deux égalités précédentes,
1 1

——1In l]P’ (

n n
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Si £ # 0, ce résultat est plus fort que celui de la question 1, car, s'il permet toujours

_ 1l & _ . _
de dire que P | |- Z (Xi—w)| = e) — 0, il permet de quantifier a quel point cette
n = n—-+00
quantité tend vers 0. On sait que

1 n
In lIP’ (‘ - ;:1 (Xi—w)| = s)] eds nt,

ce qui assure presque une décroissance exponentielle vers O.
Si £ = 0, il faudrait avoir un équivalent en n de la quantité pour pouvoir dire quelque
chose de pertinent !

C. Cas borné

Pour finir, on suppose que X est a valeurs dans un intervalle [a, b]. On note toujours u son espérance.

9. Soit Y une variable aléatoire centrée, a valeurs dans [—1, 1]. Démontrer que pour tout y €
[-1,1] et tout t € R,

1 1
e”giﬂka*+§ﬂ+wkﬁ

2
puis en déduire que E(ef") < ch(t). On admet que, par une étude de fonctions, ch(t) < e~ .
2
On a donc E(e?) < e>.

Correction

Déja, par convexité de |'exponentielle,

—_

1 1 ].
el — e—t><§(1—'y)+t><§(1+'y) < =(1-— et (1 et’
51 =7e +5(1+1)

1 1
car 5(1 —v)+ 5(1 + ) = 1. Ainsi, pour tout w dans Q,

1 1
&) < S(1 =Y (W)et + S(1+ Y (w))e!

Par croissance de |'espérance,

et +et

1 1
Yy « L1 —& o t| _
E(e'™)<E 2(1 Y)e +2(1+Y)e 5

car Y est centrée, donc d'espérance nulle.

: X — . .
10. En considérant Y = b g, vérifier que Y est centrée et a valeurs dans [—1, 1] et en déduire
que pour tout t réel,

t2(b—a)?
2

E(et(Xfu)) <e
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Déja, comme E(X) = u, E(Y) =
comme a < X b,a—pu
; b e [—1,1].
Donc, par la question précédente, pour tout t > 0,

<X—u<b—u —(b—a)<

X —
d
onc ——

t t
En posant s = , et comme t —
s b—a b

pour tout s > 0,

)22
E (es(X*“)) < e(b 7=

1
7qE(X 1) = 0, donc Y est centrée. Ensuite,
<—(n—-a)<

p est une bijection de R’

Oetb—pu<b—a,

, on en déduit que

11. Soit € > 0. En utilisant le résultat de la question précédente, appliquée a la variable aléatoire
n

— W), et en choisissant un t convenable, montrer que

Z(X/

2

yi ne
Pl=> (Xk—u)=¢ éexp(—Q).
(n ; 2(b—a)
s). Comparer avec le résultat de la question

S

(X — )| =

S

puis majorer P (
k=1

On remarque que si t >0

P(iZ(Xﬁu)gg —IP’<tk

k=1 =1

Xk — 1) = tns)

E (HZ:I et(Xk_M))

etne

H E(et(Xk u))

etne

N

z2(b 2)2
n—————tne
<e 2 .

On essaie alors de minimiser le polynéme Q(t) = 5

atteint en £ = £
(b=a)2 = (h— 3)2
2122 (b—a)

, et vaut

=P (exp (tzn: (Xk — u)) > el
k=1

par indépendance de Xy, ..., Xn

20h _ 2)2
nt(b a)

€ €2 €2
¢ ((b— a)?) "2z "b-ap T "2b- a2

— tne. Son minimum est

52
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Ceci nous permet d'obtenir la majoration désirée : elle est plus forte que la limite précé-
dente, étant donné qu'elle permet de « passer les équivalents a I'exponentielle » .

Exercice 1. Court, mais festif. Soit (G, *) un groupe abélien fini, X une variable aléatoire uniforme
sur G, Y une variable aléatoire quelconque sur G, indépendante de X. Démontrer que X % Y est
uniforme sur G.

_‘ Correction
Soit g € G. Alors {X = h}pes est un systéme complet d'événements, donc
P(XxY =g)=Y P(XxY =g X=h)
heG
=> P(Y =hlxgX=h)
heG
=Y P(Y = h™' x g)P(X = h) par indépendance
heG
=> P(Y=h"x g)#
Card(G)
heG
1 N
= Card(G) ZP(Y = k) car h+ h™!g est une bijection de G
keG
1
= W(G) car Y est a valeurs dans G
Donc X Y est uniforme. Etonnant, non?
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