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Chapitre 26 — Espaces préhilbertiens réels

1 Produit scalaire
1.1 Définition, norme associée a un produit scalaire
f Définition 1 )

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire (-, -) est une fome bilinéaire symétrique définie
positife, i.e. une application

ExXE—=R
(x.y) = (x.y)
telle que
(i) (-,-) est bilinéaire, i.e. pour tout x dans E, y — (x,y) est linéaire et y — (y, x) est
linéaire
(i) (-,-) est symétrique, i.e. V(x,y) € E2, (x,y) = (v, x).
(iii) (-, -) est définie, i.e.
Vx € E, (x,x)=0=x=0.

(iv) (-, ) est positive, i.e.
Vx € E, (x,x) > 0.

Un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel (epr).
Un espace préhilbertien réel de dimension finie est appelé espace euclidien (eve).

(. J

f—‘ Remarque 2 2

Usuellement, on note le produit scalaire entre x et y de I'une de ces 5 maniéres :

* (x,y)
o (xly)
o (xly)
(x,¥)
e X.y

Définition 3
Sur R"”, on définit le produit scalaire usuel par

n
XYy =XTY =3 X
k=1
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X1 321
siX=|:|etY=]":
Xn Yn

Démonstration. La preuve du fait qu'on a un produit scalaire va nous permettre de donner la
méthode de démonstration.

e D’abord, la symétrie.
X1 Y1
Soit (X,Y)e(R")?, X=1]:]etY=/[:]. Alors

Xn Yn
n n

(Y, X) = ZY/X/ = ZX/y/ =(X,Y).
-1 -1

e Puis, la bilinéarité. On montre la linéarité par rapport a la premiére variable et on conclut
par symétrie.
Soit Yy € R”. Soit (X, X") € (R")? et A € R. Alors

X+ X)) =T OX +X)WYo= AT X4T X)Wo =M XYo+7 XY = XX, Yo) + (X', Yo)

X1

e Puis la positivité et le caractére défini. Soit X = | © |. Alors

d'ou la positivité.
Ensuite, si (X, X) =0, alors, comme pour tout / dans [1, n], x,2 > 0, on en déduit que

Vi€ [1,n], xi =0 donc X =0.

D’ou le caractére défini.

Définition 4
Soit (E, (-,
(-, ) par

-)) un espace préhilbertien réel. On définit la norme ||-|| associée au produit scalaire

Vx € E, |x]| = V/{x, x).
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Proposition 5
Soit (E, (-, -)) unepr, ||-|| la norme euclidienne associée. Alors ||-|| vérifie les propriétés suivantes :
(i) (positivité) ||--- || est une application de E dans R

(ii) (séparation) Vx € E, ||x]|=0=x=0
(iii) (homogénéité) Vx € E, YA € R, ||Ax]| = |A] |Ix]|-

Démonstration. (i) Immédiat car la racine carrée est a valeurs dans R, .
(ii) Soit x dans E tel que ||x|| = 0. Alors (x, x) = 0 donc
(iii) Soit x € E, X € R. Alors

[IAX]] =/ (Ax, Ax)
= /A% {x, x) par bilinéarité
= V22/(x, x)
= ALl
O

On a presque une norme. Pour cela, il manque I'inégalité triangulaire ! Pour ce faire, on aura besoin
de certaines identités.
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Soit (E, (-,-)) un epr, ||| la norme euclidienne associée.
(i) (identités remarquables) Pour tous x et y dans E,
o [Ix+ylI* = IxI” +20x,v) + Iy,
o [Ix = yII* = IIxI* = 2 (xy) + Iyl
o [IXI* = Iyl = (x +y, x = y).
(ii) (corollaire) Pour tous (xi, ..., Xn) € E",

n
EZ& E]MH+2 >, banx)
i=1

1<i<j<n
(iii) (dévleloppement d'une norme au carré) Pour tous (x, ..., X,) dans E,
n
b+ xall® =Yl + Yo i) an,n +2 3 (x).
i=1 1<ij<n 1<i<ygn

i#
(iv) (identités de polarisation) Pour tous x et y dans E,

o+ 12 = IxI> = vl
o (x) = .
2 2
_ Ix+yIP = lx =yl
) = ) .

® (x,y

Démonstration. (i) Soit (x,y) € E°.
o Déja,
Ix+ vl = (x+y. x+y)
={(x,x+Vy)+ (y,x+y) par linéarité par rapport a la premiére variable.
= (x,x) + {x,y) + (v, x) + (¥, y) par linéarité par rapport a la seconde variable.
= |Ix|I> + 2 (x,y) + |lyl[® par symétrie.

e on fait de méme et on utilise la linéarité par rapport a la seconde variable.
e méme preuve! (exercice)

(ii) C'est une récurrence.

(iii) e Par la premiére identité remarquable, I'identité est immédiate.

e Immédiat en sommant les deux premiéres identités remarquables.
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Exercice 7

Etablir I'identité du parallélogramme

2 2 2 2
2117+ 21ylI” = lIx + yII7 + Ix = I,

et l'interpréter.

Soit E, (-, -) un espace préhilbertien réel, ||-|| la norme associée.

(i) (inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient x et y dans E. Alors

oy < Iyl

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires (i.e. IXA € Ry, x = Ay
ou y = Ax).

(ii) (inégalité de Cauchy-Schwarz, 2éme version) Soient x et y dans E. Alors

| oy E< Xy

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires (i.e. IA € R, x = Ay ou y = Ax).
(i) (inégalité triangulaire) Soient x et y dans E. Alors

HIxIE =y IE < lix + vl < Tixl+ iyl

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement colinéaires (i.e. IXA € Ry, x = Ay
ou y = Ax).

Démonstration. (*) On a déja fait la preuve pas mal de fois... Soient x et y dans E. Supposons x
et y non nuls (sinon les inégalités sont évidentes!)

(i) Posons, pour tout t dans R,
2
P(t) = lx+ tylI”.
Alors, pour tout t réel,

P(t) = IXII° + 2 (x, ty) + llty[I* = IylI* £ + 2 {x, y) t + Ix]*,

i.e. P est un polyndme du second degré. Etant toujours positif, il est donc de discriminant A
négatif ou nul, donc

(2 (x,¥))* = 4lIxI*llyI* <o,
donc
G < X Iyl
donc
[ Oy E< Xyl
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On a alors les équivalences suivantes :

[y [=IIx[[lyll < A=0
S dtg eR, P(ty) =0
& 3t R, P(ty) =0, [Ix+toyl| =0
< €R, P(ty) =0, x = —tgt

< x et y sont colinéaires.

(ii) Ensuite,
xy) <TGy < IIxIHIvI

la premiére inégalité venant du fait qu'un réel est toujours inférieur a sa valeur absolue et la
seconde étant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il y a égalité si et seulement s'il y a égalité dans
toutes les inégalités. Or, on a les équivalences

o)y =lxylet|xy)=Ilxllyl < (x.y) >20et INER, x=2Ay
S INER, x=Ayet A|ly|* >0
SINeER,, x=D)y
& x et y sont positivement colinéaires.

(iii) Finalement, pour l'inégalité triangulaire, soient x et y dans E. Alors comme les quantités
lIx + y|| et ||x|| + ||y|l sont positives, on a I'équivalence

I+ y Il < DXl Iyl & lx + v I < Al DyID?.

2 2 2
Ix +yI7 = lIxI" +2 . ¥) + [lyll
< |IxI12 + 21Ix|l Iyl + lly|I* par I'inégalité e Cauchy-Schwarz.
= ([IxIl + Iy,
d'ou I'inégalité désirée. De plus il y a égalité si et seulement s'il y a égalité dans toutes les
inégalités, i.e. si et seulement si x et y sont positivement colinéaires.
O

Ainsi, ||-|| vérifie alors les propriétés d'une norme, a savoir
(i) (positivité) ||--- || est une application de E dans R
(ii) (définition) Vx € E, [|x|| =0=x=0
(iii) (homogénéité) Vx € E, YA € R, ||Ax]| = |A] |Ix]|-
(iv) (inégalité triangulaire) V(x,y) € E2, |x +y| < |Ix]l + ll¥]l.
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Remarque 10

ATTENTION! On a vu dans le chapitre d'intégration la norme infinie ||-||, : elle n'est pas
euclidienne, car elle ne découle pas d'un produit scalaire.
Exercice intéressant : le démontrer !

1.2 Les exemples les plus courants, a connaitre

On définit les produits scalaires suivants, a connaftre vraiment! Sauf indication, il n'y a pas a
démontrer qu'il s'agit d'un produit scalaire.

X1 1
(1) Le produit scalaire canonique sur R" :si X = | © [ etY = [ : |, alors

Xn Yn
n
(X,Y) = Zx,»yf =T XY.
=1

(2) Sur 4, ,(R), le produit scalaire canonique est défini ainsi : si A = (aj;)1<i<n €t B = (bij)1<i<n,
. 1<y<sp 1<<p
on définit

(A B) =Y j=1"a;b; =Tr(" AB).
=1

En effet, on a bien égalité entre les formules : si "TA = (aij)i<icp et B = (bij)1<in, alors

1<j<n 1<<p
n n n n n
TI’(TAB) = Z[TAB],',' = Z Za/kbk, = Z Z ak,bk/.
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

On peut vérifier qu'il s'agit d’'un produit scalaire, mais c'est exactement comme le produit
scalaire canonique de R".

f—1 Remarque 11 2

Attention, il n'y a pas qu'un produit scalaire pour un sev. Par exemple, dans R?, si I'on définit

(6)](5)) -0+

il sagit d'un produit scalaire qui n'est pas le produit scalaire canonique !

(. J

(3) Sur %([a, b], R), on définit
b
.9 = [ f(og(e)de

Vérifions qu'il s'agit d'un produit scalaire :
e Symétrie : pour tout t dans [a, b], f(t)g(t) = g(t)f(t) donc, en intégrant, (f,g) =
(9.1).
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o Bilinéarité : soit go € €([a, b], R). Soient f; et >, dans €([a, b], R), A € R. Alors
b
(h+Af, go) = / (M1 + f2)g0
a

b
:/ Aigo + Hgo
a

b b
= >\/ figo +/ 90
a a

= X (f1,90) + (f2, 9o)
D’ou la linéarité.

o Positivité et caractére défini : soit £ € €([a, b], R). Alors

(f.f) = /b f(t)%dt >0,

car pour tout t dans [a, b], f(t)? > 0.
b

Si (f,f) =0, alors / f(t)2dt = 0. Or, f? est continue, positive, d’intégrale nulle,
a

donc pour tout t dans [a, b], f(t)? = 0.
D’ou le caractere défini.

Donc (-, -) est bien un produit scalaire.

f_‘ Remarque 12 D

(i) Encore une fois, on n'a pas unicité du produit scalaire. Par exemple, sur €([a, b], R),

b
(flg) = / F(x)g(x)dx

définit tout aussi bien un produit scalaire.

(ii) Exercice. sur I'espace vectoriel des fonctions T-périodiques sur R,

;
(Flg) = /O F()g(t)dt.

définit un produit scalaire (c’est le caractére défini qui n'est pas immédiat).

(. J

(4) Sur R,[X], penser a trois produits scalaires (*) :

n n
e le produit scalaire canonique : si P = Z aka et Q = Z kak, on définit
k=0 k=0

n
(P,Q) = Z abk.
k=0
e pour tout a < b, le produit scalaire intégral

b
(PIQ) :/ P(t)Q(t)dt
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est un produit scalaire.
— symeétrie : ok, pour vous
— bilinéarité : ok, pour vous
— positivité : ok, pour vous
b
— caractére défini. Soit P € R,[X] tel que (P|P) = 0. Alors / P?=0.

a
Or, P? est continue, positive, d'intégrale nulle sur [a, b] donc pour tout t dans [a, b],

P2(t) =0, i.e. P(t) =0.
Alors P s'annule une infinité de fois, donc P est nul.
o le produit scalaire d'interpolation : si (xg, ..., Xn) sont n+ 1 points distincts, on définit

(PIQ) = > P(x)Q(xc)

k=0

— la symétrie est ok.

— la bilinéarité vient de la linéarité de I'évaluation.
— caractére défini positif. Soit P € R,[X]. Alors

(PIP) = Z P(x)? >0,
=0

avec égalité ssi pour tout i dans [0, n], P(x;) =0, i.e. ssi P =0 (car deg(P) < n:
P s'annule donc + de fois que son degré)

Remarque 13 D

Sur E le R-ev des v.a.r. sur un univers fini. Les applications suivantes sont-elles des produits
scalaires sur E 7

(X,Y) = E(XY) et (X,Y) — Cov(X,Y).
Ces formes sont bilinéaires, symétriques, positives mais pas définies. En effet,
e E(X?) =0 X =0 presque stirement (on peut avoir X(w) # 0 si P({w}) = 0)
e Cov(X,X) =0« V(X)=0<« X est constante ps.

e Exercice 14 )

Quelques exercices

n 2 n
1. Soient (x, ..., x,) € R". Montrer (Z xk> < anﬁ.
k=1

k=1
2. Montrer que pour toute fonction f continue ne s'annulant pas sur [a, b],

/b f(t)dt/bf(lt)dt > (b— a)2.

Etudier le cas d'égalité.
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2 Orthogonalité

2.1 Deéfinitions

f Définition 15 )

Soit E, (-, -) un espace préhilbertien réel, ||-|| la norme euclidienne associée.

(i) si (x,y) € E? x et y sont dits orthogonaux et on écrit x L x si (x,y) = 0.
(ii) si x € E, on dit que x est unitaire si ||x|| = 1.
(i) on dit qu'une famille (x;);c1 de vecteurs de E est orthogonale si pour tous i # j, x; L x;.

(iv) on dit qu'une famille (x;);er de vecteurs de E est orthonormale ou orthonormée si elle
est orthogonale et si pour tout / dans I, ||x;]| = 1.

(v) si (€)ier est une base de E, on dit que (¢g;)jer est une base orthogonale de E si la
famille (e;);er est orthogonale, et on dit qu'elle est orthonormée (BON) si la famille est
orthonormée.

Proposition 16

Soit (E, (-,-)) un epr. Alors (x;)ier est une famille orthonormée de E si et seulement si pour
tous (/,J) S E2, <X,',yj> = 6,’1'.

Exemple 17

Trois exemples :

(i) dans R? muni du produit scalaire canonique, ((é) , <(1)

)) est une BON de R?.

1 1 )
De méme, <<_1) , <1)> est une base orthogonale de R?, mais les vecteurs ne sont

pas normes.

(ii) ATTENTION! La notion d'orthogonalité dépend du produit scalaire ! Par exemple, dans

R?, si on définit
!
(C)|C))=2er+2

1 1 , . .
alors 1)\ n'est plus orthogonale pour ce produit scalaire.

(iii) Dans E I'espace vectoriel des fonctions continues 2m-périodiques a valeurs dans R, muni

2m
de (flg) = / fg, montrons que (x — sin(nx)),ey est une famille orthogonale.
0

Page 10 sur



MPSI N. Laillet
Espaces préhilbertiens réels nlaillet.math@gmail.com

Soit (k,£) € [1,n], k # £. Alors

2m 2m
/0 sin(kt) sin(£t)dt = %/O cos((k — £)t) — cos((k + £)t)dt
2m 2m
= %/ cos((kfe)t)dt—%/ cos((k +£)t)dt
0 0
171 S T A o _
=3 {kesm((ke)t)}o ~5 {k+£sm((k+£)t i (possible car k # £ et k +£ > 0)
0

(iv) Dans R,[X], muni du produit scalaire canonique, (Xk)ke[[o,n]] est une base orthonormée
de R,[X] pour le produit scalaire canonique.
Dans R,[X] muni du produit scalaire d'interpolation associé a (xo, . . ., Xn) n réels deux a
deux distincts, la base d'interpolation de Lagrange associée a (xg, . . ., X,) est une BON.
En effet, si (i,)) € [0, n]°,

(LilLy) = Lilxi)Li(x)
k=0

= dubjx = 0.
k=0

Remarque 18
Dans R", R,[X], 4, ,(R), la base canonique est une BON pour le produit scalaire canonique.

Proposition 19

Soit (E, (-,-)) un epr.
(i) Le seul vecteur orthogonal a tous les autres est le vecteur nul.
(ii) En particulier, deux éléments x et y sont égaux si et seulement si pour tout z de E,
(x.z) =(y.2).

Démonstration.

Soit xg € E tel que pour tout y dans E, x L y. Alors x L x donc (x, x) =0, donc x = 0.

Soit (x,y) € E2.

Déja, si x =y, alors pour tout z € E, (x,y) = (x, z).

Réciproquement, si pour tout z dans E, (x, z) = (y, z).

Alors, pur tout z dans E, (x,z) —{y,z) =0, i.e. (x—y,z) =0, i.e. x—y L z, donc, par le premier
point, x —y =0, i.e. x =y. ]
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[Proposition 20 (Théoréme de Pythagore)]

Soit E, (-, -) un espace préhilbertien réel

(i) Y(x.y) € E% x Ly & Ix+yI? = IxI* + Iy

(ii) pour toute famille orthogonale (x, .. ., X,) de E,

2 n
2
= IIxill*.
i=1

n
D%
i=1

Démonstration. 1. Raisonnons par équivalences. Soit (x, y) € E2. On a les équivalences

I+ Y112 = 1Ix17 + Iy [I” < X1 + 17 +2 (0 y) = 11X + [y [P
S 2(x,y)=0
< (x,y)=0
Sx Ly

2. Si (xq,..., Xp) € E", alors

n
%
i=1

n

2 n
=S IalP+2 >0 i) =D Il
=1

1<i<j<n i=1

,—‘ Remarque 21 N

La réciproque de Pythagore est fausse pour n > 3 vecteurs! Par exemple, dans R?, si

o= v- () en-(2),
evewr= | Q]

=4
lulP+ VP + WP =1+1+2=4.

alros

et

Mais (u, w) = —1 # 0.
Explication. Il y a des compensations sur les produits scalaires!

lu+ v+ wl® = ull® + vIZ + w2 (o, v) + (uw) + (v, w))

Proposition 22

Soit E, (-, -) un espace préhilbertien réel. Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur
nul est libre. En particulier, toute famille orthonormale est libre.
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Remarque 23

Attention, ce n'est pas une équivalence! Il y a des familles libres non orthogonales. Ainsi, dans

R?, ((é) , G)) est une famille libre non orthogonale.

P
Démonstration. Soit (A1, ..., An) € RP telle que Z Aix; = 0.
=1

p
<Z >\,’X,‘,Xj> = <OE,XJ'> = O]R.
i=1

Donc, par linéarité par rapport a la premiére variable,

Soit j € [1, p]. Alors

p

ZN {xi, x;) = 0.

i=1
Mais, si i # j, (xi,x;) = 0 car la famille est orthogonale, donc

. 2
Aj (X, xj) =0, ie. A llxl[" =0,

i.e. A\; =0 car x; # 0. Donc la famille est libre. O
C'est du jamais vu, une condition extrémement facile de liberté...!'! Du coup si on a une famille de

n vecteurs orthogonaux, bim c’est une base de E'!

2.2 Sous-espace orthogonal

Définition 24
Soit E un epr, A une partie de E. On définit I'orthogonal de A par

ALt ={x€ E, Va€ A (x,a) =0}.

C’est I'ensemble des éléments de E qui sont orthogonaux a tous les éléments de A.

Exemple 25
1. On a déja vu que E+ = {0g}.

2. Dans R? muni du produit scalaire usuel, I'orthogonal d'une droite passant par 0 est sa
perpendiculaire (au sens « collége » du terme) passant par 0.

Proposition 26

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien réel, A une partie de E. Alors

1. At est un sous-espace vectoriel de E,
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2.siBCE,si AC B, alors B+ c A,
3. At = Vect(A)*,

4. si AestunsevdeE et (e,..., er) une famille génératrice de A, alors pour tout x dans
E,
xe At e Vie[l,r], (x,e&)=0.

5. Ac (AY)".

Démonstration. 1. Déja, O € At car pour tout a dans A, (Og, a) = 0.
Ensuite, soit (x,y) € (Al)z, X € R. Soit a € A. Alors

M +y,a) =X {x,a)+(yv,a)=20+0=0.

Donc At est un sev de E.

2. Soit x € B*. Montrons que x € A*.
Soit a € A. Alors a € B, donc (x, a) = 0.
Donc x € A*, d’ou I'inclusion désirée !

3. e Dga, AC Vect(A) donc Vect(A)T c AL

e Ensuite, soit x € AL, montrons que x € Vect(A)~*.
Soit b € Vect(A). On dispose alors de (ay, .. ., ap) € A", de (A, ..., An) € R” tels que
n

b= Z >\,-a,.
i=1

Donc

<X, b> = <X,Zn:>\,'a,'> = ZA/ <X, ai> =0,

d’ou I'inclusion réciproque et |'égalité.
4. Evident car A = Vect(ey, .. ., e).

5. Soit a € A.
Soit x € At Alors (a, x) = 0.
Donc a € (AL)L.

,—‘ Remarque 27 )

1. On n’a pas, en général, A = (A)*.
Déja, A n'est pas nécessairement un sev, et, méme si c'en est un, on a des contre-
exemples en dimension infinie.

2. De méme, on n'a pas, en général, I'implication Btc At = AcCB.

(. J

Donnons une définition plus générique de I'orthogonalité de deux sous-espaces :
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Définition 28
Deux sev F et G d'un epr (E, (-,)) sont dits orthogonaux si

VfEF YgeG, (fg)=0.

On note F L G.

On a immédiatement la

Proposition 29

Deux sev F et G orthogonaux d'un epr (E, (-, -)) sont en somme directe.

Démonstration. Soit x € FNG. Comme x € F et x € G, alors {x,x) = 0, donc, par caractére
défini du produit scalaire, x = 0. O

Ceci permet de donner des résultats positifs en dimension finie.

Soit (E, (-,-)) un epr, F un sev de E.
1. Si F admet un supplémentaire G tel que F et G sont orthogonaux, alors G = F*, et
(FH" =F.
Si u est un vecteur non nul, alors Vect(u)L est un hyperplan, supplémentaire a u.
E admet une base orthogonale (et donc orthonormée).
Si F est de dimension finie, alors F & F+ = E et (FL)L =F.
Si E est euclidien, dim(F*') = dim(E) — dim(F).

2.
3.
4,
5.

Définition 31
Dans le cas oll F @ F+ = E, on dit que F* est le supplémentaire orthogonal de F.

Démonstration. 1. Montrons que G = F*.
Soit g € G. Par hypothése, pour tout f dans F, (g, f) =0, donc g € F*.

Soit x € F*. On sait que F & G = E, donc on dispose de f € F, g € G tels que
x=f+g.
Comme x € F1, (x, f) = 0, donc

(f+g9f)=0
donc (f,f)+(g,f)=0
d'ot (f,f)=0car F LG,

donc f = 0 par caractére défini du produit scalaire.
Donc x = g, donc x € G.
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D’ou I'inclusion réciproque et I'égalité.
On en déduit, par le méme raisonnement, que F = G+ = (FL)L.

2. On remarque simplement que Vect(u)* = ker(x ~ (u,x)). Donc il s'agit du noyau d'une
forme linéaire non nulle, donc c’est un hyperplan.

3. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.

) u
e sin=1,onprend u € E tel que u # 0g. Alors m est une BON de E.
e si la proposition est vraie au rang n, soit £ de dimension n+ 1. Soit v un vecteur non
e . .
nul de E, on pose ¢; = m. Alors H = (Rey)* est un hyperplan, donc de dimension n.
1
Par hypothése de récurrence, on dispose d'une base orthonormée (e, ..., ent1) de H.
Alors (e, e, .. ., en+1) est une famille orthonormé de E, donc libre, a n+ 1 vecteurs,
c'est donc une base de E.
4. On suppose que F est de dimension finie. Montrons que F&F - = E. Soit pour cela (e1, ..., er)

une BON de F. Soit x € E.
Analyse. On suppose que x =f +goi f € Fet ge F-. Comme f € F,

r

f:Z<f, 6‘,‘> (S

i=1

(propriété de décomposition sur une BON)
Soit alors / € [1, r]. Comme g L e,

(x, &) =(f &)+ (g e) =(fe),

donc ,
sz(X,e,->e,-etg:x—f.
i=1

Synthése. Posons
p

sz(x,e,->e,- etg=x—".

i=1
Alors
e par définition, f € F.
e f+g=x.

e pour montrer que g € FL, il suffit de montrer que g est orthogonal a tous les éléments
d'une base de F. Soit j € [1, r]. Alors

(9.¢) = (x.¢) —(f. ) = (x.¢) — {x, &) =0,

car (f, ej) est la coordonnée de f selon e;.

Dans le cas des hyperplans, il y a trés peu de choix pour le supplémentaire orthogonal.

2.3 Bases orthonormales
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[Proposition 32 (Coordonnées dans une base orthonormale)]

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien rée, (&;)jc1 une base orthonormée de E (on suppose
gu’elle existe).

(i) si x € E, la coordonnée de x selon ¢; est (x, €;).

(ii) si i€l et e estla forme linaire coordonnée associée a e;,

ek

T X (X, 6

(iii) si (x,y) € E2,
(x.y) = Z (x,e)(y. ).

icl

2 =3 (xe)?.

i€l

En particulier,

(iv) si E est euclidien (de dimension finie), si X et Y sont les vecteurs des coordonnées de x
et y dans (e, ..., en), alors

(x,y) =XTY, |Ix] = VXTX.

Démonstration. 1. Soit x dans E, x = Z)\,‘X,‘, avec (\j);er une famille presque nulle.
iel
Soit j €1,

(x, €)= <Z A€, ej>

i€l
= Z )\,‘ <€,‘, ej>
i€l
=D Xbj =\,
i€l

2. C'est juste la reformulation du point précédent !
3. Soit (x,y) € E?, x = Z (x,e)eiety= Z (v, &) €. Alors, si I'on note, pour tout i dans I,
iel jel
i = (x, &) etu=(y e,

Xy = <Z Aiei, Zﬁbjej>

i€l jel
= ZZ Aiksj (€, &)
i€l jel
= Z Z Aikt;0j)
iel jel
= Z Ailki
i€l
= Z (x,e)(y. e).
i€l
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4. Si E est euclidien et & = (ey, .. ., en) est une BON de E,

X = Z<X, e)e ety = Z(y, &) e,
i=1

=1

>

alors
(x, e1) (v, en)

X =Matg(x) = | et Y = Matg(y) =
(x. en) . en)

Mais alors

XY =3 e ve) = (x,).

i=1

Proposition 33

Toute famille orthonormée peut étre complétée en une base orthonormée.

[Proposition 34 (et def)}

Soit E un eve, H un hyperplan de E. Alors le supplémentaire orthogonal de H est une droite.
Chacun des deux vecteurs directeurs unitaires de cette droite est appelé vecteur normal a H.
On définit alors I'orientation directe de H par rapport a un vecteur unitaire a.

2.4 Projection orthogonale

Une fois qu'on a défini les supplémentaires orthogonaux, il est naturel de définir la notion de projec-
tion orthogonale (qui est, encore une fois, plus simple que les projections en général car beaucoup
plus explicites!)

Définition 35

Soit E un epr, F un sev de E. La projection orthogonale mr sur F est la projection sur F
parallélement a FL.

Proposition 36

Soit E un epr, F un sev de dimension finie de £, de base (e, ..., ep), TF la projection ortho-
gonale sur F. Alors pour tout x dans E,

mrE(x) =D (x. ) ex.
k=1
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PREUVE* On a donc une vraie formule pour le projeté orthogonal !
Ce projeté orthogonale a une chouette propriété : il minimise une distance !

Proposition 37

Soit E un eps, x € E et F un sev de dimension finie de E. La quantité inf{||x —y||,y € F}
existe et est atteinte par le projeté orthogonal de x sur F. On la note d(x, F).

PREUVE*

Exemple 38
Deux exemples/exercices :
(i) Soit E un espace vectoriel euclidien muni d'une base orthonormée % = (i, , k).
Soit p € Z(E) déterminé par

1 5 =2
Matgz(p) = 5 —2

1
2
1 5

2
2
Montrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera une équation.

1
(ii) Déterminer inf / (t? — at — b)%dt.
(a,b)E]RQ -1

Remarque 39
On définit de méme les symétries orthogonales. Ces symétries ont la jolie propriété de préserver
la norme : ce sont des isométries !

2.5 Orthonormalisation

On termine par une application de la notion de projection orthogonale : c'est I'orthonormalisation
de Gram-Schmidt.

,—(Théoréme 40 (procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)} <
Soit (x1, ..., Xp) une famille libre d'un espace préhilbertien réel E.
Il existe une famille orthonormée (eq1,...,€,) telle que pour tout k dans [1,n],
Vect(xi, . .., xk) = Vect(ey, ..., e) (que I'on notera Fy).

Cette famille est donnée par la relation suivante :
X
oo =£ 0,
[l
e pour tout k dans [1,n— 1], si (e, ..., e) sont construits, on pose
k

€kt = Xer1 — TR (1) = Xep1 — Y (et @) €
i=1

Ekt1

et g1 = E£—.
ll€krall )
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[On a de plus unicité si on impose pour tout k, (xk, ex) > 0. ]

Démonstration

On montre le résultat par récurrence sur k € [1, n].

Initialisation. Pour k = 1, si (x1) est une famille libre, e; = + ”?” est bien normé.
Héreédité. Soit k dans [1, n—1] tel que la proposition est vraie au rgng k : supposons que (e, ..., €k)
soient construits.
e on veut que Vect(ey, ..., ext1) = Vect(xy, ..., Xkt1)-
Or, par hypothése de récurrence, Vect(xy, ..., Xk, Xk+1) = Vect(er, ..., e, Xkr1), donc on
dispose de (Mg, ..., Aki1) € RFFL tels que

k

€k+1 = Ak1Xk+1 + E €.
i=1

Soit j € [1, n]). Alors

K
0= (ex+1.€) = Aks1 (Xkt1, €) + <Z i€, €j> = Met1 (Xkt1, ) + A

i=1

Donc >\j = _>\k+1 <Xk+1, €j>. Donc
€k+1 = Ak+1Ek+1,
K
ol k11 = Xkt1 —Z (Xk+1, €) €. Mais, comme ||ex+1]| = 1, |Ak+1] = —, d’ol I'unicité,
i=1 llexsall
au signe pres, de ex41.
K
e Synthése. Si I'on pose €411 = Xkr1 — Z (Xk+1, €) €j, alors €441 n'est pas nul (sinon
Xk+1 appartiendrait & Vect(ep, ..., ex) :I\}ect(xl,...,xk), ce qui contredit la liberté de
(x1,...,xkxr1)). Donc on peut poser e,y1 = iﬁ.

Ensuite,

— le fait que ey soit de norme 1 est immédiat (on a divisé un vecteur par sa norme).

— sije[1,n],
n
(Ekt1.€6) = <Xk+1 - Z (X1, €1) €, ej>
i=1
n
= (Xkt1, &) — Z (Xi+1, €) (ei, &)
i=1
n
= (Xkt1, &) — Z (Xi+1, €) 0jj
i=1
= (Xk+1, &) — (Xk+1, &) =0,
d'oll €441 est orthogonal a (e, ..., ex) donc, comme exr1 est colinéaire a €411, €xi1
est orthogonal a (ey, ..., &).
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— Enfin, exy1 est une combinaison linéaire de (e, . . ., €k, Xk+1) avec un coefficient non nul
devant xx1, donc

Vect(ey, .. ., ek, ex+1) = Vect(er, ..., €k Xk+1)
= Vect(xy, ..., Xk, Xk+1) par hypothése de récurrence.

,—‘ Remarque 41 N

Plusieurs remarques importantes :
1. il faut pouvoir illustrer ce procédé!

2. Si E est euclidien, si X = (xq, ..., Xp) est une famille libre de E et si £ = (eq, ..., en)
est une famille orthonormale obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt, alors X
et £ sont des bases de E et Matx (&) est triangulaire supérieure !

Proposition 42

Si I'on rajoute a la proposition précédente la condition (ex, €x) > 0, une telle famille est unique.

Exemple 43
Orthonormalisons (1, X, X?) dans R,[X] par le produit scalaire

(PIQ) = /O P(H)Q(t)dt.

On note (P, P, P5) = (1, X, X?).
1
L [|R? =/ 1dt =1, on pose donc Ry = 1.
0

2. On note

1

1

Q1=P1—(R0|P1)R02X—/ tdt =X~
0

Puis on calcule ||Q1]] :
L 1\° 1 1\° 1
2
= t—=) dt==|[t-3 =—
@it = [ (e-3) ae=3|(:-3) 5

Q1 1
R, = =12 ( X — =
Qi r( )

On pose alors
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3. Enfin, on calcule
Q2= P> — (P|Ro)Ro — (P2|R1)R:

Q
=P — (P2|Qo) ||Qoo||2 - (P|Q1)

Q1

1Q11?

Or,
1
. (Pl\RO):/ t2dt =
0

PilQ1) = 1t2t = PP
o (Alo) = [ ¢ (t-3)dr =15

donc

W=

1 1
QQ:X2—3—(X—2)=X2—X+.

IQ ||2—/1 2 t+1 2dt— 1
2= 6 ~ 180"

R> = /180 (x2 - X+ é) .

donc on pose

On a ainsi trouvé (Ry, R1, R») I'orthonormalisé de Gram-Schmidt de (Fy, P1, P»).

On termine par une jolie propriété (hors-programme)

[Proposition 44 (Théoréme de représentation de Riesz, HP)}

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel, ¢ une forme linéaire sur E. Il existe un unique
vecteur u de E tel que
Vx € E, w(x)=(u,x).

Démonstration. Soit (e, ..., en) une BON de E.
Analyse. On suppose qu'il existe u tel que pour tout x, p(x) = (x, u).
Alors, pour tout / dans [1, n], ¢(e) = (e, u).

Donc
n n

u= Z (u, e e = Z‘P(ei)ef

i=1 =1

Exemple 45
Ainsi, si n € N*, il existe Qg € R,[X] tel que

WP € R,[X], P(0) = /1 P(1)Q(t)dt.
0
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(en effet, il suffit de prendre (-, ) le produit scalaire intégral, ¢ : P — P(0))
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