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D 25
Intégrale de Riemann

1 Exercices corrigés en classe
Exercice 1. ®©O Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R, n dans N* tels que

1
Vk € [0, n], / thf(t)dt = 0.
0

1
1. Montrer que pour tout P € R,[X], / P(t)f(t)dt = 0.
0

4‘ Correction

n
Soit P un polynéme de R,[X]. Alors P s'écrit sous la forme P(X) = Zaka, avec
k=0

(a0, ..., an) n+ 1 réels. Alors

1 B 1n B _ n 1 P _
/0 P(t)f(t)dt—/o kz::oakt f(t)dt_kz:o/o actkf(t)dt =0,

par I'hypothése de début d'exercice.

2. Montrer que f s'annule au moins n+ 1 fois sur [0, 1].

Correction

Supposons que f s'annule au plus n fois sur [0, 1]. Soient xq, ..., Xm les points en lesquels
f change de signe. Comme f est continue, si elle change de signe, elle s'annule. Donc

m
m < n. Posons P(X) = H(X — Xk). Alors P change de signe en xy, ..., Xm. Donc Pf

k=1
1

est de signe constant sur [0, 1]. Or, deg(P) < m < n. Donc / P(t)f(t)dt = 0, donc,
0

comme Pf est continue et de signe constant, Pf = 0. Donc f est nulle en tout point

différent de (x, ..., Xm), donc f s'annule une infinité de fois, absurde !

Donc f s’annule au moins n + 1 fois.

Exercice 2. Autour de la valeur moyenne d’une fonction. @@0O Si f € €([a, b],R), on définit sa
valeur moyenne comme

1 b
a

1. (premier théoréme de la moyenne) Soit f € €([a, b], R). Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que
f(C) = VM[ayb]f.
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Correction

Soient m et M le minimum et le maximum de f sur [a, b]. Alors

b b b
/mdté/ f(t)dtg/ Mdt,
a a a

ie. m< VM[avb](f) < M. Soient a un antécédent de m et B8 un antécédent de M. Alors
f est continue, VM, (f) est entre f(a) et f(B) donc, d'apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un réel ¢ entre a et 3 tel que f(c) = VM, 4(f).

1
1
2. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que / f(t)dt = 5 Montrer que f admet un
0

point fixe sur [0, 1].

4‘ Correction

Posons g : t — f(t) — t. Calculons

1 t2
_[ 0

/Olg(f)dt:/olf(t)—tdt:/olf(f)dt_/oltdfz2 2}::;_;:

1
Si g ne s’'annulait pas sur [0, 1], alors g serait de signe constant, continue, et g(t)dt =
0, donc g serait nulle sur [0, 1], absurde. Donc g s'annule sur [0, 1]. Donc on dispose de
X € [0, 1] tel que g(xg) =0, i.e. de xp € [0, 1] tel que f(xp) = Xo.

3. (second théoréme de la moyenne) Soient f et g deux fonctions de € ([a, b], R), avec g positive

sur [a, b]. Montrer qu'il existe ¢ dans [a, b] tel que

b b
[ rwsta =t [ gt

Retrouver a I'aide de ce résultat le premier théoréeme de la moyenne.

Soient m et M le minimum et le maximum de f sur [a, b], « un antécédent de m et

B un antécédent de M. Alors, par positivité de g, pour tout t dans [a, b], f(a)g(t) <
f(t)g(t) < f(B)g(t), donc, en intégrant,

b b b
F(a) / g(t)dt < / F(H)g(t)dt < F(6) / F(t)dt,

b
donc, comme on peut supposer g non nulle (sinon la question est évidente), / g(t)dt >
a

0, donc .
[, f(t)g(t)dt

fla) < —p=——— < f(0),

(o) o) B)

Page 2 sur |§I




MPSI 1 Pasteur 2023-2024 N. Laillet
Intégrale de Riemann nlaillet.math@gmail.com

b
e /, f(bt)g(t)dt
[ 9(t)

est entre f(a) et f(B) donc on dispose de ¢ entre a et 3 tel que

_ [ f(Dg(t)dt

f'
="

b b
/ F()g(t)dt = F(c) / o(t).

En prenant pour g la fonction constante égale a 1, on retrouve la premiére question.

Exercice 3. Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. On note, pour n € N,

1 1
un:/ t"f(t)dt et v,,:/ f(t"dt.
0 0

1. Déterminer les limites de (uy) et (v,) quand n tend vers +oo.

Pour la premiére limite, comme f est continue elle est bornée sur [0, 1], par M > 0, et
on écrit juste que

— 0.

1
U] < t"Mdt =
| n| \»/O n—+1 n—s+co

Pour la deuxiéme, I'idée est que quand n tend vers oo, f(t") — f(0), donc on veut dire
que

lim /1 F(t") — £(0).
0

n—-+oo n—+oo

On étudie alors

vy — F(0) = /01 F(t") — £(0)dt.

La, une majoration n'est pas simple, car (t") = f(0) mais pas a la méme vitesse
n——+oo

pour tous les t. On fixe un € > 0. On écrit alors que

1

vy — F(0) = /01_5 F(t") — £(0)dt +/ F(t") — F(0)dt.

1—€

On a alors, en notant M = max_|f(x)]
x€[0,1]

1 1
/ f(t”)—f(O)dt’ </ F(t")| + [£(0)|dt < 2Me.

—€

Ensuite, I'idée est que pour tous les t < 1 — g, t” tend + vite vers 0 que (1 —¢)".
On prend alors § > 0 tel que pour tout x € [0,6], |f(x) — f(0)] < €. On prend N tel
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que pour tout n = N, (1 —¢€)"” < §. Alors pour tout t € [0,1 — €], pour tout n > N,
0<t"< (1 —¢)" < 4. Ainsi,

1-¢ 1—¢
‘/ f(t”)—f(O)dt’ </ |f(t") — F(0)|dt
0 0
l1—¢
g/o edt<(l—¢e)e<e.

Ainsi, pour tout n > N, |v, — f(0)] < (2M + 1)e, donc v, " (0).
n—-+0o00

2. Lorsque f est € et f(1) # 0, déterminer un équivalent de (v,,).

4‘ Correction

La, on fait une IPP :

1 1 1 gn+l
_ _ /
uy = {nJrlf(t)L /0 —r(n)at
f(1 1 !
_ / t"HLE () dt.
0

n+1 n+1

1
Par la question précédente,/ t"1f(t)dt — 0, donc
0 n—-+oo

1 ! n+1 ¢/ 1
t"f(t)dt = o ,
n+1Jg n—+00 n+1

f(1
donc u, ~ Q

n—+oco N

Exercice 4. Soit f € €%(R, R), telle que |f| est bornée par un réel My et |f”| est bornée par un réel

M.
1. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange entre x et x + h a I'ordre 2, montrer que pour
2M, M
tout x dans R, pour tout h > 0, |f'(x)| < TO + h72.

2. En déduire que pour tout x dans R, |f'(x)| < 2v/MoMs.

Exercice 5. @ OO Déterminer les limites, quand n tend vers +oo, des suites définies par

4 1 n kQ%
1. un—zm(aveca>0,,@>0) 2. V"_H<l+nz>'

k=1 k=1

Correction

Pour u,, on écrit
1

o+ B

1 n
Un:Ek—l
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somme de Riemann associée a la fonction f : t —

1 .
, entre 0 et 11. On sait alors qu'elle
+ [t

converge vers

1 B 1 1 1 I 5
/0 f(t>dt—/o gt = 5@+ B ~In@) = (1+af)_

Pour v,, on pose w, = In(v,). Alors

n k2
Wi, In (1 + 2) ,
k=1 n

somme de Riemann associée a la fonction t + In(1 4 t2) entre 0 et 1. Alors w, converge vers

I
S|

1
/ In(1+ t?)dt,
0

. 2t
qui se calcule en posant u'(t) = 1, v(t) = In(1 + t?), donc u(t) = t et V/(t) = T8 donc

/1 In(1+ t2)dt = [tIn(1 + t3)]} — /1 2 dt

@ o 1+1t2

! 1
=Ih@)—-2 [ 1-——=dt
n(2) /O 1+1¢2

= In(2) — 2 + 2Arctan(1) — 2Arctan(0)
m

&
Donc v, converge vers 2e2 "2,

2 Construction de I'intégrale — approximation

Exercice 6. @00

1. Démontrer qu’une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Correction

Soit f une fonction lipschitzienne sur un intervalle I, k sa constante de Lipschitz. Alors
pour tous x et y dans I, |f(x) — f(y)| < k|x — y|.

. € )
Soit € > 0. Posons n = T Soient x et y tels que |x — y| < n. Alors

[f(x) = f(y)| < kn =g,

donc f est uniformément continue.

2. Montrer que la fonction racine carrée est u.c. mais pas lipschitzienne sur R .
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Correction

e Montrons que la fonction racine carrée est uniformément continue sur R..
Soit € > 0. Soient x et y dans R,, tels que x < y (afin d'éviter les valeurs
absolues). Alors \/y — v/x < \/y — x : en effet, comme toutes les quantités sont
positives, I'inégalité équivaut a y —2/xy +x < y — x, i.e. x < /XYy, ce qui est vrai
puisqu’'on a supposé x < y.
Posons alors n = €2. Soient x et y tels que [x —y| < 7. Alors \/y —vX < Yy — x <
Ve2 = ¢. Donc la racine est uniformément continue.

e Supposons maintenant que la fonction racine soit lipschitzienne de constante de
Lipschtz K. On aurait alors, pour tous x et y dans Ry on ait [v/x—/y| < K|x—y|.
En particulier (pour y = 0), pour tout x dans R, on aurait v/x < K|x|, i.e., si

1 .
x # 0, N < K, absurde en faisant tendre x vers 0.

7

Exercice 7. ®@0O Soit f: Ri — R une fonction uniformément continue vérifiant
VYx > 0, f(nx) — 0. Montrer que f converge vers 0 en +00.
n—o00

Correction

Soit € > 0. Soit 7 > 0 tel que ¥(x,y) € R2, |x — y| < n = |f(x) — f(y)| <e.

On sait que f(nm) — 0, donc on dispose de N € N tel que Vn > N, |f(nn)| < €.

Posons alors M = nm. Soit x > M. Soit m tel que mn < x < (m+ 1)n. Alors |[x — mm| < 7,
donc |f(x) — f(mm)| < g, donc

£l = 1£0) = Flmm) + F(mm)| < |F(x) — F(mm)|[ + [f(mm)| < e+ € = 2,

. o . €
d’ou le résultat ! (si on veut &tre parfaits, il suffit de prendre &' = 5).

Exercice 8. Lemme de Riemann-Lebesgue. @ @@ Soit f : [a,b] — C, continue par morceaux.
Démontrer que

b
lim /e’“f(t)dt — 0.
a

A—+o0 A—+o0

On commencera par démontrer le résultat pour des fonctions en escalier, puis on utilisera le résultat
de densité des fonctions en escalier dans I'ensemble des fonctions continues par morceaux.

Correction

Montrons déja le résultat pour les fonctions en escalier. Soit f une fonction en escalier.
Alors on dispose de ag, ..., a, et de fy, ... f,_1 tels que f est constante égale a fy sur ]ax, ak+1][.
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Alors
n—1
/ /Atf( )dt_Z/ r>\tf
a dk
-y / Nt
k=0 "
n—1 A1
Y % / et
k=0
n—1 INE T K+l
e
S
k=0 ak
n—-1 ER ira
e +1 e k
= fr—————
— ix
Donc

b n—1 2 1n—1

it

f(t)dt| < k= <+ 2fk — 0.
/ae (®) t‘ ;km Ag Pl

D’ou le résultat pour les fonctions en escalier.
Cas général. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Soit € > 0. Soit &’ > 0 dont on fixera la
valeur plus tard. Soit p une fonction en escalier telle que ||f — p||, < €’. Soit A un réel tel que

/abp(t)dt
/abe"“f(t)dt‘ =

<

X

pour tout A > A, €’. Soit alors A = A. Alors

b
/ ei)\tf(t) I)\t ’Mp(t)—l—p(t)dt‘

/ab Pp(e)at|

/ e (r(t) - <t>>dt] "

/ |f(t) — p(t)|dt + €

</ I — pll.. dt+¢
a

<Sb-a)lf —plle +¢€
<(b-a+1)e.

€ o
En posat ' = _arl on a le résultat souhaité.

3 Calculs d’intégrales

Exercice 9. ® OO Calculer les intégrales suivantes :

Page 7 sur |§I



MPSI 1 Pasteur 2023-2024
Intégrale de Riemann

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

5 d Z cos? (%
1. /1:/ X 2. /2:/2.(2)
1 XVX = X +sin(x)
sl 1
d
3. /3 :/12 tan(4x)dx 4. I :/ X
0 0 eX+1
Correction
Pour I, il suffit de faire une intégration directe :
2 dx 2 3 1 1 ° 5 2
I, = = X 2dx = x 2| ==2[1/V/x]7=2-—.
1 /1 /X ) _g +1 X [ /f]l \/g

1
Pour I,, on remarque que cos?(x/2) = 5(1 + cos(x)), donc

12:/;;(15;(12) :;/m X:%[|n|x+sin(x)]§
e p(20))

sin -
Pour I3, on remarque que, comme tan = —, une primitive de tan est —In|cos|. Donc
cos

i -1 1,1 In(2
I3 = /01 tan(4x)dx = [4 |n|cos(4><)|}0 = —Z(In 5~ 0) = i )
Pour I L _lve @ ~ trouve facilement
our Iy, on remarque que = — =1— ———, donc on trouve facilemen
. WA o1 T o1 e+l 1+e
une primitive en x — x — In(1 + e*). Donc

dx B
e 4+1

I, =

i

1
L= [ 1-
0

X

R dx =[x —In(1+e9)];=1—In(1+e) +In(2).

Exercice 10. @@®O Calculer les intégrales suivantes :

3a

1 le/
2a

2
3. J3:/ xv/xIn(x)dx
1
1
5. J5:/ V2x — x2dx
0

3

3 cos*(x)

2. b=
§ /Z sin°(x)

P x B
4 J, = T dx (poser x = sin“(t)).
L VX

6. JGZ/ eArcsin(x)dX
0

dx
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—‘ Correction

(i) Pour Ji, on effectue une décomposition en éléments simples, en pensant bien a commen-
cer par une division euclidienne (attention, on a tendance a I'oublier) :

3 2
t3 = (t? — 2%).t + a°t, donc t =t+ at
- : ! t2_32_ t2 — g2°

Ensuite, on remarque que t> — a°> = (t — a)(t + a) donc que I'on dispose de a et 3 tels
e A o + b En multipliant par t — a et en évaluant en a, on obtient
u = . ulciplti r — Valu , |
g t2 — 32 t—a t+a P P
2 82
o= = et, de méme, B = 5 Donc, finalement,

3a t3
J1 = dt
1 /23 2 — 32
3a a2 32
= t+ + dt
/23 2(t—a) 2(t+a)

2 a2 a°
=|=—4+ —=Inlt—al+—=In|t+a
S+ Znie-al+ S+

3a

2a
_9F 42 & 00— In(a) + a52('”(4"”) —In(32))

2 2 2

532 a2 3>
=27 - T @) + Zin(4/3).
T @)+ L n(/3)

5a° a°> 8
Final t, =—+ —In=.
inalement, | J; 5 + 5 n 3

Pour J,, on remarque que

_ [Fcost(x) 1 [ o 1
- _/Z sin®(x) cos?(x) dx _/Z tan(x) cos?(x) dx.

On reconnatt u"u’ avec u = tan! D'ou

=[]} ()" - () -2 (5 )

1
b ==

1
d'ou -
5 453

3
2

Pour calculer Js, on effectue une intégration par parties, en posant v'(x) = xz, donc u(x) =
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d
Enfin, d—); = 2sin(t) cos(t), donc

s
donc | Jy = 5

on n'a pas exactement ce que |'on voudrait..
mais, en posant u = x —1, alors x = u+1 et 2x — x° :2u+2—u —2u—1=1—u?!!Donc

2 1
gxg et v(x) = In(x) donc v/(x) = < Donc
2
J3:/ xv/xIn(x)dx
1
2 22251
= {xgln(x)} —/ Zx3 = dx

5 1 1 5 X

8v2 4 s1?

—I 2 2

@- |5+
8v2 16v/2
=S5 ) -
1
On pose, comme indiqué, t = Arcsin(v/x). Quand x = 7 t = Arcsin(1/2) = % Quand
2 .
t t
b= Z = Arcsin(v/32) = —. Ensuite, . fnS”S ) = s;r;((t)) car t est entre g
et =
3

_ / SIN(E) 5 cin(t) cos(t)dt

cos(t)

’ sin?(t)dt

51— cos(2t
/3 cos( )dt
z 2

w3

1
{t + 5 S|n(2t)} .
6
E,E+l sinzlfsmﬁ
3 6 2 g 3

1
Pour calculer Js = / vV 2x — x2dx, on pense encore a un changement de variable en sin, mais
0

0
J5:/ \/1~u2du:%
-1

(c'est l'aire du quart de cercle : cf. cours pour le calcul détaillé!)

. Si on avait 1 — o2

, cela serait plus pratique :
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Enfin, pour calculer /1 eAresin() o x c'est clairement le Arcsin qui nous embéte, donc on le pose
comme nouvelle variaoble : -

Posons u = Arcsin(x). Alors quand x =0, u = 0. Quand x =1, u = Arcsin(1) = 5

Ensuite, eAresin(®) — et

Enfin, x = sin(u) donc dx = cos(u)du. Donc

1 ) o o ) el+iu 3
Js = / eAresin() gy = / e cos(u)du = Re / eMdu | = Re [ }

0

. ez — 1

Exercice 11. @@0O Soit f : [a,b] — [a,B] une bijection de classe €' strictement croissante.

b
Montrer que / f(t)dt+/ f~L(t)dt = bB — ac.
a a

Correction

Dans la seconde intégrale, posons s = f~*(t).
Alors quand t =, s=aetquand t =3, s = b, f }(t) =s et t = f(s) donc dt = f'(s)ds,

5 b
donc/ f’l(t)dt:/ sf’(s)ds, donc
a

a

b B b
/ f(t)dt +/ f~i(t)dt = / f(t) + tf'(t)dt = [tf(t)]2 = bf(b) — af (a) = aa — bB.

4 Suites et intégrales (sommes de Riemann & Cie)

Exercice 12. @00

1. Déterminer les limites suivantes (quand n tend vers +o0)

a 1
®) ) Z—

Page 11 sur@



MPSI 1 Pasteur 2023-2024 N. Laillet
Intégrale de Riemann nlaillet.math@gmail.com

(a) lci, on a presque directement une somme de Riemann :
n n n
k2 [(km 1 k2 [(km 1 k
D asin (n> =52 s (n> = nzf<n> '
k=1 k=1 k=1

otl f : t + t%sin(wt). Donc, par le théoréme de convergence des sommes de

Riemann,
n
k2 k L
Y Zosin (”) . / F(t)dt.
n n n—-+oo 0

Or,

/01 f(t)dt = /01 t?sin(mt)dt

t2 oot

= {—cos(ﬂt)] + —/ tcos(mt)dt
u(t)=t?, u'(t)=2t ™ o TJo

v/(t)=sin(mt), v(t):fi cos(mt)

t 2 1
iy 2—5sin(mt)| — — in(mt)dt
u(t)=t, v'(t)=1 T+ [ 2 S|n(7r )} 7r2/O sm(7r )
V/(t)=cos(7t), v(t)=%sin(7rt)

1 4

T w3
(b) La, il faut un peu plus forcer le destin pour faire apparaitre la somme de Riemann :

n n
Zézlzé
o VAR — k2 na= [y (%)2

qui converge vers
/1 dt 1/1 dt
VEi—2 2 2
: o Y1- ()

1 t\1*

=3 [2Arcsin (2>L

= Arcsinl — Arcsin(0) = T

B 2 6

(c) Ici, c'est a priori un peu plus dur de faire apparaitre une somme de Riemann, mais
on a déja vu ce genre de méthode dans I'exercice corrigé en cours! Déja, on écrit
que

n n

%n H(n+k): n %H(n-i—k): 4 H(1+ﬁ>
k=1

k=1 k=1
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kr:["l<1+ﬁ) :}ém(uﬁ)

1
— / In(1+ t)dt
0

n—-+oo

=[(1+t)In(1+1t)—(1+1t)]5=2In(2) - 1.

n
2. Soit p > 0. Déterminer un équivalent, quand n tend vers +oco, de Z kP.

k=1
4‘ Correction

faisant apparaitre artificiellement! On écrit que

Se-rg(t)

k=1 k=1
1< k
— pptlz fl=

n n ; (n) '

ou f: t+ tP. Par le théoréme de convergence des sommes de Riemann,

i = k ! ! 1
Zf() — / f(t)dt:/ tPdt = ——.
ne— n) n—+too [ 0 p+1

Donc, finalement,
P+l

n
S o P
— n—+oo p+ 1

La, la somme de Riemann n'est pas évidente a trouver. Mais on peut s’en sortir en la

s

Exercice 13. @ ©O Soit, pour n > 0, u, = /4 tan(x)"dx.
0

1. Etudier la monotonie de (uj,).

4‘ Correction

décroissante.

) . s
Soit n dans N. On sait que pour tout x dans {O, Z] 0 < tan(x) < 1. Donc pour tout

T .
x dans [O,Z}, tan(x)™! < tan(x)". D’ou, en intégrant, u,;1 < u,. Donc (u,) est

2. En calculant upio + u,, déterminer la limite £ de up,.
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Correction

Déja, décroissante et positive, u, converge. Ensuite, si n est dans N,
i i
Upyo + Up = / tan(x)" + 2dx +/ tan(x)"dx
0 0

= /I tan(x)"(1 + tan(x)?)dx
0

~ [tan™(x) i
_[ n+1 ]
1
n+1

0

1
comme —0,£4=0.
n+1 +o

Or, (Unt2) et (up) convergent vers la méme limite £, donc uyio + U +—> 2¢. Donc,
o0

3. Donner un équivalent simple de u, — £.

4‘ Correction

Par décroissance, on a pour tout n, 2up4o < Upyo + Up < 2u,, donc

1

< —— <K
VHGN, Upt2 % 2(I7+1) X Un,

1 1
donc, pour tout n > 2, 2t 1) S Un S 2(n—1)
1 1

pris n — 2 au lieu de n). Or,
1

Un’\“%.

1
20+ 20 20— "

< ———— (pour la deuxiéme inégalité, on a

donc, par encadrement,

Exercice 14. @@0© Soit f : [a, b+ 1] — R une fonction continue. Etudier la limite éventuelle de la

suite (u,) définie pour tout n > 1 par

un—n/ab <f<x+ll7> —f(x)) dx.

’—‘ Correction
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. - 1 - 1
Soit F une primitive de f. Alors x — F (X + n) est une primitive de x — f <x + n>' Donc

n/ab <f<x+/17> —f(x)> dx:n[F<x+r17) —F(X)E

_ F(b+121)—F(b) B F(a+1)-F(a)

= F'(b) — F'(a) = f(b) — f(a) car F est dérivable.

S

5 Intégrales fonctions des bornes

1 X
Exercice 15. ® 0O Soit f : Ry — R, continue. Déterminer Iimo;/ f(t)dt.
X— 0

Correction

Soit F une primitive de F sur R;. Alors

i ] gt = g S
= F/(0) = £(0).

2x et
Exercice 16. @ OO Soit ¢ : x — / ?dt.
X

1. Montrer que @ est définie, continue et dérivable sur R*.

Correction
t

. e . . N
La fonction t — — est continue en tout point de R* donc admet une primitive F sur

R% et une primitive G sur R%. Si x > 0, ¢(x) = F(2x) — F(x), fonction dérivable quel
que soit x > 0. De méme si x < 0, p(x) = G(2x) — G(x), dérivable en tout x < 0.

2. Calculer lim o(x) et lim @(x).
x—0" x—0~

_ R - . 1
On va encadrer l'intégrale : reste a savoir s'il s'agit de e ou de = que I'on va encadrer.

Six >0, si x <t<2x, alors e < ef <e?*, donc

2x 2x
dt dt
ex/ —<<p(x)§62x/ —,
X

t .t

eX(In(2x) — In(x)) < u(x) < e*(In(2x) — In(x)).
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Comme In(2x) — In(x) = In(2), en faisant tendre x vers 0< on obtient ¢(x) = In(2).
e2x et X_e>x
— < — < — et les

) X et
Si x < 0, alors ¢(x) = / —tdt, et pour tout t dans [2x, x], ; :
2x - - -

inégalités précédentes s'adaptent, donc ¢(x) —O> In(2).
x—0~

3. Montrer que I'on peut prolonger ¢ par continuité en 0 et étudier la dérivabilité de ce prolon-
gement.

Correction

La dérivée de ¢ est, pour tout x de R*,

2x X
, e e
X)=———.
P =—-=
2x X
e e 14+2x—1—x4o(x e
or, — - — = &) — 1, donc, par le théoréme de limite de la
X X . . X x—0
dérivée, @ est aussi dérivable en 0.
X
4. Démontrer que M — 4o00.
X x—too
4‘ Correction
X 1 %X e eX
On remarque, quand x tend vers +oo, que o(x) = 7/ —dt=— — 400, donc
X X J 2x 2X x—+00

@ admet une « branche parabolique d'axe (Oy) » en +oo0.

5. Déterminer la limite de ¢ en —co.
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Correction

Soit x < 0. Alors 2x < x et pour tout t dans [2x, x],
1 1

- < 50

t o 2x

1
X
X
donc, par croissance de I'exponentielle,

donc, en intégrant entre 2x et x.

ie.
2x e
—e7 < —p(x) < -3
donc
e* 2x
5 S p(x)<e
d’oll, par encadrement, ©(x) — 0.
X—>—00
6. Tracer la courbe Cy, de .
-.I-
10 | ;
[ [
B
IIII
| f
| ,
: /
4 /
= | e
—
2 l ' l 2

Exercice 17. @@®0O Soit k €]0, 1[. On définit

F: Xi—>/ \/1— ksin(t)dt.
0

1. Déterminer le domaine D de définition de F et montrer que F est impaire.

La fonction t — y/1 — ksin?(t) est continue sur tout R car k €]0, 1[. Donc F est définie
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sur tout R. Ensuite, si x € R,

F(—x) = /O_X \/1— ksin?(t)dt.

On fait le changement de variables s = —t. Alors \/1 — ksin?(t) = \/1 — ksin?(—

\/1— ksin?(s) et dt = —ds , d’oll
(=x) = / 1 — ksin?(s)(—ds) = —F(x).
0

Donc F est impaire.

On pose a= F (g)

2. Calculer F(m) en fonction de a.

Correction
On remarque que F(mw) = F(w/2) +/ \/1— ksin?(t)dt = a+/ /1 k5|n2(t)dt

Pour calculer la seconde intégrale, posons s = t — . Alors quand t vaut 5 S vaut ——

et quand t vaut , s vaut 0. Ensuite, sin?(t) = sin?(s — 7) = sin°(s). Enfin, dt = ds.

D'ou
/ 1—k5|n2(t)dt—/ \/1— ksin?(t)dt
/ 1 — ksin?(t)dt

- (-3)
_F(z) &

N

Donc F(m) = 2a.

3. Montrer que F est dérivable et strictement monotone sur D.

Correction

F est une primitive de t — /1 — ksin(t), continue sur R, donc F est dérivable sur R,

et pour tout x réel, F/(x) = /1 — ksin?(x). En particulier F" est strictement positive

sur R donc F est strictement croissante sur R.

4. (i) Montrer que V¥x >0, Vn €N, F(x+ nm) = F(x) + 2na.
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Correction

Soit x dans R. Alors

X+nm
F(x + nm) _/ 1 — ksin?(t)dt

X+nm
/ l—ksinz(t)dt—i—/ 1 — ksin?(t)dt

o

n—1 (p+1)m x+nm
:Z/ \/1—ksm dt+/ Vl—ksm
p=0"PT
y+pT
Montrons que pour tout p, pour tout vy, / 1— ksin?(t)dt =
pT

y
/ 1 — ksin?(t)dt. Effectuons le changement de variables s = t — pm. Alors
0

quand t = pmr, s = 0 et quand t = y + pm, s = y. Ensuite sin?(t) = sin’(s — pm) =
sin?(s) et ds = dt. Donc

y+pm y
/ \/l—ksinz(t)dt:/ \/1 — ksin?(s)ds,
p 0

(p+1)m
le résultat est donc démontré, donc / A/1— ksm =
s X+nm P
/ \/1—ksin?(t)dt et / \/1—ksin?(t)dt = / \/1— ksin?(t)dt,
0 nm 0

donc
F(x + nm) = nF(m) + F(x) = F(x) + 2na.

(i) Déterminer lim F(x)et lim F(x).

X—>+00 X——00

—‘ Correction

F est strictement croissante, non bornée par la question précédente, donc elle tend
vers +oo en +oo. Impaire, elle tend vers —oo en —oo.

6 Exercices plus théoriques sur I'intégrale

. T x3 x3 X
Exercice 18. @ ©O Montrer que pour tout x dans {O, E} X — — 5 <sin(x) € x— 3 + 120"

Correction

Soit f : x — sin(x). Par la formule de Taylor avec reste intégrale,

. - 33 FOE)(x -t x3 Xsin(t)(x — t)3
sm(x)—x—g—i—/o — 0 dt=x— +/0 3

3! 6
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Le reste intégral est positif car sin est positif sur [0, 7/2]. D'ou I'inégalité de gauche. De méme,

3 5 Xf(6) __+\5 8 5 X NG
Sin(X):X—X*—FXf /Mdt:x—x—-}xi_;_/W
0 0 !

6 120 5! 6 120 s

d'ou I'inégalité de droite.

Exercice 19. @@0 Soit f € €%(R,R), telle que |f| est bornée par un réel My et |f”| est bornée
par un réel M,. Démontrer que |f'| est bornée par \/2MyM, (attention! ca n'est pas tout a fait
I'exercice corrigé en cours!)

Correction

Soit x € R. Soit h > 0. Par les inégalités de Taylor-Lagrange entre x et x + h,

If(x 4+ h) — f(x) — hf'(x)| < M2h2,

_Moh? < f(x+h) — f(x) — hf'(x) < M;hQ
et, par les inégalités de Taylor-Lagrange entre x et x — h,
Mo ot B) — F(x) + () < M§h2
On réécrit la premiére inégalité
B My h? Mo h?

< —f(x+h)+ f(x)+ hf'(x) <

2 2

donc, en sommant les deux inégalités,

—Moh? < f(x + h) — f(x — h) + 2hf'(x) < Myh?,

I.e.
—Myh? — 2My < 2hf'(x) < Mah? + 2My,
donc an
/ < 2 70
()] < 5 P

. . . . M M _ . 2M,
On étudie la fonction de droite, de dérivée 72 — h—zo, dérivée qui s'annule en h = vo,
2
négative avant, positive aprés. Donc la fonction de droite admet un minimum égal a

My [2My Mo

Llogy il = /2MoM

2 M, + [2My o2
Mo

d'ou le résultat.

Exercice 20. @00
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1. Soit f : [a, b] — R une fonction de classe ¢, A l'aide d’une intégration par parties, montrer

b b
que / f(x)sin(nx)dx et / f(x) cos(nx)dx tendent vers 0 quand n tend +oo.
a a

4‘ Correction

[l s'agit, encore et toujours, du lemme de Riemann-Lebesgue. Regardons la premiére
intégrale, en prenant u(x) = f(x) et v/(x) = sin(nx), donc v/(x) = f'(x) et v(x) =

1
- cos(nx), donc

b

/ab f(x)sin(nx)dx = {_zf(x) cos(nx)} + % /ab f'(x) cos(nx)dx

a

Or,
1 °l 1 2]If|
[—nf(x) cos(nx)} < . (|f(a) cos(na)| + |f(b) cos(nb)|) < T‘” " 0.
a oo

De méme,

1P 1P b—a)|f

’/ f'(x) cos(nx)dx| < 7/ |f'(x) cos(nx)|dx < (b= ) 1l — 0.

nJ, n.J, n 400

D’ou le résultat.

™
: 1
2. Déterminer deux réels a et 3 tels que Vn > 1, / (at + Bt?) cos(nt)dt = =z
0

Correction

Soient a et B deux réels, calculons par double intégration par parties, en prenant u(t) =
at 4+ Bt? et V/(t) = cos(nt).

/(at+5t2)cos(nt)dt—[(at+6t2) /(a+25t)fsm(nt)dt

(posons u(t) = a + 28t, V/(t) =sin(nt) )
sin(nt)
n

sin(nt) }

[(at—&-ﬁﬁ) } + % [(a + 28t) cos(nt)]g — /Wi—gcos(nt)dt
0

% [(at +Bt?) sin(ntﬂ0 + ﬁ [(a + 28t) cos(nt)]g — % [26sin(nt)]§
_ (a+26m)(—-1)" —

72
. 1 , L
Enprenanta=—-1et28m=1,ie B = > on a le résultat désiré.
+o00
3. Retrouver ainsi la valeur de la somme Z po
n=1
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Correction

SiNeN,
N
Z? / (at+6t2)Zcos(nt)dt
n=1
Or,
N N
Z cos(nt) = NRe (Z e’”t>
n=1 n=1
; 1 eI'Nl'
9%<et T )
iMe —ilt iyt
ez ez —el2
= Re (eiN;ltsm (g/t)>
sin ()
_ cos (%L 1) sin ()
N sin () '
Or, cos(a)sin(b) = %(sin(b—k a) +sin(b — a)), d'ou
Zcos (1) 1 sin (2N2+1‘t) t—sin (£t) _ sin (%t) B E
sin (%) 2sin (%) 2

d'ou
N 2N+1
1 2y sin (2%
z:: S = /(at+6t ( Sm()
Sln(2N+l
t ) —2 7
/(a =87
or, (2/\/ 1
1 [T 5 sin (5
t t)—————~——
5 | (et +ped) o
donc
+oo T 2 3
1 _ 1 2 Lo s
;ﬁ_ 2/0 (at +Bt?)dt = ——— — B

t> 1) dt

dt — 7/ (at + Bt%)dt

t)

dt — 0,

+o0
o 17 7 w7
4 2m6 4 12 6

Exercice 21. @@0O Soit f: [0, 1] — R continue.

™
1. Montrer que si / f(t)sintdt =0, alors il existe a €]0, [ tel que f s’annule en a.
0
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Correction

Supposons que f ne s'annule pas sur [0, 7]. Alors f est de signe constant sur [0, 7], tout
comme sin. Donc f(t)sin(t) est de signe constant sur [0, 7], d'intégrale nulle, donc est
nulle, absurde.

™ ™
2. Montrer que si / f(t)sintdt = / f(t)costdt =0, alors f s'annule 2 fois sur ]0, 7.
0 0
™
(indice : on pourra regarder/ f(t)sin(t — a)dt).
0

Correction

Soit a un réel en lequel f s'annule (par la question précédente). Le probléme est que cos
change de signe! Mais

s

/7r f(t)sin(t—a)dt:/7r f(t)sin(t)cos(a)dt+/ f(t)(—sin(a)) cos(t)dt
0 0 0
=cos(a)/ f(t)sin(t)dt—sin(a)/ cos(t)f(t)dt =0,
0 0

™
donc / f(t)sin(t —a)dt = 0. Or si on suppose que f ne s'annule qu’'une fois en a.,
0

alors f change nécessairement de signe (sinon elle serait nulle). Donc f(t)sin(t — a) est
de signe constant, donc f est nulle, absurde.

Exercice 22. @@0© Soit f : [0, 1] — R une fonction %,m. Montrer que

1+ VMo y(F)? </ VI+F2 < (/14 VM (F2)
[0.1]

—‘ Correction

Pour I'inégalité de droite, on écrit par Cauchy-Schwarz

/1 JIFF02dt < \//1(1 + F(£))2dt = /T T VM(PD).
0 0

Pour I'inégalité de gauche, on remarque que

/1 1dt = /1 \/\/1+ f(t)? — f(t).\/\/1+ f(t)? + f(t)dt
0 0

Donc, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1< (/Olm—f(t)dt) (/jmw(odt)
< </01 mdt_/ol f(t)dt) (/02\/mdt+/01 f(t)dt>
< (/1 mdt)2— (/1 f(t)dt>2
0 0
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donc

1+ VM()? < (/01 mdrf.

d'ou le résultat désiré!

Exercice 23. @@0 Soit f : [a, b] — R, €', concave.

(b_a)w </b f(t)dt < (b—a)f(a;b>

2. Montrer que les inégalités persistent en supposant f seulement continue (on utilisera des
sommes de Riemann).

1. Montrer que

Exercice 24. Inégalité de Poincaré. @@© Soit f € C*([0,1],R) avec (0) = 0. Montrer que

1 1 1
/ f(t)>dt < —/ () dt
0 2 0

Correction

On écrit I'expression de f en fonction de ' :

F(x) = f(0)+/ox f’(t)dt:/ox F(t)dt.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient alors

f(x)? < (/OX dt> </OX f’(t)2dt> <X (/01 f’(t)th) ,
/01 f(x)%dx < /le (/01 f’(t)zdt) dx < % (/01 f’(t)th> .

Exercice 25. @@@ Si f € €([0, 1], R), si p € N*, on définit la norme L” de f comme

1l = {] /O (8Pt

1. Démontrer que ||f||,» est une norme sur ([0, 1], R).

2. Démontrer que ||f||,» p_>—> Hf||oo’[0‘1].

+o00
Correction

On peut supposer f positive sur [0, 1], quitte a remplacer f par |f|. De méme on peut
supposer f non identiquement nulle (sinon le résultat est évident). De plus, si on pose

alors

g= ,
1l
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e |9l =1 par homogénéité

I
“ lglls = 17
o0

(la norme LP est clairement homogéne)

1
Il suffit donc de démontrer que { / g(t)rdt — 1.
0 p—+o00

1
e déja, par hypothese, Vt € [0,1], g(t) <1 donc { / g(t)rdt < 1.
0

e ensuite, soit € > 0. Soit xo dans [0, 1] tel que g(xp) = 1, soit m > O tel qu'il existe
un intervalle de taille 1, contenant xg, tel que f(t) > 1 — € sur cet intervalle (un tel
7 existe par continuité de g). Alors si p € N*,

/Olgu)"dr > (1 - e,

[ 1
”/O g(t)Pdt = ¥/n(1 — eps).

Comme ¢/n — 1, on doit pouvoir conclure... Mais pour avoir vraiment une
p—r—+oo

minoration en 1—¢, on va réécrire notre preuve, en changeant le 1—e en /1 — € : Soit
n > 0 tel qu'il existe un intervalle de taille m, contenant xp, tel que f(t) > V1 —¢
sur cet intervalle (un tel n existe par continuité de g). Alors si p € N*,

donc

/1 g(£)Pdt 3 n(1 - &)},

0

{’//1 g(t)Pdt = ¥/n\/1 — eps.
0

Comme v/n —+> 1, on dispose de py € N tel que pour tout p = po, ¥/n = V1 —¢.
p—+o0

donc

Si p = pg, alors
1
; / g(t)Pdt > 1 —¢,
0

d'ou le résultat désiré!

Indications
@ 1. Utiliser la linéarité.
2. Raisonner par |'absurde et construire un bon polynéme.
1. Utiliser le TVI avec f et VM, 5(f)
2. Poser g : t — f(t) — t et calculer I'intégrale de g sur [0, 1].
[P F(t)g(t)dt
[a)

3. Utiliser le TVI avec f pour la valeur
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1 1—¢ 1
B 1. Pour (v,), prendre un € > 0, écrire que/ :/ +/ )
0 0 1-¢

Faire une IPP !

Utiliser convenablement I'inégalité triangulaire.

2

N =D

Prendre h qui minimise le majorant trouvé.

. . 1 . . . .
Dans cet exercice, sortir un ; et faire apparaitre une somme de Riemann. S'il y a un prodit,
en prendre le In.
1. Cours!

2. Démontrer I'uniforme continuité proprement en déclarant les variables, et faire par I'ab-
surde pour le caractére lipschitzien.

[7] Déclarer €, n d'uniforme continuité lié a € et N tel que Vn > N, |f(nn)| < €. Prendre M = N7
et x > M.

[B Démontrer d'abord le résultat pour les fonctions en escalier (c'est facile), puis approcher une
fonction cpm par une fonction en escalier.

1. Intégration directe.
2. Linéariser le cosinus.

Utiliser que tan = sin / cos et reconnaftre (presque) u'/u.

oW

Ou bien faire un changement de variables u = €*, ou reconnaitre une intégration directe
(coup du €* en haut).

[IQ (i) Effectuer une décomposition en éléments simples.
(ii) Faire apparaitre u"u’ avec u = tan!
(i) Faire une IPP, en posant v/(x) = X, et v(x) = In(x).
(iv) Poser, comme indiqué, t = Arcsin(v/x).
(v) Poser u=x—1.

(vi) Poser u = Arcsin(x).
1. Utiliser les techniques vues en cours : sortir un o prendre le In pour la troisiéme limite.

2. Mutliplier et diviser par n® x n, et faire apparaitre une somme de Riemann.
03 1. Utiliser le fait que |tan(t)| < 1.
2. Penser a d’abord démontrer que (u,) converge.
3. Utiliser la décroissance de uj, et le calcul de up, + upiz.
[I4] Utiliser une primitive de f et faire apparaitre un taux de variation.
Utiliser la définition d'une dérivée avec le taux d'accroissement.
1. Utiliser des primitives.
2. Encadrer I'intégrale : encadrer I'un des deux termes parmi e’ ou % et intégrer ce qui
reste.
3. Utiliser le théoréme de la limite de la dérivée.

4. Minorer et par e*.
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07 1. Faire un changement de variables.
2. Séparer l'intégrale en deux et poser s =t — .

3. Utiliser la définition d'une primitive.

B X+nm nm X+nm
4. (i) Ecrire/ :/ +/
0 0 nm

(i) Utiliser le théoréme de la limite monotone.
[I8 Utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale !

[I9 Ici, ne pas utiliser une mais deux inégalités de Taylor-Lagrange : entre x et x + h, puis entre
x — h et x.

1. Faire une intégration par parties, et majorer proprement chaque terme.

1
2. On doit trouver a = -1 et 8= —.
2T

N N
. 1 4

3. Utiliser que E == / (at + Bt?) g cos(nt)dt, recalculer la somme des cos(nt).
n=1 0

- n=1
Penser aussi au fait que cos(a)sin(b) = % (sin(b+ a) +sin(b— a)).
21 1. Supposer que f ne s’annule pas et aboutir a une contradiction.
2. Utiliser que f s’annule en un réel a et considérer /7r f(t)sin(t — a)dt.
L'inégalité de droite est évidente. Pour I'inégalité de gauoche, penser a considérer les quantités
Vit fetyitritf

23] Pour la premiére question, utiliser le fait que la courbe de f est au-dessus d'une certaine corde
et sous une certaine tangente.

Ecrire I'expression de f(x) en fonction de f’ et appliquer directement I'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

e déja commencer par montrer que I'on peut se ramener a f positive, non identiquement
nulle, de maximum égal a 1.

1
e ensuite, montrer que dans le cas ci-dessus, { / f(t)Pdt < 1 et que pour tout e,
0

[
”/ g(t)Pdt > 1 — € apcr.
0
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