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TD 26
Espaces préhilbertiens réels

1 Exercices corrigés en classe
Exercice 1. Soit p un projecteur d’un espace vectoriel euclidien E. Démontrer que p est un projecteur
orthogonal si et seulement si ∀x ∈ E, ‖p(x)‖ 6 ‖x‖.

Exercice 2.   # Soit (E, (·|·)) un espace vectoriel euclidien et B = (e1, . . . , en) une base ortho-
normale de E. Soit u un endomorphisme de E. On définit l’application u∗ de E dans E par

∀x ∈ E, u∗(x) =
n∑
i=1

(x |u(ei))ei .

1. Montrer que u∗ est un endomorphisme de E. On l’appelle adjoint de u.

Correction

Déjà u∗ va bien de E dans E car (e1, . . . , en) est une base de E. Montrons que u est
linéaire. Soient x et y dans E, λ et µ dans R. Alors

u∗(λx + µy) =

n∑
i=1

(λx + µy |u(ei))ei

=

n∑
i=1

(λ(x |u(ei)) + µ(y |u(ei))) ei

= λ

n∑
i=1

(x |u(ei))ei + µ
n∑
i=1

µ(y |u(ei))ei = λu∗(x) + µu∗(y).

2. (i) Soit x dans E. Montrer que pour tous x et y de E, (u∗(x)|y) = (x |u(y)).

Correction

Soit j dans J1, nK. Alors

(u∗(x)|ej) =

(
n∑
i=1

(x |u(ei))ei
∣∣∣∣ej
)
=

n∑
i=1

(x |u(ei))(ei |ej).

Or, si (ei |ej) = δi j , donc

(u∗(x)|ej) = (x |u(ej)), d’où le résultat.
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Soient x et y dans E, écrivons y =
n∑
j=1

yjej . Alors

(u∗(x)|y) =

u∗(x)∣∣∣∣ n∑
j=1

yjej


=

n∑
j=1

yj(u
∗(x)|ej)

=

n∑
j=1

yj(x |u(ej))

=

x∣∣∣∣ n∑
j=1

yju(ej)

 = (x |u(y)).

(ii) Montrer que la propriété précédente caractérise l’adjoint, i.e. que si v ∈ L (E) vérifie
∀(x, y) ∈ E2, (v(x)|y) = (x |u(y)), alors v = u∗.

Correction

Soit v ∈ L (E) tel que pour tous x et y dans E, (v(x)|y) = (x |u(y)). Alors pour
tous x et y , (v(x)|y) = (u∗(x)|y), i.e. ((v − u∗)(x)|y). Soit x dans E, posons
y = (v − u∗)(x). Alors

0 = ((v − u∗)(x)|y) = ((v − u∗)(x)|(v − u∗)(x)) = ‖(v − u∗)(x)‖2 ,

donc (v − u∗)(x) = 0, donc v − u∗ = 0, donc v = u∗. D’où le résultat.

(iii) Si u ∈ L (E), déterminer (u∗)∗.

Correction

Soient x et y dans E. Alors par symétrie du produit scalaire, (u(x)|y) = (y |u(x)) =
(u∗(y)|x) = (x |u∗(y)). Par la question précédente, on a donc (u∗)∗ = u.

3. Montrer que la définition de u∗ ne dépend pas de la base orthonormale choisie.

Correction

Soit (ε1, . . . , εn) une autre base orthonormale et v défini pour tout x par v(x) =
n∑
i=1

(x |u(εi))εi . Alors par les mêmes raisonnements que précédemment, pour tous x et y

dans E, (v(x)|y) = (x |u(y). Donc v = u∗. Donc la définition de u∗ ne dépend pas de la
base orthonormale choisie.

4. Si M est la matrice de u dans B, exprimer la matrice de u∗ dans B en fonction de M.
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Correction

Écrivons M = (mi j). On a pour tous i et j mi j = (u(ej)|ei). Ensuite, si N = (ni j) est la

matrice de u∗, on a, en remarquant que u∗(ej) =
n∑
i=1

(u(ei)|ej)ei , ni j = (u(ei)|ej) = mj i .

Donc N = MT . Voilà enfin une interprétation géométrique de ce qu’est la transposée
d’une matrice !

5. Montrer que ker(u∗) = Im(u)⊥ et que Im(u∗) = ker(u)⊥.

Correction

• . Soit x ∈ ker(u∗). Soit y ∈ Im(u). Alors on dispose de z tel que y = u(z). Alors
(x |y) = (x |u(z)) = (u∗(x)|z) = 0. Donc x ∈ Im(u)⊥.
. Soit x ∈ Im(u)⊥. Soit y dans E. Alors (x |u(y)) = 0, i.e. (u∗(x)|y) = 0. En
particulier pour y = u∗(x), (u∗(x)|u∗(x)) = 0, i.e. u∗(x) = 0.

• . Soit y ∈ Im(u∗). Alors on dispose de z dans E tel que y = u∗(z). Soit x ∈ ker(u).
Alors (y |x) = (u∗(z)|x) = (z |u(x)) = 0. Donc y ∈ ker(u)⊥.
. L’inclusion réciproque vient du fait que

dim(ker(u∗) + dim(Im(u∗)) = dim(E) = dim(Im(u)⊥) + dim(ker(u)⊥),

et que ker(u∗) = Im(u)⊥.

Exercice 3.  ## Soit E =Mn(R).
1. Montrer que l’expression (A|B) = Tr(ATB) munit E d’un produit scalaire.

Correction

Question de cours : me demander si ce n’est pas clair.

2. Soient Sn(R) et An(R) les sous-espaces vectoriels respectivement constitués des matrices
symétriques et antisymétriques de Mn(R). Montrer que Sn(R) et An(R) sont des supplé-
mentaires orthogonaux.

Correction

• Déjà, on montre que ces deux sous-espaces sont supplémentaires : on procède par
analyse-synthèse. Soit M dans Mn(R).
Analyse. On suppose M = S + A avec S symétrique et A antisymétrique. Alors
MT = ST + AT = S − A par symétrie de S et antisymétrie de A. Donc nécessaire-

ment S =
M +MT

2
et A =

M −MT

2
.

Synthèse. On pose S =
M +MT

2
et A =

M −MT

2
, et on vérifie que S est symé-

trique (car
(
M +MT

2

)T
=
MT + (MT )T

2
=
MT +M

2
= S), que A est antisymé-

trique (car
(
M −MT

2

)T
=
MT − (MT )T

2
=
MT −M
2

= −A) et que la somme
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des deux vaut M (évident).
D’où la supplémentarité des deux espaces.

• On vérifie ensuite que ces deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux. Soit S
symétrique et A antisymétrique. Alors

〈A, S〉 = Tr(ATS) = Tr(−AS) = −Tr(AS) = −Tr(SA) = −Tr(STA) = −〈S,A〉 = −〈A, S〉 ,

donc 〈A, S〉 = 0 donc les deux sous-espaces sont supplémentaies orthogonaux.

Remarque : Une autre possibilité est de montrer que Sn et An sont orthogonaux, et
que dim(Sn) + dim(An) = dim(Mn) !

3. Soit A = (ai j) un élément de E. Exprimer, à l’aide des coefficients (ai j)16i ,j6n,

min
M=(mi j )16i ,j6n∈Sn(R)

n∑
i=1

n∑
j=1

(ai j −mi j)2.

Correction

On remarque que l’on cherche à minimiser ‖A−M‖2 pour M dans Sn(R). Ce minimum

est atteint pour M le projeté orthogonal de A sur Sn(R), i.e M =
A+ AT

2
(car la

décomposition de A sur Sn(R)⊕⊥An(R) est donnée par A =
A+ AT

2
+
A− AT

2
). Donc

le minimum recherché est∥∥∥∥A− A+ AT2
∥∥∥∥2 = ∥∥∥∥A− AT2

∥∥∥∥2 = 14 ∑
16i ,j6n

(ai j − aj i)2.

Exercice 4. Famille de polynômes orthogonaux

1. Montrer que (P,Q) 7−→
ˆ 1
−1
P (t) ·Q(t) · dt est un produit scalaire sur R[X], .

2. Démontrer qu’il existe une famille (Qn) de polynômes deux à deux orthogonaux vérifiant
deg (Qn) = n.

3. Montrer que Qn a la même parité que n (Qn(−x) = (−1)n ·Qn(x)).
4. Montrer que Qn admet n racines distinctes, toutes entre −1 et 1.
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Exercice 5.   G# Soit E un espace euclidien de dimension n, B une base orthonormée de E.

1. Soit B′ une autre base orthonormée de E. Démontrer que A = MatB(B′) satisfait A×A> = In.
En déduire la valeur de det(A).

2. Soit (u1, . . . , un) une famille orthogonale de E. Montrer que |detB(u1, . . . , un)| = ‖u1‖ . . . ‖un‖.

Correction

Si (u1, . . . , un) est orthonormale, detB(u1, . . . , un) = det(A) où A est la matrice formée
de (u1, . . . , un) qui est orthogonale. Donc detB(A) = 1. Donc detB(u1, . . . , un) = 1. Si la

famille n’est pas orthonormale, on la normalise et on trouve detB

(
u1
‖u1‖

, . . . ,
un
‖un‖

)
= 1,

d’où le résultat.

3. Soit (x1, . . . , xn) une famille quelconque de E. Montrer que |detB(x1, . . . , xn)| 6 ‖x1‖ . . . ‖xn‖.

Correction

On applique l’algorithme de Gram-Schmidt à (x1, . . . , xn). On orthogonalise d’abord. On

obtient ε1, . . . , εn une famille orthogonale telle que εk s’écrive sous la forme xk+
k−1∑
i=1

λk,ixi .

Le caractère alterne et la multilinéarité du déterminant assurent alors que

detB(ε1, . . . , εn) = detB

(
x1, x2 + λ2,1x1, x3 + λ3,1x1 + λ3,2x2, . . . , xn +

n−1∑
i=1

λn,ixi

)
= det(x1, . . . , xn).

Ensuite, on remarque que ‖εk‖2 =

∥∥∥∥∥xk −
k−1∑
i=1

µiεi

∥∥∥∥∥
2

, et
k−1∑
i=1

µiεi ⊥ xk , d’où l’inégalité.

Cela s’interprète géométriquement en disant que le volume d’un parallélogramme (ou
d’un parallélépipède) est inférieur au produit des longueurs de ses côtés. La méthode
utilisée illustre même la formule de l’aire d’un parallélogramme utilisant la hauteur de ce
dernier (i.e. la longueur du vecteur orthogonalisé).

Exercice 6. Matrice et déterminant de Gram.    Soient (x1, . . . , xp) un système de p vecteurs
d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n. Soit E une base de E. On appelle matrice de Gram
associée à (x1, . . . , xp) la matrice

G (x1, . . . , xp) =

〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xp〉...
...

...

〈xp, x1〉 〈xp, x2〉 · · · 〈xp, xp〉


1. Montrer que G (x1, . . . , xp) est une matrice symétrique.
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Correction

C’est immédiat, car 〈xi , xj〉 = 〈xj , xi 〉 par symétrie du produit scalaire.

On appelle déterminant de Gram de (x1, . . . , xp) la quantité G(x1, . . . , xp) = det(G (x1, . . . , xp)).

2. (i) Montrer que G(x1, . . . , xp) = 0 si et seulement si (x1, . . . , xp) est lié.

Correction

G(x1, . . . , xp) = 0 si et seulement s’il existe λ1, . . . , λp tels que les colonnes de la
matrice vérifient λ1C1 + · · ·+ λpCp = 0, i.e. ssi

∀i ∈ J1, pK, λ1 〈xi , x1〉+ · · ·+ λp 〈xi , xp〉 = 0.

Nommons u =
p∑
k=1

λkxk . Alors G(x1, . . . , xp) = 0 ssi pour tout i dans J1, pJ,

〈xi , u〉 = 0 i.e., comme (x1, . . . , xn) est une base, pour tout y de E, 〈y , u〉 = 0,
i.e. ssi u = 0, i.e. (x1, . . . , xp) est liée. (remarquez, la double implication est plus
digeste).

(ii) Soit M la matrice de (x1, . . . , xp) dans la base E . Montrer que G (x1, . . . , xp) = M
>M.

Correction

Écrivons M = (mi j)16i ,j6n et MT = (ni j). Alors pour tous i et j , mi j = 〈xj , ei 〉. Alors
si MTM = ai j , on a

ai j =

n∑
k=1

nikmkj =

n∑
k=1

mkimkj =

n∑
k=1

〈xi , ek〉 〈xj , ek〉 =

〈
xi ,

n∑
k=1

〈xj , ek〉 ek

〉
= 〈xi , xk〉 .

On reconnaît les coefficients de la matrice de Gram.

(iii) Montrer que lorsque (x1, x2, . . . , xp) est libre, on a G(x1, . . . , xp) > 0.

Correction

Par la propriété précédente, det(G (x1, . . . , xp)) = det(MTM) = det(M)2 > 0, et
même > 0 si la famille est libre.

3. En orthonormalisant le système (x1, . . . , xp), montrer que

G(x1, . . . , xp) 6 ‖x1‖2 ‖x2‖2 . . . ‖xp‖2 .

Correction

Vient de l’exercice précédent !
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4. On suppose le système (x1, . . . , xp) libre. Soit z le projeté orthogonal d’un vecteur y sur le

sous-espace vectoriel Vect(x1, . . . , xp). Montrer que ‖y − z‖2 =
G(y , x1, . . . , xp)

G(x1, x2, . . . , xp)
.

Correction

Soit p la projection orthogonale sur Vect(x1, . . . , xp). Alors la distance cherchée est

‖y − p(y)‖. Posons u = y − p(y). Or, p(y) =
p∑
i=1

〈y , ei 〉 ei . Donc 〈p(y), ek〉 = 〈y , ek〉

pour tout k dans J1, pK, donc pour tout k dans J1, pK, 〈u, ek〉 = 0. Donc

G(x1, . . . , xp, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, y〉
...

...
...

...

〈xn, x1〉 〈xn, x2〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, y〉
〈y , x1〉 〈y , x2〉 · · · 〈y , xn〉 〈y , y〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Or, 〈xk , y〉 = 〈xk , p(y)〉 et ‖y‖2 = ‖p(y)‖2 + ‖u‖2, d’où

G(x1, . . . , xp, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, p(x)〉
...

...
...

...

〈xn, x1〉 〈xn, x2〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, p(x)〉
〈p(x), x1〉 〈p(x), x2〉 · · · 〈p(x), xn〉 ‖p(x)‖2 + ‖u‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xn〉 〈x1, p(x)〉
...

...
...

...

〈xn, x1〉 〈xn, x2〉 · · · 〈xn, xn〉 〈xn, p(x)〉
〈p(x), x1〉 〈p(x), x2〉 · · · 〈p(x), xn〉 ‖p(x)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xn〉 0
...

...
...

...

〈xn, x1〉 〈xn, x2〉 · · · 〈xn, xn〉 0

〈p(x), x1〉 〈p(x), x2〉 · · · 〈p(x), xn〉 ‖u‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Le premier des deux déterminants est nul car p(x) ∈ Vect(x1, . . . , xp), et, en développant
le second selon la dernière colonne, on obtient

G(x1, . . . , xp, y) = ‖u‖2 G(x1, . . . , xp),

d’où le résultat.

Stratégie.

• commencer par deux petits exercices : 7, 12.

• utiliser ensuite Cauchy-Schwarz : 9.

• faire un exercice sur les endomorphismes : ou bien 14 dans sa version plus simple, ou bien 20
pour une version plus corsée.

2 Notion de produit scalaire, d’orthogonalité
Exercice 7.  ## Vérifier que les applications suivantes sont des produits scalaires sur les espaces
mentionnés
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(i) E = Rn[X], 〈P |Q〉 =
n∑
k=0

P (k)(0)Q(k)(0).

Correction

On vérifie que 〈·|·〉 définit un produit scalaire.

• Déjà pour tous P et Q dans E,
n∑
k=0

P (k)(0)Q(k)(0) ∈ R.

• Symétrie. Soient P et Q dans E. Alors

〈P |Q〉 =
n∑
k=0

P (k)(0)Q(k)(0) =

n∑
k=0

Q(k)(0)P (k)(0) = 〈Q|P 〉 .

• Bilinéarité.On vérifie seulement la linéarité par rapport à la première variable. Soient
P1, P2 et Q dans E, λ et µ deux réels. Alors

〈λP1 + µP2|Q〉 =
n∑
k=0

(λP1 + µP2)
(k)(0)Q(k)(0)

=

n∑
k=0

(
λP
(k)
1 (0) + µP

(k)
2 (0)

)
Q(k)(0) par linéarité de la dérivation.

= λ

n∑
k=0

P
(k)
1 (0)Q

(k)(0) + µ

n∑
k=0

P
(k)
2 (0)Q

(k)(0),

d’où la lineárité par rapport à la première variable, d’où la bilinéarité.

• Positivité et caractère défini. Soit P dans E. Alors

〈P |P 〉 =
n∑
k=0

(
P (k)(0)

)2
> 0,

d’où la posititvité. Cette quantité est nulle si, et seulement si pour tout k 6 n,
P (k)(0) = 0. Or, deg(P ) = n, donc, d’après la formule de Taylor, P (X) =
n∑
k=0

P (k)(0)

k!
Xk = 0, donc P = 0. D’où le caractère défini.

Donc 〈·|·〉 est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc c’est un produit
scalaire sur E.

(ii) E = C 1([a, b],R), (f |g) = f (a)g(a) +
ˆ b

a

f ′(t)g′(t)dt.

Correction

On vérifie que (·|·) est un produit scalaire.

• Déjà, pour toutes f et g dans E, f (a)g(a) +
ˆ b

a

f ′(t)g′(t)dt ∈ R.
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• Symétrie. Soient f et g dans E. Alors

(f |g) = f (a)g(a) +
ˆ b

a

f ′(t)g′(t)dt = g(a)f (a) +

ˆ b

a

g′(t)f ′(t)dt = (g|f ).

• Bilinéarité.On vérifie seulement la linéarité par rapport à la première variable. Soient
f1, f2 et g dans E, λ et µ deux réels. Alors

(λf1 + µf2|g) = (λf1 + µf2)(a)g(a) +
ˆ b

a

(λf1 + µf2)
′(t)g′(t)dt

= λf1(a)g(a) + µf2(a)g(a) +

ˆ b

a

(λf ′1(t) + µf
′
2(t))g

′(t)dt par linéarité de la dérivation

= λf1(a)g(a) + µf2(a)g(a) + λ

ˆ b

a

f ′1(t)g
′(t)dt + µ

ˆ 1
0

f ′2(t)g
′(t)dt par linéarité de l’intégrale

• Positivité et définition. Soit f dans E. Alors

(f |f ) = f (a)2 +
ˆ b

a

f ′(t)2dt > 0.

Il y a égalité si et seulement si f (a) = 0 et
ˆ b

a

f ′(t)2dt = 0, i.e. ssi f (a) = 0 et

f ′(t) = 0 pour tout t de [a, b], i.e. ssi f (a) = 0 et f est constante sur [a, b], donc
ssi f est nulle. D’où la positivité et le caractère défini.

Exercice 8. Un produit scalaire original .   G# Soit E = C0([0, 1],R). On considère une suite (an)n
à valeurs dans [0, 1]. On pose alors (f | g) =

∑
k>0

1

2k
f (ak) g (ak)

1. Justifier que cette quantité est bien définie.

2. Montrer que c’est un produit scalaire si et seulement si (an)n est dense dans [0, 1].

Exercice 9.   # Montrer que
n∑
k=0

√(
n

k

)
6
√
(n + 1)2n.

Correction
On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec le produit scalaire canonique de Rn :

n∑
k=0

√(
n

k

)
= 〈U,X〉 où U =

1...
1

 et X =

(√(
n

k

))
06k6n

, et 〈U,X〉 6 ‖U‖ ‖X‖. Or,

‖U‖ =

√√√√ n∑
k=0

1 =
√
n + 1 et ‖X‖ =

√√√√ n∑
k=0

(
n

k

)
=
√
2n.

D’où le résultat.
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Exercice 10.   #

Déterminer le minimum, pour (x1, . . . , xn) ∈ Rn vérifiant
n∑
k=1

xk = 1, de la quantité
n∑
k=1

x2k .

Correction
Attention ! Regardez-bien l’endroit où est posé cet exercice... Il ne s’agit pas encore de projec-
tion orthogonale, simplement de Cauchy-Schwarz.

On sait, en prenant 〈·, ·〉 le produit scalaire euclidien de Rn, et en notant U =

1...
1

, que pour

tous (x1, . . . , xn) ∈ Rn, (
n∑
k=1

xn

)2
= 〈U,X〉2 6 ‖U‖2

n∑
k=1

x2k ,

donc si
n∑
k=1

xn = 1,
n∑
k=1

x2k >
1

n
.

Il y a égalité ssi il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e. si et seulement si X et

U sont colinéaires, i.e. ssi X = λU avec λ ∈ R. Mais alors
n∑
k=1

xk = 1, donc λn = 1, donc λ =
1

n
.

Le minimum de
n∑
k=1

x2k est donc
1

n
, atteint en X =

1

n
U.

Exercice 11.   #
Soient E un eve et x, y dans E. Développer l’expression∥∥∥‖y‖2 x − 〈x, y〉 y∥∥∥2
et retrouver une inégalité célèbre.

Correction
On développe :∥∥∥‖y‖2 x − 〈x, y〉 y∥∥∥2 = ∥∥∥‖y‖2 x∥∥∥2 − 2〈‖y‖2 x, 〈x, y〉 y〉+ ‖〈x, y〉 y‖2

= ‖y‖4 ‖x‖2 − 2 ‖y‖2 〈x, y〉 〈x, y〉+ 〈x, y〉2 ‖y‖2

= ‖y‖4 ‖x‖2 − ‖y‖2 〈x, y〉2

= ‖y‖2
(
‖y‖2 ‖x‖2 − 〈x, y〉2

)

Cette quantité étant une norme, elle est toujours positive, donc ‖y‖2 ‖x‖2 − 〈x, y〉2 > 0, donc

〈x, y〉2 6 ‖y‖2 ‖x‖2 , i.e. | 〈x, y〉 | 6 ‖y‖ ‖x‖ .

Page 10 sur 6



MPSI Pasteur 2023-2024
Espaces préhilbertiens réels

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

Exercice 12.  G## Soit E un espace vectoriel euclidien, F et G deux parties de E. Démontrer que
(F ∪ G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥.

Correction

• Déjà, démontrons l’inclusion directe : soit x dans (F ∪ G)⊥.
Soit f dans F . Alors f ∈ F ∪ G donc x ⊥ f . Donc x ∈ F⊥.
Soit g dans G. Alors g ∈ G ∪ F donc x ⊥ g. Donc x ∈ G⊥.
Donc x ∈ F⊥ ∩ G⊥.

• Ensuite, pour l’inclusion réciproque, si x ∈ F⊥ ∩ G⊥, soit y ∈ F ∪ G. Alors
— si y ∈ F , on sait que x ∈ F⊥ donc x ⊥ y .
— si y ∈ G, on sait que x ∈ G⊥ donc x ⊥ y .

D’où le résultat !

Exercice 13. Calculs explicites.  G## On considère R3 muni de sa structure euclidienne canonique.

1. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur la droite dirigée par

 10
−2

.

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équation x + y + z = 0.

3. Déterminer la distance de

11
1

 au plan d’équation x − y + z = 0.

Exercice 14.  G## Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien, u ∈ L (E). Démontrer l’équivalence suivante(
∀x ∈ E, 〈u(x), x〉 = 0

)
⇔
(
∀(x, y) ∈ E2, 〈u(x), y〉 = −〈x, u(y)〉

)
.

Correction
Démontrons le résultat par double implication.

⇐ On suppose que ∀(x, y) ∈ E2, 〈u(x), y〉 = −〈x, u(y)〉. Soit alors x dans E. Alors

〈x, u(x)〉 = −〈u(x), x〉 = −〈x, u(x)〉 par hypothèse puis par symétrie.

Donc 〈x, u(x)〉 = 0.
⇒ On suppose que ∀x ∈ E, 〈u(x), x〉 = 0. Soient x et y dans E. Alors 〈u(x + y), x + y〉 =
0, donc, en développant,

〈u(x), x〉+ 〈u(x), y〉+ 〈u(y), x〉+ 〈u(y), y〉 = 0,

soit, comme, par hypothèse, la premièr et la dernière quantité sont nulles, 〈u(x), y〉 =
−〈u(y), x〉 = −〈x, u(y)〉.

Exercice 15. Quelques contre-exemples en dimension infinie.   G# Soit E = C ([−1, 1],R), muni

du produit sacalaire 〈f , g〉 =
ˆ 1
−1
f (t)g(t)dt.
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1. Soit H = {f ∈ E, f (0) = 0}. Montrer que H⊥ = {0}, et conclure que (H⊥)⊥ 6= H.

Correction

Soit f ∈ H⊥. Si f (0) = 0, alors f ⊥ f , donc f = 0.
Si f (0) 6= 0, supposons sans perte de généralité que f (0) = a > 0. Soit η tel que

∀x ∈ [−η, η], f (x) >
a

2
> 0. Soit g définie sur [−1, 1], égale à f sur [−1, 1] \ [−η, η],

telle que g est affine sur [−η, 0], égale à f (−η) en −η et à 0 en 0, puis affine sur [0, η],
égale à 0 en 0 et à f (η) en η. Alors g est dans H et de même signe que f , et donc
f g > 0 sur [−1, 1], d’intégrale nulle sur [−1, 1], donc est nulle. Donc f g = 0 sur [−1, 1]
donc f = 0 sur [−1, 1] (par continuité en 0).
Donc H⊥ = {0}, donc (H⊥)⊥ = {0}⊥ = E 6= H (H est un hyperplan de E).

2. Soit

A = {f ∈ E, ∀t ∈ [−1, 0], f (t) = 0}
B = {f ∈ E, ∀t ∈ [0, 1], f (t) = 0}.

Démontrer que A⊥ = B, que B⊥ = A, mais que (A ∩ B)⊥ 6= A⊥ + B⊥.

Correction

On fait les différentes vérifications :

• A⊥ = B. En effet, si f ∈ A⊥, posons g : t 7→

{
0 si t ∈ [−1, 0]

tf (t) si t ∈ [0, 1].
Alors 〈f , g〉 =

ˆ 1
0

tf (t)2dt, intégrale d’une fonction de signe constant qui doit alors être nulle,

donc f est nulle sur [0, 1], donc f ∈ B.
Réciproquement, si f ∈ B, alors clairement, f ∈ A⊥ car si g est nulle sur [−1, 0] et
f sur [0, 1], le produit des deux fonctions est nul.

• De même, B⊥ = A.

• Ensuite, A∩B est l’ensemble des fonctions nulles sur [−1, 0] et [0, 1], donc A∩B =
{0}, donc (A ∩ B)⊥ = E.
• Enfin, A⊥ + B⊥ est différent de E. En effet, toute fonction de A⊥ + B⊥ s’écrit
comme g + h avec g nulle sur [−1, 0] et h nulle sur [0, 1]. Donc toute fonction
de A⊥ + B⊥ est nulle en 0, ce qui n’est pas le cas de toute fonction de E. Donc
A⊥ + B⊥ 6= (A ∩ B)⊥ (on a inclusion stricte).

Exercice 16.   G# Sur E = En[X], on définit (P |Q) =
1

2

ˆ 1
−1
P (x)Q(x)dx .

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

Correction

On vérifie que c’est un produit scalaire comme dans le cours.
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2. (i) On considère pour k ∈ J0, nK le polynôme Uk défini par ∀x ∈ R, Uk(x) =
dk

dxk
(
(x2 − 1)k

)
.

Montrer que (U0, . . . , Un) est une base orthogonale de E.

Correction

Soient k 6= ` deux entiers. Alors

(Uk |U`) =
1

2

ˆ 1
−1
Uk(x)U`(x)dx.

Supposons k < `.Alors on fait une intégration par parties avec u′ =
d `

dx `
(
(x2 − 1)`

)
,

v =
dk

dxk
(
(x2 − 1)k

)
, alors u =

d `−1

dx `−1
(
(x2 − 1)`

)
et v ′(x) =

dk+1

dxk+1
(
(x2 − 1)k

)
,

donc

(Uk |U`) =
[
d `−1

dx `−1
(
(x2 − 1)`

) dk
dxk

(
(x2 − 1)k

)]1
−1
−
1

2

ˆ 1
−1

d `−1

dx `−1
(
(x2 − 1)`

) dk+1
dxk+1

(
(x2 − 1)k

)
dx

= −
1

2

ˆ 1
−1

d `−1

dx `−1
(
(x2 − 1)`

) dk+1
dxk+1

(
(x2 − 1)k

)
dx,

car toutes les dérivées j-èmes, avec j 6 k , de (x2 − 1)k , sont nulles en 1 et en −1
(car 1 et −1 sont racines de multiplicité k). Par une récurrence immédiate, il vient

(Uk |U`) = (−1)`
1

2

ˆ 1
−1
(x2 − 1)`

dk+`

dxk+`
(
(x2 − 1)k

)
dx,

or comme ` > k , k + ` > 2k = deg((x2 − 1)k), donc
dk+`

dxk+`
(
(x2 − 1)k

)
= 0. D’où

l’orthogonalité.

(ii) Calculer à l’aide d’un changement de variables x = cos(t) l’intégrale
ˆ 1
−1
(x2 − 1)kdx .

On utilisera la formule (non au programme, mais vue 2 fois en DM) des intégrales de
Wallis, et on contrôlera qu’on sait calculer cette formule.
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Correction

Posons x = cos(t).

• Quand x = 0, t =
π

2
, quand x = 1, t = 0.

• (−1)k(x2 − 1)k = (1− x2)k = − sin2k(t)
• dx = sin(t)dt.

On en déduit que
ˆ 1
0

(x2 − 1)kdx = −
ˆ 0
π
2

sin2k+1(t)dt =

ˆ π
2

0

sin2k+1(t)dt. Donc,

par le résultat sur les intégrales de Wallis,
ˆ π

2

0

sin2k+1(t)dt =
22k(k!)2

(2k + 1)!
,

(iii) En déduire une base orthonormale, formée de vecteurs colinéaires et de même sens que
U0, . . . , Un.

Correction

Reste ensuite à calculer la norme de Pk . La même récurrence que précédemment
donne

‖Pk‖2 = (−1)k
1

2

ˆ 1
−1
(x2 − 1)k

dk+`

dx2
(
(x2 − 1)k

)
dx.

Or,
dk+`

dx2
(
(x2 − 1)k

)
= (2k)! car (x2 − 1)k est de degré 2k de monôme dominant

X2k . D’où ‖Pk‖2 =
(−1)k(2k)!

2

ˆ 1
−1
(x2 − 1)kdx = (−1)k(2k)!

ˆ 1
0

(x2 − 1)kdx .

D’où ‖Pk‖2 = (2k)!
22k(k!)2

(2k + 1)!
=
22k(k!)2

2k + 1
. On normalise alors la base en divisant

par les normes trouvées.

3 Endomorphismes des espaces euclidiens

Exercice 17. Similitudes.   # Soit E un espace euclidien, u ∈ GL(E). On dit que u est une
similitude de E s’il existe λ dans R∗+ tel que pour tout x dans E, ‖u(x)‖ = λ ‖x‖.

1. Démontrer que si u est une similitude, alors pour tous x et y dans E, 〈u(x), u(y)〉 = λ2 〈x, y〉.
En déduire que x ⊥ y ⇒ u(x) ⊥ u(y).

Réciproquement, on suppose que u est un endomorphisme préservant l’orthogonalité, i.e. que pour
tous x et y dans E, x ⊥ y ⇒ u(x) ⊥ u(y). Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée de E.

2. En considérant e1 + e2 et e1 − e2, démontrer que ‖u(e1)‖ = ‖u(e2)‖.
3. En déduire qu’il existe λ > 0 tel que pour tout x dans E, ‖u(x)‖ = λ ‖x‖.

Exercice 18. Isométries.   # Soit E un espace euclidien et u ∈ L (E). On dit que u est une
isométrie si pour tout x dans E, ‖u(x)‖ = ‖x‖.

1. Démontrer que l’ensemble des isométries constitue un sous-groupe de GL(E).
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2. Démontrer que u est une isométrie si, et seulement si pour tous x et y de E, 〈u(x), u(y)〉 =
〈x, y〉.

3. Démontrer que u est une isométrie si et seulement si la matrice A de u dans une base
orthonormée B vérifie A× A> = In.

4. Vérifier que les matrices de la forme
(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
sont des isométries de R2. Quelle

transformation géométrique représentent-elles ?

Exercice 19. Endomorphismes symétriques.   # Soit (E, (·|·)) un espace vectoriel euclidien et
u un endomorphisme de E. On suppose dans cet exercice que u est autoadjoint (on dit parfois
« symétrique »), c’est-à-dire que u∗ = u.

1. Que peut-on dire de la matrice de u dans B ?

Correction

Soit M la matrice de u dans B. Alors MT est la base de u∗ dans E. Comme u = u∗, on
a donc M = MT , donc M est symétrique.

2. Que peut-on dire de ker(u) et de Im(u) ?

Correction

Comme u = u∗, on a ker(u∗) = Im(u)⊥, donc ker(u) = Im(u)⊥, donc le noyau et l’image
de u sont deux supplémentaires orthogonaux.

3. Caractérisation des symétries et projecteurs orthogonaux.

(a) Montrer qu’un projecteur de E est autoadjoint si et seulement si c’est un projecteur
orthogonal.

Correction

Soit p un projecteur de E.

• Si p est autoadjoint, alors ker(p) ⊕⊥ Im(p) = E, donc p est un projecteur
orthogonal sur Im(p) parallèlement à ker(p).

• Si p est un projecteur orthogonal, soient x et y dans E, écrivons x = x1 + x2
et y = y1 + y2, avec x1, y1 dans ker(p) et x2, y2 dans Im(p). Comme p est
orthogonal, ker(p) ⊥ Im(p). Alors

(x |p(y)) = (x1 + x2|p(y1 + y2))
= (x1 + x2|y2)
= (x1|y2) + (x2|y2) = (x2|y2) = (x2|y1 + y2) = (p(x)|y),

donc p est orthogonal.

(b) Montrer que symétrie de E est autoadjointe si et seulement si c’est une symétrie ortho-
gonale.
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Correction

Soit s une symétrie de E.

• Si s est autoadjointe, soient x dans ker(s − Id) et y dans ker(s + Id). Alors

(x |y) = (s(x)|y) = (x |s(y)) = (x | − y) = −(x |y) = 0.

Donc x ⊥ y , donc ker(s − Id) ⊥ ker(s + Id). Donc s est une symétrie ortho-
gonale.

• Si s est une symétrie orthogonale, c’est la différence de deux projecteurs ortho-
gonaux, chacun d’eux est autoadjoint, donc s est autoadjointe.

Exercice 20. Endomorphismes anti-adjoints.   # Soit (E, (·|·)) un espace vectoriel euclidien et u
un endomorphisme de E. On suppose dans cet exercice que u est antiadjoint ou antisymétrique, i.e.
u∗ = −u.

1. Que peut-on dire de la matrice de u ?

Correction

De même que précédemment, on peut dire que la matrice de u est antisymétrique.

2. Que peut-on dire de l’image et du noyau de u ?

Correction

On a ker(u) = Im(u∗)⊥, mais Im(u∗) = Im(−u) = Im(u), donc l’image et le noyau de
u sont deux supplémentaires orthogonaux.

3. Montrer que u est antiadjoint si et seulement si ∀x ∈ E, (u(x)|x) = 0.

Correction

• Supposons que u est antiadjoint. Soit x dans E. Alors (u(x)|x) = (x |u∗(x)) =
(x | − u(x)) = −(u(x)|x), donc (u(x)|x) = 0.
• Supposons que pour tout x dans E, (u(x)|x) = 0. Soient x et y dans E. Alors

(u∗(x) + u(x)|y) = (u∗(x)|y) + (u(x)|y)
= (x |u(y)) + (u(x)|y) = (u(x + y)|x + y)− (u(x)|x)− (u(y)|y) = 0.

Comme l’égalité est vraie pour tous x et y , on en déduit que u∗ + u = 0, donc que
u∗ = −u, donc que u est antiadjoint.

4. (a) Montrer que pour tout x et λ dans R tels que u(x) = λx , on a λ = 0 ou x = 0.

Correction

Soit x ∈ E, λ ∈ R tel que u(x) = λx . Alors (u(x)|x) = λ ‖x‖2, mais (u(x)|x) = 0,
donc λ ‖x‖2 = 0. Or x 6= 0, donc λ = 0.
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(b) Soit v l’endomorphisme de Im(u) induit par u (i.e. la restriction de u à Im(u), à valeurs
dans Im(u)). Montrer que pour tout λ réel, det(v − λId) 6= 0.

Correction

Soit x ∈ ker(v − λId). Alors x ∈ Im(u) et u(x) = λx . Par la question précédente,
λ = 0, donc x ∈ ker(u). Mais ker(u) et Im(u) sont supplémentaires orthogonaux.
Donc x = 0. Donc pour tout λ, v − λId est inversible, donc pour tout λ, v − λId
est non nul.

(c) En déduire que le rang de u est pair.

Correction

En particulier, pour λ = 0, det(v) 6= 0. Or, si on avait rg(u) impair, v serait un endo-
morphisme antisymétrique en dimension impaire. On aurait donc la matrice M de v
antisymétrique, donc det(v) = det(M) = det(MT ) = det(−M) = (−1)rg(u)det(M),
donc det(v) = 0, contradiction. Donc rg(u) est pair.

Indications.

2 1. Simples vérifications.

2. (i) Attention à ne pas se mélanger entre les réels et les vecteurs ! Écrire soigneusement
les choses et penser que (ei |ej) = δi j .

(ii) Décomposer y sur la base (ej), et utiliser le fait que (u∗(x)|ej) = (x |u(ej)).
(iii) Prendre v ∈ L (E) tel que pour tous x et y dans E, (v(x)|y) = (x |u(y)) et

démontrer que v − u∗ = 0.
(iv) Utiliser la question précédente.

3. Vérifier que toutes les questions précédentes fonctionnent si on change de base.

4. Démontrer qu’il s’agit de TM.

5. Pour la première égalité, procéder par double inclusion. Pour la seconde, utiliser une
inclusion et un argument de dimension.

3 1. Question de cours !

2. Deux choix : démontrer l’orthogonalité, puis la supplémentarité, ou bien l’orthogonalité,
puis l’égalité des dimensions !

3. Utiliser une projection orthogonale sur Sn(R) (propriété de minimisation de la distance).

?? Démontrer, dans l’ordre :

— la dernière inégalité à l’aide du produit scalaire canonique sur Mn(R) et à l’aide de
Cauchy-Schwarz et de la matrice J constitutée de 1.

— l’inégalité centrale en utilisant que tous les coefficients sont de valeur absolue 6 1, donc
sont supérieurs à leur carré.

— l’inégalité de gauche à l’aide du produit scalaire canonique sur Rn , et en considérant
les colonnes de A.

5 Essayer de visualiser l’exercice en termes de volume.
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1. Utiliser que la matrice de (u1, . . . , un) dans une BON est orthogonale.

2. Appliquer l’algorithme de Gram-Schmidt à (x1, . . . , xn).

6 1. Vient de la symétrie du produit scalaire.

2. (i)

(ii) Revenir aux coefficients.

(iii) Utiliser que det(G (x1, . . . , xp)) = det(MTM).

3. Utiliser l’inégalité d’Hadamard.
4. Si p est la projection orthogonale sur Vect(x1, . . . , xp), la distance cherchée est ‖y − p(y)‖.

Puis démontrer que

G(x1 , . . . , xp , y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
x1 , x1

〉 〈
x1 , x2

〉
· · ·

〈
x1 , xn

〉 〈
x1 , p(x)

〉
...

...
...

...〈
xn , x1

〉 〈
xn , x2

〉
· · · 〈xn , xn 〉 〈xn , p(x)〉〈

p(x), x1
〉 〈

p(x), x2
〉

· · · 〈p(x), xn 〉 ‖p(x)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
x1 , x1

〉 〈
x1 , x2

〉
· · ·

〈
x1 , xn

〉
0

...
...

...
...〈

xn , x1
〉 〈

xn , x2
〉

· · · 〈xn , xn 〉 0〈
p(x), x1

〉 〈
p(x), x2

〉
· · · 〈p(x), xn 〉 ‖u‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

7 Je donne des indications uniquement pour le caractère défini.

(i) Utiliser la formule de Taylor pour les polynômes.

(ii) Utiliser le fait que l’intégrale du carré d’une fonction continue est nulle ssi cette fonction
est nulle.

9 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec le produit scalaire canonique de Rn.
10 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et le cas d’égalité.

11 La difficulté réside dans le fait de savoir qui est un vecteur, qui est un scalaire. On doit
retrouver l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

12 Démontrer le résultat par double inclusion.

14 Pour le sens direct, utiliser que 〈u(x + y), x + y〉 = 0, puis développer. Le sens réciproque est
évident.

15 1. Prendre, f ∈ H⊥, g qui coïncide avec f sauf éventuellement autour de 0, de sorte que
f g soit de signe constant.

2. Si f ∈ A⊥, prendre g : t 7→ tf (t) sur [0, 1] et nulle sinon.
Ensuite, vérifier que A ∩ B = {0}, donc (A ∩ B)⊥ = E, mais que A⊥ + B⊥ 6= E.

16 1. C’est du cours.

2. (i) Utiliser que toutes les dérivées j-èmes, avec j 6 k , de (x2 − 1)k , sont nulles en 1 et
en −1, et faire une récurrence.

(ii) Poser x = cos(t).

(iii) Utilser la récurrence pour calculer la norme de Pk .

19 Utiliser l’exercice 2, et

1. S’intéresser au caractère symétrique ou antisymétrique de la matrice.

2. Montrer que l’image et le noyau sont supplémentaires orthogonaux.

3. (a) Faire une double implication.

(b) Montrer que si une symétrie est autoadjointe, alors ker(s − Id) ⊥ ker(s + Id). Pour
la réciproque, utiliser qu’un projecteur orthogonal est autoadjoint.

20 Utiliser l’exercice 2, et

1. Que peut-on dire de la matrice de u ?
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2. Montrer que ce sont des supplémentaires orthogonaux.

3. Pour le sens réciproque, utiliser (u(x + y)|x + y).
4. (a) Montrer que λ ‖x‖2 = 0.

(b) Montrer que pour tout λ, v − λId est inversible, donc pour tout λ, v − λId est non
nul.

(c) Montrer que, pour λ = 0, det(v) 6= 0, et montrer qu’une matrice antisymétrique en
dimension impaire n’est pas inversible.
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