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Chapitre 27
Familles sommables

Exemple 1 (Un petit exemple pour motiver la suite)

+oo k—1
-1 1
Considérons S = L = In(2) et calculons, de deux maniéres différentes, S + =S.
k 2
k=1

Qu’observe-t-on ?

1 Familles sommables

De méme qu'au chapitre 2, nous avons vu les sommes simples, puis les sommes doubles, de méme
nous allons essayer de donner un sens et des régles de calcul pour les séries doubles. De méme, on
se demandera s'il est possible de sommer sur Z, ou méme sur de plus gros ensembles, certaines

familles de termes.
Dans toute cette section, on parlera de familles indexées sur I ou sur J, il faut vraiment avoir en

téte que ces ensembles seront souvent N, Z, N2, etc.

1.1 Familles a termes positifs

f_1 Définition 2 Y

On définit dans [0, +o0] les régles de calcul suivantes :
e VX € [0, +00], A+ 00 = +00,
o 0 X +oo =0,
e YA €]0, +oof, A X (+00) = 400
e On définit

sup[0, +o00] = +oo et sup B = 0.

Démonstration
Pour le dernier point, on peut le « prouver » : le seul élément qui majore [0, +00] est +oo, C'est
donc son maximum, donc sa borne supérieure. De méme, tout élément de [0, +00] majore @, donc
0 est bien le plus petit de ses majorants. B

Maintenant, si I est un ensemble quelconque et (a;);er est une famille de réels positifs indexée sur

I, il faut donner un sens a la « somme » E a;. Revenons sur deux types d'ensembles I déja vus en
iel
classe :
e dans le chapitre 2, lorsque I est fini, nous ne nous sommes posés aucune question sur |'existence
d'une telle somme.

e dans la section précédente, nous avons dit que, lorsque I = N, la somme E a; existait si
ieN
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n
E a; admettait une limite finie lorsque n tend vers +oo.
i=1
Mais, avec nos considérations sur le travail dans [0, +00], on pourrait trés bien dire que si

n

E aj — —oo.
— n—+o0

=

En fait, la convergence d'une série se décide a partir de sommes finies. Et, quand on y pense, la

somme de cette série, c'est étudier toutes les sommes finies possibles. La valeur de Za,- est la
ieN

limite de ces sommes. Comment transformer cette limite lorsque I'on somme sur Z, sur N2 ?

Notation 3

Si I est un ensemble, on note P¢(I) I'ensemble des parties finies de 1.

r—[ Définition 4 (et prop)} .

Soit (a;)jer une famille d'éléments de [0, +00]. On définit

Za,- = sup Zaj.

iel JePr(D) S

N
1. Si T est finie, I={i,..., iy}, alors Za,- = Z aj, -
k=1

i€l
N
2. SiI=N, alors E ai = lim E aj.
: N—+o0 <
i€l =0

3. Sil'un des a; vaut +oo, alors Z a; = +oo.
iel

(.

Démonstration

1. On remarque que si I est finie, I est une partie finie de I et si J est une partie finie de I,
comme les (a;) sont positifs, Zaj < Z aj.
Jjed i€l
N
2. On remarque que comme les [0, N] sont des parties finies de I, alors pour tout N, Z a; <
i=0
Z aj, donc la limite est toujours inférieure. Réciproquement, si J est une partie finie de I, J
iel
N N
est une partie finie de N, donc majorée par un certain N, donc Z aj < Z ai < lim Z aj,
j€J i=0
d'otu sup Z a; est inférieur a la limite désirée.
JePr(I) jeJ
3. Evident
[ |
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On a déja, pour peu de frais, les propriétés suivantes :

Proposition 5

Soient (a;);er et (bj)jer deux familles de réels positifs.

1. Pour tous A et u réels positifs,

Z)\Q/‘FMb/Z)\ZQ,"FNZb,‘.

i€l il il
2.5 JCL ) a<) a
jed i€l
3. Si pour tout 7 dans I, a; < b;, alors Za,- < Zb,-.
i€l i€l

Une des choses FONDAMENTALES des sommes de familles de termes positifs, c'est la sommation
par paquets.

Soit (aj)jer une famille d’ensembles indexée sur I. Soit (E;);ey une partition de I. Alors

doa=) | X a

i€l jed \i€E

Exemple 7

1. Identifier les paquets dans les écritures

1<iy<n =1 j=i j=1 i=1

2. Identifions des partitions importantes de N, de N2.

[Proposition 8 (Conséquences du théoréme de sommation par paquets)}

Les conséquences de ce théoréme sont au moins aussi importantes que le théoréme en lui-méme.
1. (invariance par permutation) Si (a;);e1 est une famille de réels positifs, alors pour toute

bijection o de I dans I,
D=2 a0
i€l iel
2. (Théoreme de Fubini positif) Si (¢jj)(ijjeix est une famille de réels positifs indexée sur

un produit, alors
DD =2 %

i€l jeJ jeJ el
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3. (produit) Soient (a;)cr et (bj)jer deux familles de réels positifs, indexées sur I et sur J.

Alors
3 a,‘bj_<za/> Db

(i.j)eIxJ i€l jed

f_1 Exercice 9 Y

1
1. Calculer la valeur de Z Z PR
k=n

n=>0
2. Soit (a, b) € R?. Calculer Z e an—bm

(n,m)eN?

+o0
n
3. Calculer Z on (souvenirs du chapitre 2...)
n=1

+o00
4. Calculer Z(C(n) —1).
n=2

2 w

5. On rappelle {(2) = 3 et ((4) = 30" Calculer
1 1 1
> oy Loy b
(p,q)€(N~)? (p.q)e(N*)? (p.a)e(N*)?
pla pAG=1
1 o R o ,

6. Calculer Z ——— . On doit faire trés attention a ne manipuler que des

np(n+p—1)

(n.p)E(N*)?
termes positifs.

1.2 Familles quelconques

Ici, le but est de généraliser ce que I'on a vu pour les familles a termes positifs. Nous avons déja fait
cela pour les séries, avec la notion de convergence absolue!

Définition 10
Soit (x;)jer une famille de complexes. On dit que (x;)je1 est sommable si Z |xi| < 4o0.
i€l

Il faut vraiment comprendre que cela correspond a la convergence absolue !

[Proposition 11 (et def)}

1. Soit (x;)jer une famille de réels indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et
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seulement si E x et E x; sont finies. On note alors
i€l i€l
g X = g xt — E P
i€l i€l i€l

2. Soit (x7)ier une famille de complexes indexée sur 1. Alors cette famille est sommable si
et seulement si (PRe(x;))ier et (IJm(x;))ier sont sommables. On note alors

Zxk = Z‘ﬁe(xk) + /'Zfim(xk).

kel kel kel

On déduit de cette notion de sommabilité plusieurs propositions (certaines vraiment importantes,
d'autres, plus accessoires).

Proposition 12

Soient (Xi)je; » (Vi)ies » (Uij) (i jyerx s+ (@i)ies » (by);e , des familles de nombres complexes et A € C.
D_xil < Il
icl icl

2. Si(Xj)es et (¥i)je; sont sommables, la famille (x; + Ay;),c, I'est aussi et : Z (M +yi) =

1. Si (x);c; est sommable :

iel
AD_ X+ D v
iel iel
3. Si(Xi)ig; et (vi)je; sont sommables et si x; < y; pour tout / € [ : ZX,‘ < Zy,-.
i€l i€l

4. (Théoréeme de sommation par paquets) Si (x;);c; est sommable, alors pour tout recou-

vrement disjoint (/x),cx de /, la famille (Z x,-) |'est aussi et : Zx,- = Z Zx,-.
i€l keK i€l keK iely

5. (invariance par permutation) Si (x;);c; est sommable, alors pour toute bijection ¢ de J
sur /, la famille (Xw(,/))jeJ ['est aussi et : Zx,- = ZX«JO)-

iel jeJ
6. (théoreme de Fubini) Si (u,'j)(,-vj)e,xj est sommable, les familles ZUU et
JeJ iel
(Z Ujj) le sont aussi et :
i€l jed

Z UUZZZUU:ZZUU-

(ij)elxJ iel jeJ Jjed iel

7. Si (aj)je; et (b)) e, sont sommables, la famille (a;b;); e/« |'est aussi et :

Z a,-bj = Za,- X ij

(ij)elxJ icl jeJ
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8. (théoréme d'approximation par des familles finies) Si (x;);c; est sommable :

Ve>0, 3Je Ze()VKe 2(1), JCK= |> xi—Y x|<e

i€l jed

On ne va pas faire ces preuves, seulement en donner des idées : on repasse toujours par les parties
réelle/imaginaire et donc par les parties positive/négative. Autre idée : on démontre d'abord le
théoréme d'approximation par des sommes finies, et on |'utilise pour démontrer les propriétés !

Exemple 13

1. Sommabilité de la famille (z)(; ey ?

+oo  +oo 2ikm
e n
2. Calculer g g :
on
k=1 n=k+1

[Proposition 14 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)]

Soient (a,)nen et (bp)nen les termes généraux de deux séries absolument convergentes. Défi-
nissons, pour tout n dans N,
n
Ch = § akbnfk
k=0

Alors E cn converge et

e <z ) (Z bn> |

neN neN neN

Démonstration

Par convergence absolue des séries de termes généraux (a,) et (b,), on peut dire que la famille
(ambn)(m,menz est sommables. Ainsi, si I'on note

E,={(k.n—k), k€ [0, n]},

onaN?= |_| E,, donc, par théoréme de sommation par paquets,
neN

(zan> (zbn>:z S

neN neN neN (k,£)eE,
Mais
n
E axby = E akbp—x = Cn,
(k£)€E, k=0
d'ou le résultat désiré.
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Exemple 15
400 1
Démontrer que Xt ——
e = sy

Proposition 16

L'exponentielle complexe est un morphisme de C dans C*.

Démonstration

Soient z et z' dans C2. Alors

n=0 =0
400 n
1 n! Py _k>
= — 5"
| | — |
o (ko ki(n — k)
+o00 1
_ - nn _ . z+z'
= n!(z+z) =e
n=0
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