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TD 28
Familles sommables

1 Exercices corrigés en classe

+oo +oo
. 1
Exercice 1. Pour quelles valeurs de o > 0 a-t-on E E T < 4o0?
n=0 k=n+1

. 1 )
Exercice 2. Un exemple de famille non sommable. On pose a,, = pr sin#petap,=0.

n2

1. Expliquer simplement pourquoi la suite double (an,p)(n’p)eNz n'est pas sommable.

2. Calculer iian,p et ii anp.

n=0 p=0 p=0 n=0

2 Autres exercices

Exercice 3. ® 0O Etudier la sommabilité des familles suivantes (on ne demande pas de calcul de la
somme!)

) (i) (o)
(1‘“77” (mmeavy \NL+m2n? ) ezt \(m+ )2 ) ey

Exercice 4. @ OO Discuter de la sommabilité des familles suivantes, et calculer leur somme

— = , , , z
k(k+1) (k.n)e(N*)? q! (p.q)eN? P! (p.q)eN? plq! (p.q)eN? P (p.q)EN?

+oo 2n+1 too

. . Zﬂ
Exercice 5. @ QO Soit z € C tel que |z] < 1. Montrer I'égalité Z 1= poni = Z 1= 5o
n=0 n=
. : — " N X
Exercice 6. @@0 Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que ; T = ,,Z:l d(n)z" ot d(n) est le
nombre de diviseurs positifs de n.
Exercice 7. Sommation par paquets et partie entiére. @@O
+oo +oo
1 Lvn]
1. Montrer que 22 7 = Z o
n=1 n=1
. . . 1 X |va
2. Justifier I'existence puis calculer Z 5 5 . En déduire Z _
i (P @) (P+a?+1) = n(n+1)

Exercice 8. Critére de condensation de Cauchy. @ @O

1. Soit (a,) une suite réelle positive décroissante. On pose S = Z apetT = Z 2% a5 Montrer
n>1 k=0
que ST 2S5,

2. Retrouver les CNS de convergence des séries de Riemann et de Bertrand.
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Exercice 9. Calculs autour de la fonction (. @@©

. o . 1 .
1. Soit z € C tel que |z| < 1. Justifier I'existence de Z o puis montrer

neN*
1
Y - St
neN*
+o00 (_l)k_l
2. (a) Démontrer que pour tout x dans | — 1, 1], In(1 + x) = Z ?x".
k=1

(b) Soit H, = Z —. Rappeler pourquoi il existe v > 0 tel que H, = In(n) + v + o(1).

. = ¢(p) — <(p>
(c) Calculer, en fonction de 7y, Z Z
p=2
Exercice 10. Réarrangements de la série de Riemann — Oral Centrale. @@© On pose, pour tout

-1 n+1
neN, H,= Z L a, = L Soit (p, g) € N*2. On définit une permutation o de N*,

en alternant p entlers impairs et g entiers pairs, en respectant |'ordre des entiers de méme parité :
e 0(l)=1,002)=3,..., o(p)=2p—1,

o(p+1)=20(p+2)=4,...,0(p+q)=2q,

olp+qg+1)=2p+1,..., o(2p+q)=4p—1,

c(2p+qg+1)=2g+2,...

n
On note alors pour n € N* : Sh9 = Zag(k)
k=1
1. Montrer qu'il existe y € R tel que : H, = In(n)+v+ o(1).
n—+oo
2. Exprimer, pour N € N*, S(ppiq),v en fonction des termes de la suite (Hp),cpn.. En déduire que
Z as(m) converge et donner une expression de sa somme en fonction de p et q.

On dit qu'une permutation o de N* est bimonotone si pour tout k € N* : 071(2k) < 01 (2k + 2),

et 07 1(2k —1) < 07 }(2k +1). Par exemple, la permutation définie dans la premiére partie du sujet
est bimonotone. On note alors pour tout n € N*,

pn(0) = card{k € [1,n] | o(k) est pair. }

3. Soit ¢ une permutation bimonotone de N*. Montrer que Z as(n) est convergente ssi il existe

+o00
o €]0,1[ tel que : p,(c) ~ an. Dans ce cas, donner une expression de E ag(n) €n
n—-+oo 1
n=
fonction de a.

4. Montrer que pour x € RU {—o0, +oo}, il existe une permutation o de N* telle que :

+o0
D () =
n=1

5. Soit maintenant (b,),cn. une suite quelconque de réels. A quelle condition nécessaire et
suffisante le résultat de la question précédente reste-t-il vrai?
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