MPSI1 Pasteur 2023-2024 DM21

DM 21
pour le lundi 17 juin

Théoreme de Miintz-Szasz

Le but de ce probléme est d'étudier les matrices et les déterminants de Gram, ainsi qu’'une consé-
quence de cette notion en analyse connue sous le nom de théoréme de Miintz.

La partie est consacrée a I'étude de deux résultats importants sur le déterminant de Gram (ils
sont repérés par les formules (1) et (2) ). La partie [B] comporte des questions largement indépen-
dantes des autres parties (définition d'un produit scalaire, calcul d'un déterminant de Cauchy) et
ne nécessite que les formules (1) et (2). Les premiéres questions sont des questions de cours; les
questions de la partie [B-TIT.] demandent, quant a elles, de faire le lien entre toutes les notions mises
en jeu dans le probleme.

Dans tout le probleme, E désigne un espace préhilbertien réel. Le produit scalaire de deux vec-
teurs u et v est noté (u, v), la norme euclidienne associée ||ul|.

A. Matrice de Gram

A-1. Calculs en dimension 2

Dans cette partie[A-T] on suppose que E est un espace euclidien de dimension 2.

1. Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz en valeur absolue :
2
V(u,v) € B2 [{u, v) [ < lull vl
avec égalité si et seulement si v et v sont colinéaires.

4‘ Correction

Posons f : t — |lu+ tv||?. Alors f est toujours positive et

F(£) = (u+tv,uttv) = |lul* + 2t {u,v) + £ |IvI|*,

donc f est un polyndme de degré 2 de signe constant, donc son discriminant est négatif
ou nul. Donc 4 (u, v)* = 4 [[ul? |v]|* <0, i.e. {u,v)® < [lull v, i.e. | (u, v) | < [lull v
Cas d’égalité. S'il y a égalité, alors A = 0, donc f admet une racine, donc il existe tyg € R

tel que ||u+ tov|[> =0, i.e. u = —tyv, i.e. u et v sont colinéaires. Réciproquement, si u

et v sont colinéaires, disons u = Av, alors |(u, v) | = (v, v) = [\ |V et [Ju]l|lv] =
2

IAVILIVIE = IATIvI®

Soient u et v deux vecteurs quelconques de E. On note Gram(u, v) la matrice définie par :
Gram(u, v) = (49 VDY G0 v) = det[ Gram(u, v)]
' (v,u) (v, v) ' ’
2. Montrer que : G(u,v) = 0.
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Correction

On calcule G(u, v) = (u, u) (v, v) — (v, u) (u, v) = ||u]]? |Iv]|* = (u, v)? > O par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz.

3. On note P un sous-espace vectoriel de dimension 2 de E contenant u et v et & = (e, &)
une base orthonormale de P. Vérifier que : G(u, v) = [detg(u, v)]?.

On pourra décomposer u et v dans la base 4.

Correction

On pose & = (e1, ), alors detg(u, v) =

(u,er) (v,er)

= U1V — UpVq, €n notant
<U, 92> <Vy 62> 1V2 2Vl

ui = (u, &) et v = (v, &). Alors
detg(u, v)? = Ufv3 — 2uivitpvs + U5V,
et

G(u,v) = [l Iv]* = (u, v)?

= (U} + B)(f +v3) — (11v1 + 1)’

2,2 2,2 2,2 22 2,2 2,2
= UpVi FUTVS + UV UsVE — UTVE — 2U1 Vil Ve — U5 Vs

2 2 9 2 2 2
UTVoy + Uy Vi — Upvy,

donc ‘ G(u,v) = detg(u, v)? ‘ d’ou le résultat!

4. A quelle condition a-t-on G(u,v) =07

Correction

[l s'agit du cas d'égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, réalisé lorsque u et v sont
colinéaires.

A-ll. Généralisation a la dimension quelconque

On suppose ici que E est un espace euclidien de dimension n € N*,

Soient (u, ..., up) n vecteurs de E. Pour tout /, tout j, entiers de [1, n], on note g;; = (u;, uj).
On note Gram(uy, ..., u,) la matrice d’élément général gj; et le déterminant de cette matrice est
noté G(uy, ..., u,) = det[ Gram(uy, ..., uy)].

Soit B =(ey, ..., €,) une base orthonormée de E.

n
On pose, pour tout entier j de [1, n], u; = Z ugjex. Soit A la matrice de .#,(R) définie par
k=1
A = (Ujj)1<ij<n-
5. Montrer que Gram(us, ..., u,) = AT A. En déduire que G(us, ..., u,) est un réel positif, et
montrer que
G(uy, ..., uy)#0 <= (u1, ..., up) libre. (1)
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Correction

On pose AT = (Vij)i<ij<n, 1.€. pour tous i et j, vjj = ujj, et ATA = (Wij)i<ij<n- Alors
pour tous / et J,

n n
Wi =) Viklkj = Y Ukillg = (Ui, 1) = gy,
k=1 k=1

ou gjj est le coefficient (/,j) de Gram(uy, ..., up). Le résultat est donc démontré.

On en déduit que
G(u, ..., uy) = det(AT A) = det(AT )det(A) = det(A)? > 0,

donc G(u, ..., u,) est positif. Ensuite, G(uy, .. ., Un) # 0 si, et seulement si det(A) # 0,

i.e. si et seulement si A est inversible. Comme A = Matg(u1, ..., un), A est inversible
si, et seulement si (v, ..., Un) est une base, i.e., comme on a n vecteurs en dimension
n, si et seulement si (uy, ..., un) est libre.
Dans toute la suite E n'est plus forcément de dimension finie. Si vy, ..., u, sont r vecteurs de E,
on note, G(uy, ..., ur) le déterminant de la matrice de .#,(R) de terme général (u;, u;).
Soit (ey, ..., ) une famille libre de p vecteurs de E et F = Vect(ey, ..., ep). Pour tout x élément
de E, on note xg le projeté orthogonal de x sur F et x* le vecteur tel que : x = xg + x.
6. Exprimer les quantités suivantes a I'aide de xg, de x* et/ou de (e, ..., ep) !
e (x.e) (i €L p]).
2
o [Ix]7,

e le réel d(x, F) défini par d(x, F) =inf {|x = f|| ; f € F}.

On ne demande pas de justification.

4‘ Correction

Déja, (x, &) = (xg, €). Ensuite, par le théoréme de Pythagore, ||x||> = |Ixe||® + Hx
Enfin, la distance de x a F est atteinte pour f = xg, projeté orthogonal sur f. Donc
dx, F)=lx—xg| = HXJ‘H

4P

7. Montrer que

(2)
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Correction
Ecrivons
(x.x)  (x, e) (x, &)
(e1,x) (er, e1) (e1, &)
G(x,er,..., =
(&, x) (€p, e1) (€. €p)
2
X7+ lIxel® (xe, @) (xF. ep)
| {enxe) (e, &) (e1, &)
(€, XF) (ep, e1) (€p, €p)
b e e) (e )| | Iel® (xe ) (xF. &)
_ 0 <€'1, €1> €1, €p> n <€1, XF> <€1, €1 <61, ep>
0 (ep, €1) (ep, €p) (ep, xF)  (ep, e1) (ep, €p)
(er, €1) (e1, &)
= 7| TG0 e, )
(ep, 1) (€, €p)
Or, xg € Vect(ey, ..., ep), donc (xr, e, ..., ep) est liee, donc G(xr, ey, ..., e) =0
Donc
(er, e1) (e1, €p)
2 2
G(x,e1,..., ep) = ||XJ‘H = HXLH G(ey, ..., €p),
(€p, e1) (€, €p)
or HXLH2 = d(x, F), donc |G(x, e, ..., e,) = d(x, F)?G(ey, ..., ep) |, d'ou le résultat
demandé (car les déterminants de Gram sont positifs).

B. Le théoréeme de Miintz-Szasz

Dans toute la suite du probléme, E désigne I'ensemble des applications continues de [0, 1] dans R.

B-l. Etude d’une structure euclidienne

1
On définit pour toutes f et g dans E, (f|g) :/ f(t)g(t) dt.
0

8. Vérifier que (-|-) définit un produit scalaire.

Déja, (-|-) est a valeurs dans R.
Ensuite, on montre que (-|-) est :
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1 1
e symétrique : si f et g sont dans E, (f|g) = / f(t)g(t)dt = / g(t)f(t)dt =
0 0
{(g|f) donc la forme est symétrique.

e bilinéaire : par symétrie, il suffit de vérifier la linéarité par rapport a la premiére
variable. Soient fi, f> et g dans E, X et i dans R. Alors

(M + uhilg) = / (ME(E) + uh(8))g(t)dt
- /O M(D)9(t) + uh(t)g(t)dt

1 1

= >\/ fl(t)g(t)dt—I—u,/ H(t)g(t)dt par linéarité de I'intégrale
0 0

= X(flg) + u(flg) .

d'ou la linéarité par rapport a la premiére variable, et la bilinéarité par symétrie.

e positive et définie : soit £ dans E£. Alors

(f|f) = /01 f(t)%dt >0,

par positivité de l'intégrale.
Cas d’égalité. Si (f|f) = 0, alors, comme f est continue sur [0, 1], f est nulle sur
[0, 1] donc f est la fonction nulle. Donc la forme est définie.

‘ (+|y est une forme bilinéaire symétrique définie positive : c'est un produit scalaire sur E.

Pour X réel strictement positif, on note py I'élément de E défini par :

thsit#£0,

vt e [0,1], px(t)Z{ Osit=o0.

9. Calculer, pour A et u deux réels strictement positifs, (px|py)-

4‘ Correction

On calcule (on a A + w + 1 strictement positif).

1 1
1 1
)y = | trdt= [————pP P = ——
(P Pu) /0 [A—Hﬁ—l 0o AFtp+1

Soit (Aj)j>1 une suite strictement croissante de réels strictement positifs vérifiant :

. 1 .
lim X;=+oco et E — est une série divergente.
J—+oo =1 >\j

iz

10. Donner un exemple de telle suite (X;)jen. en justifiant.
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Correction

. . 1 1 . . .
Si on prend \; =/ + 1, alors Z % = Zm diverge (série de Riemann) et A\; —

J—=+oo
+00.

11. Pour n entier non nul, on note E, = Vect(px,, - - -, Px,). Vérifier que E, est un sous-espace
vectoriel de £ de dimension n.

Correction

E, est clairement un sous-espace vectoriel de E. Montrons que E est de dimension n.
Pour ce faire, on montre que la famille des (py,, ..., Px,) est libre. Soient aq, ..., an tels
que

aipx, + -+ + anpx, = 0(fonction nulle).

Supposons que les (a;) ne soient pas tous nuls. Soit ky le plus grand entier tel que ax, # 0.

Alors
a1px, (t) + -+ anpa, (t) ~tot00 Ak, tho —s +oo0,
t——4o00
absurde car aipy, + -+ + anpx, est la fonction nulle. Donc a3 = --- = a, =0, i.e. la

famille (pa,, - - -, px,) est libre. Donc dim(E,) = n.

Soit k un entier fixé pour toute la suite du probléme. Notre but est d’approcher py : x — x¥
par une combinaison linéaire des (px,)ien.

12. Soit n € N*. Justifier que

et exprimer cette quantité en fonction de déterminants de Gram.

Correction

On peut interpréter la quantité de droite comme

inf{|lpx — fll. f € Ex}* = d(px, En)*.
Cette distance est égale a

G(Pk. Pxyv - - Px,)
G(p>\1 """ p>\n) .

d(px. En)2 =

B-1l. Déterminant de Cauchy

Soit p un entier non nul, (a1, ..., ap, b1, ..., bp) des réels strictement positifs tels que, pour tout
i, pour tout j, i # j = b; # b,
Le but de cette question est de calculer le déterminant de la matrice de .#,(R) de terme général

1
(a,- + b; ) 1<ij<p
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Ce déterminant sera noté C(ay, . .., ap, by, ..., bp).
(X—a1)...(X=ap-1)

13. Soit F(X) = . Calculer la décomposition en éléments simples de
) = XF b . X+ by P P
F.
Correction
On remarque que deg(F) = —1 donc F n’a pas de partie entiére. Ensuite, F n'a que des

pbles simples, donc sa décomposition en éléments simples est de la forme

Pour déterminer Bk, on multiplie F par X + by et on évalue en —bx. On obtient

_ IS (b —a) _ TI75 (bk + )
[Tici<p(bi = bk)  Tlici<p(bk — bi)
itk itk

Bk

(on a enlevé tous les signes — car il y a le méme nombre de termes en haut et en bas)

14. On note D le déterminant d'ordre p :

1 1
... —— F(a
21+b1 21+bp,1 ( 1)
p=|
1 1
F
ap+b1 ap+bp,1 (ap)

Montrer, a l'aide de (b), et en calculant D par deux méthodes différentes que :

p—1
f[l(a/erp)

F(ap) C(31 ..... dp—1 bl ..... bp_l) = 1_1 C(31 ..... dp bl ..... bp)
[1(by — bi)

Si on évalue F en a;, on a 0 sauf pour i = p. Le déterminant désiré a donc sa derniére
colonne nulle, sauf le dernier coefficient. Donc en développant selon la derniére colonne,
on obtient

Ensuite, on remarque que

1 1 2”: Bk
a+ by atbp1 =t by
D= 5
1 1 B
dp + D1 dp T Dp—1 5 dp T Dk

Page 7 sur



MPSI1 Pasteur 2023-2024

DM21

On effectue alors les opérations C, <— C, —3;C; pour tout i dans [1, p — 1]. On obtient
alors
1 1 Bp
al+b1 al+bp,1 31+bp
D=| & z 5
1 1 Bp
ap+br T ap+bym1 ap+ by
soit
1 1 1
a+b a1+ bp—1 a1+ by
D=Fp| = 5 z
1 1 1
ap+br 7 ap+bym1 ap+ by
= 5pC(31 ..... dp b1 ..... bp)
-1
I1(ai + bp)
= ,i:; C(al ..... ap, bl ..... bp)
H (bp - b/)
i=1
d'ou I'égalité désirée !
15. En déduire que
<H<(%—%%<H<(®—b0
1<i<ygp <i<ygp
C(ay, ..., ap, b1, ..., b,) =
(Purado b bo) VEEDY
1<i, j<p

On démontre le résultat par récurrence.
Initialisation. Le cas n = 1 est immédiat, le déterminant est )
a1+ by

Hérédité. Supposons que pour un certain p,

I[I (a-a) II (b—05b)

1<i<j<p—1 1<i<j<p—1
C(ay,..., ap—1.b1,..., bpo—1) =
(st b Bo) T G+
1<i, j<p—1
Alors
p—1
I1(ai + bp)
F(a,)C(ar, ..., ap_1.b1. ..., bp—1) = @ ap b1, ..., by)
H (bp - br)
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donc
—1
T1 (5, — b)
@ G ap b1, ..., by) = F(a,) C(ar, ..., ap-1. b1, ..., bp,l);jll
H (ai + bp)
i=1
p—1
I[I (-a) II (b-5b) by — b;
(ap—a1)... (3 — 3p-1) 1<i<jsp1 i<i<j<p1 ,1;[1( b~ i)
(ai + bj) p=1
1</Ep—1 Y [1(ai + bp)
=1

(ap+b1)...(ap + bp)
par définition de F
[T (@—-a) II (b—b)
_ 1<i<ysp 1<i<jsp
[T (a+b)
1<i, j<p

par H.R.

d’ou I'hérédité, et le résultat par récurrence.

B-11l. Preuve du théoréme
1 L ) .
=. Le réel positif d(pk, E,) désigne toujours la

On note A\g = k et, pour pour i € [0, n], uj = X\ + 5
distance de la fonction px : t — t* au sous-espace vectoriel de dimension finie E,,.

16. Démontrer, en exprimant d(py, E,)? comme un déterminant de Cauchy, que
2k +1 )2

1 n
d E)) = —— (1 -
(Pk. En) ”2",-1;[1 1+ N +k
1 1
On a, par la question 6. ) = = , donc
par 1a (P.1pa;) v vl
C(M’O vvvv /“anuo 1111 l‘l’n)
d(px, En)? = .
(pk n) C(:u’]. ----- u/nrl'l'l rrrr .U'n)
On sait que
2
IT (wi—mi) TIT (wj— i) ( IT (u —m))
a i ) 0<i<j<n 0<i<j<p _\0<i<ign
..... Oy - ) = —
[T (wi+w) [T (wi+ )
0<i, j<p 0<i,j<n
et que
2
<1<H_< (1) /J'/)>
SI<ysn
Cluq, ..., N =
(.u'l Kn, K1 ,U/,-,) H (,U,, +IJ/J)
1<i,j<n
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d'ou
2
n
(H(uj - P«o))
C(uo, . - ., P, o, - - -, Bn) _ U=t
C(p1, o o o1s - n ’
(/J'l Kn, K1 .Ufn) 20 H(/J'O _’_'u’j)z
j=1
d'ou

n
l:[l(l/«j — io)?
d(pkv En)2 = n

210 T (ko + ))?
j=0

1 =/ N—k \°
2k+ 111\ N +k+1) "
Jj=1

R 2k+1 \°
d'ou | d(pk, En)* = H (1 = +> , | d'ou le résultat.
j=1

On suppose de plus que Vi > 1, k # A;.

L . . 2k +1
17. Montrer qu'il existe un entier non nul N tel que Vi > N, 1— _errl > 0.
14+ X+ k
Correction
2k+1 2k+1 .
C Al — , 1——x+— — 1, d l1—-—>0a tir d’
omme A, e +oo TE N Tk ot onc T Fn Tk a partir d'un

certain rang N.

2k +1

18. Quelle est la nature de la série Z In (1—m
!

i>N
4‘ Correction

On va comparer des termes généraux de séries de signes constants : quand i tend vers
+o0,

) ? En déduire que d(px, En) — 0
n—oo

| (1 2k+1 ) 2k+1 2k+1
14+ X+ k 14+ X+ k A
terme général d'une série divergente vers —oo par hypothése.
2k+1 , . .
Donc Z In (1 7) diverge vers —oo. Donc, a partir du rang N :

= 1+ X+ k
1 2k +1 1 2k +1
d(pe En) = 5— [I (1- —5—) n(1- 5] —.0
(Pc. En) 2k+1 AL T TNk xexp(;” L+ Xi+k/ | nooo
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19. Démontrer que

Ve >0, 3ne N*, 3(ay, ..., ap) € R”, <e.

n
Pk — Z aiPx,
i=1

Correction

Pour € > 0, on peut, d'aprés ce qui précede, trouver n tel que d(px, E,) < €. Or :

2
d(px, Ep) = Hpk — WEn(pk)H . oll g, (px) est le projeté orthogonal de py sur E,
me,(pk) étant par définition combinaison linéaire des (p*r)1</<n' on a bien :
n
Ja, ..., a4 Hpk -3 3:‘P>\,H <e

i=1

20. En déduire que :

n
VQ € R[X], Ve >0, Ine N*, I(ay, ..., an) € R, HQ =Y aip,
i=1

On définit |||, par, pour tout f dans E, ||f||., = sup |f(t)].
te[0,1]
21. Justifier I'existence de cette borne supérieure et montrer que si (f,) € EN et f € E
1o = flle — 0= I[lfs—fll — 0.
n—-+oo n—-+oo

Exhiber un contre-exemple montrant que la réciproque de la proposition ci-dessus est fausse.

Correction

Soit f dans E. Alors

1 1
||f||=\//0 f(f)2dt<\//0 115 dt = 1Iflls

D’ou le résultat demandé.

0, donc

1
La réciproque est fausse : si f, : x — x", alors f,(t)2dt = —
prog n /0 n(t) 2n+1 n—+oo

I, — 0| — 0, alors que
n—-+o0o
[ = Olloo = sup _|fp(t)[ =1,
tel0,1]

qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.
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On admet le théoréme d’approximation de Weierstrass :

Théoréeme 1

Pour toute f de E, il existe une suite de polynémes (P,) telle que ||f — Pyl - 0.
n——+00

22. Démontrer que pour toute f dans E, il existe une suite (gn)nen d'éléments de U E, ie. de

n>1
Vect(px, )ien, telle que ||[f — gnl] — O.
n—-+oo

Correction

Soit f € E. On va montrer que

Ve >0, 3Q; € Vect(pxl),EN, ||f - Qs” <€

En effet en appliquant cette propriété a une suite (€,) tendant vers 0 on obtiendra une
suite (Qen) telle que ||f — Qe, || < €, ce qui est le résultat demandé. Soit alors € > 0.
Par le théoreme de Weierstrass on dispose d'un polynéme P vérifiant :

[f = Plloo = sup |f(t) — P(t)| <&/2
te [0 1]

On a ainsi, par la question (i) : ||f — P|| < g/2
K K
Ecrivons enfin P = Zakpk et posons a = Z |ak|. Pour chaque k on peut trouver, par
k=0 k=0
la question 10.(c), gx € U E, vérifiant :
n>1
€/2
- <
Pk — akll < a1
K
On a alors, en posant Q = Zaqu :
k=0
K K e/2 K o
P_Q| = a = < a - < ax| =¢€/2x <eg/2
1P=Ql = 1Y aslpr—anll < Y lanllo—al < 57 Dol = e/2x 5y </

et, finalement, on obtient

If=QI=If-P+P-QI<If-Pl+[P-QlI<e/2+e/2=¢

B-1V. Extension a la norme de la convergence uniforme

On va méme démontrer un peu mieux i.e. que pour tout f dans E, il existe une suite (gn)nen
d’éléments de Vect(py,)ien~ telle que ||f — gnll., —> O.
n——+o00
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Soit alors @ un polynéme et € > 0.

23. Démontrer qu'il existe un rang N € N* tel que pour tout n > N, X, > 1, et démontrer qu'il
existe g € Vect(px,—1)in tel que [|Q' — g < e.

4‘ Correction

Comme A\, — 400, Ay > 1 a partir d'un certain rang N.
n—+oo

De plus, A\; — 1 —+> et diverge (le terme général étant a considérer a partir
n—-+o00

L
du rang N).
Ainsi, par le théoréme vu précédemment, il existe g € Vect(py,—1)i>n tel que [|Q' — g <

€.

Soit h la primitive de g égale a Q(0) en 0.
24. Démontrer alors que pour tout x dans [0, 1], |Q(x) — h(x)] < ||Q" — g|| et démontrer que pour
tout f dans E, il existe une suite (g,)nen d'éléments de Vect(py,)ien- telle que [|[f — gnll o o 0.
n—-—+o0

Correction

Soit x € [0, 1]. On sait que

1Q(x) — h(x)] = \ [ ew- h’(t)dt‘
< /OX |Q'(t) — ' (t)|dt

X X
< \// 1dt\// (Q/(t) — ' (t))?dt par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
0 0
<SVX|Q = H, <e.
On a donc démontré que pour tout € > 0, il existait h dans Vect(py,)ien: tel que
1Q —hll <€
L . 1 .
Ainsi, si f € E, si n € N, en posant €, = o on obtient :

o par le théoréeme de Weierstrass, I'existence de Q, tel que ||f — Qpll < €n,

e par ce que I'on vient de démontrer, I'existence de h, € Vect(py,)ien- telle que
1Qn — hallo < €n-
Ainsi, |[f — hplloo < |If = Qnll + |Qn — gnll < 2¢e, .0 d’'ou le résultat désiré!
n—-+0o00

B-V. Etude d’une réciproque

25. Démontrer la réciproque du théoréeme de Miintz : si A; — 400, si A; > 0 pour tout /,
I—+400

si pour toute f dans E, il existe une suite (gn)nen d'éléments de Vect(py,)ien+, telle que
. 1.
IIf —gnll — O, alors la série de terme général — diverge.
n—+o0 i

1
On pourra étudier la distance de t — t* a Vect(py,)ien pour un k bien choisi.
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Correction

Soit k un réel différent de \; pour tout / € N*. Par le résultat que |'on suppose vrai, il
existe une suite (gn)nen d'éléments de Vect(pa,)ien+, telle que ||px — gnll o 0. Ainsi,
n——+oo

la distance de px a Vect(py,)ien~ est nulle, donc

n

H(l_ 2k +1 ) 0
paley 14+ X+ k/ n—s4oo
2k +1

ce qui implique que la série de terme général In (1 -
g Piq q g 1+ X+ k

) diverge, i.e., comme

Aj — +oo et que
I——+400

|n(1,ﬂ) _Zerd sl
1+ X +k/ intoo 1+ X +kiotoo N

L. L. 2k+1 . L 1 .
Donc la série de terme général — diverge, donc la série de terme général iV aussi !
i i
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