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D 2
Calculs

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. ©OO Calculer les sommes et produits suivants :

n

. ok — 3k . 2 1
S”:Zk(n_k)v T":ZW’ Un:H 1+E+ﬁ .
k=1

k=1 k=1
—‘ Correction

Il suffit de bien séparer les sommes por se ramener a des sommes connues :

n
Sn=Y_ K:(n—k)
k=1
n
=> k=K
k=1
n n
=ny K(=) K
k=1 k=1

_on(n+1)2n+1)  n?(n+1)?
= 6 T g

_ % (221 +1) = 3(n+ 1))
~ n(n+1)(n—1)

N 12 '

De méme,

2k 3
- Z 4kl T g+l

1< /1\F 1 3\~
—4k_1(2) ‘42}(4)
C111-4 131-%
T421-1 441-3

1 1 3 3n
=4(1—2n)—4(1—4n)

1 3n+1 1
E + 4n+1 B 2n+2'
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Pour U,, on remarque que

1+g+i_k2+2k+1_(k+1)2
k= k2 k2 - B

Donc, par télescopage
Up = (FI + 1)2.

Exercice 2. @@0 Soit n € N*. Calculer : A, = Z max(/,j) et B, = Z L

1<ij<n 1</<J<nj
_‘ Correction
Pour la premiére somme, on écrit la somme double et on la sépare en trois :
n n
A, = ZZmax(/,])
i=1 j=1
n i—1 n n n
= ZZmax(i,j) + ZZ max(/, ) + Z Z max(/, )
i=1 j=1 i=1 j=i i=1 j=i+1
n -1 n
=D D i+d i+ D>
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n
n n j—1
=D Z NI H W,
=2 j=1 i=1 Jj=2 i=1
n i—1 n
=2 D i+
=2 j=1 =1
n n
=2) P—i+Y i
=2 i=1
n n
= 22 2 —i+ Z/
1)(2 1 1)(2 1
_QZ’ n(n+1)(2n+ ):n(rhL )(2n + ).
6 3
Pour la deuxieme somme, on met a l'intérieur la somme sur i :
i 1A 1(1—1)1 _1(n=1)n
S 3 R S N o} IAIEE L L (s
Jj=2 i=1 =1 Jj=2

Exercice 3. @@0O Calculer

So= [ i To= J] i Un= [ i Vo= J[ 4 Wa= T] i Xe= [] it

1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n 1<<ign 1<i<j<n 1<<i<n
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Correction

On calcule S, en I'écrivant comme un produit double :

1<igsn

n n
=1I1Iu
i=1j=1

n n

= ﬁ(i”n!)
=1
=m"I["
i=1
o (1)

= (M)"(n)" = (n1)2".

Pour calculer T,, on peut faire les dessins comme en TD ou bien remarquer que

Il o

i=J

enieten,

Ur= [] ab= [ ba= [] ii=Va

1<ashb<sn 1<asb<sn 1<y<ign

donc U, = (n)"1 x (n1)? = (n1)"*!, et, de méme, V,, = ()"

= H i" Hj car | est une constante dans le produit interne sur J.

L 1<ij<n S S _
g = H == =" =2 =(nh)>"2
i nl2
1<ij<n H ) H 2
i#] 1<ij<n J
i=j =1
Ensuite, on remarque plusieurs choses : si I'on appelle D,, = H ij,onaU,=W,x D, (on
1<igsn

sépare le produit pour 1 </ < Jj < nen le produit pour 1 </ < j < n fois le produit pour
1 < i =j < n). Ensuite, comme les variables sont muettes et que |'expression /j est symétrique

et, de méme, W, = X,. Enfin, T,, = W, x X,, = W2 donc W, = /T, = v/(n!)21-2 = (n)" 1,

Exercice 4. @ OO Calculer les sommes suivantes

Ry = Ek(ﬁ) Snp = é(—l)k@ [avec p < 1]
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—‘ Correction

On propose deux méthodes :
. n n—1\ .
e On utilise k(k) = n<k_ 1>, I.e.

Rn

[
@:

> ;)
>n(i 1)
> (22

On effectue le changement de variables £ = k — 1. Quand k=1, £ =0, et quand kK = n,

£=n—-—1. Donc
n—1
-1
R,=n (n ; ) =1

£=0

s |l

Il
S

I
S

(]

par la formule de la somme des coefficients binomiaux (cf. cours). De méme, on écrit
que

o))
’ k=1 k k=1 k=1 k=1 k=1

On effectue le changement de variables £ = k— 1. Quand k =1, £ =0, et quand k = n,
£=n-—1. Donc

T, = ng(é—l- 1)(”21)
(")

Il

=)

(1=
~
N

3
~ |

—
N~

£=0 £=0
n—1 m— il n—1 m— il
= nZZ +n (on a éliminé les termes nuls)
2 2
/=1 {=0
n—1 n_2o
—nZ(n1)(£ 1>+n2”1
=1

=n(n—1)2""2 4 2" 1,

n n
e Autre méthode : posons f : x > Z <Z>x". Alors ' @ x +— (n kx*=1. Alors
k=0
R, = f'(1). Or, f : x = (x+1)", donc ' : x — n(x+1)""!, donc R, = f'(1) = n2" .
Ensuite pour T,, il faut remarquer que pour tout x

n n n
F(x) = k(k—1)x*2=>"kx*2 =3 " kxk2,
k=0 k=0

k=0

Page 4 sur



MPSI 1 Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Calculs nlaillet.math@gmail.com

n n
donc f"(1) =Y k* =) k. ie.n(n—1)2"2 =T, S, dou T,!
k=0 k=0

. n—1
Pour S, 5, en regardant quelques exemples, on conjecture que S, , = (—1)"( b > On peut
le démontrer par récurrence, mais on va proposer une méthode plus rapide : soient n dans N
et pe[0,n]:

-1 -1
ol ax = (—1)k (n P ) donc, par télescopage, S, p, =ap —a_1 = (1)”(” , )

Exercice 5. @ ©O Discuter, en fonction de la valeur des paramétres A et u, des solutions réelles du
systéme linéaire suivant.

x—y=1
AX—uy =0
Ux+ Ay =i
—‘ Correction
Soient (x, y, z) dans R3.
x—y=1 x—y=1
MX—uy=0 & A=—py=—X Lr+Lr— XL,
ux+Ay=pu (W +AN)y=0 Lz L3—pl;

e SiA+ =0, alors u = —\, et le systéme s’écrit
x—y=1
2Ay =—A
Donc,

— Si A =0, le systéme devient x — y = 1, qui posséde une infinité de solutions : en
posant y = a, o € R, on obtient comme ensemble de solutions

1) = (o) v ). =}
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. N / . 1 1 . .
— Si X # 0, la deuxiéme équation donne y = —5 donc x = > d'ol une unique
solution, (1/2,1/2).
x—y=1
e Si XA+ u # 0, alors le systéme devient ¢ (A — u)y=—X, i.e., en faisant L, <> L3,
y=0
x—y=1
y=0 ,d'ou, en faiant L3+ (A — u)Lo,
A —wy=-X

ox <
([
| © =
>

— siA#0, il n'y a pas de solution.

— Sinon | y a une unique solution, x =1 et y = 0.

Exercice 6. ® OO Soient x et y deux réels positifs.
1. (Une inégalité triangulaire) Montrer que v/x +y < v/Xx + /Y.

Correction

Comme /x +y et V/x + /y sont deux quantités positives, I'inégalité a démontrer est
équivalente a

x+y<x+y+2Vxy.
Comme 2v/x4/y > 0, I'égalité est démontrée.

2. En déduire que |vx — y| < VI|x —y|.

Correction
Supposons x = y. Alors vVx =y + x —y < ¥y +vx —y, donc Vx — Yy < VX — Y,
e VX — 7l < VK=
Supposons x < y. Alors \/y = VX +y — x < VX +Vy — x, donc \/y — vVx <y — x,
e, VX — vl < V/Ix .

X+y
5

3. (Inégalité arithmético-géométrique) Montrer que /xy <

Prenons le carré des deux cotés de I'inégalité (les deux quantités sont positives) : I'équa-
tion est équivalente a

X2 4 2xy + y?
Xyg‘ggjrggﬁ

X2+ 2xy + y?

> 0.
4 &
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Or,

4 4 4 4

L'inégalité est donc démontrée.

X2+ 2xy + 2 X2 +2xy+y? —4dxy  x2=2xy+y?> (x—y)?

Exercice 7. @©O Soit n € N*. On définit, pour tout x = (xy, ..., Xp) € R",

n
= i| et = ma il
Il ;w Ixlloe = max ||

Démontrer que pour tous x = (xq, .. ., X)) ER" ety =(0n,..., vn) €R",

Ix +yll < lixlly + llylly et [Ix + vl < Xl + Il -

_‘ Correction

Soient x = (x1,..., x,) ER ety =0n,..., vn) € R". Alors

n
x4yl =D Ixi +yil
=1

n
< Z |xi| + |yi| par I'inégalité triangulaire
i=1

n n
= bl + > il = lIxlly + Iyl -
i=1 i=1

Notons ensuite z=x+y = (z,. .., zp). Soit k tel que |zx| = ||z||,. Alors

2lloe = 12&l = Ixk + yiel < 3] + [yi| < XNl + 11 lloo

n
Exercice 8. @@0 Soit 6 € R, n € N* et 5, = Hcos(2k9). En considérant sin(0)S,, calculer

k=0
Sh.

’—‘ Correction
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Faisons le calcul (sans récurrence).
sin(6)S,, = sin(6) x cos(f) x cos(26) x cos(46) x --- x cos(2"8)
1
=5 sin(26) cos(26) x cos(40) - - - x cos(2"6)

= %sin(49) cos(46) ... cos(2"9)

= oo sin(2"19).
Ainsi,
e sisin(f) =0, alors = 0[] donc S, = cos(8) (tous les autres cos(2X6) valent 1).
. sin(2"119)
® Sinon, Sn = m
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Stratégie de résolution. Pour ce TD, il faut insister sur 3 points :

e le plus important, les calculs de sommes/coefficients binomiaux/etc. Faire en priorité |'exercice
] [12] [15] Ensuite, regarder d’autres exercices comme le [14] (trés bon exercice de révision

de différentes méthodes), [13] [17] et [18]

e pour les systemes linéaires, vérifiez rapidement que vous savez faire des systémes de base
(si ce n'est pas le cas, faites [21] et [22)). Faites [23]si vous avez mal compris le principe des
paramétres. Ne pas y passer trop de temps.

e faire un peu d'inégalités sur les réels, notamment [25] et 27]

2 Sommes et produits

Exercice 9. ® OO Calculer au moyen d'un télescopage les sommes suivantes pour tout entier n non

nul
n

L S,=) In (1+11<>

k=1

4‘ Correction

Une simple petite transformation apporte directement un télescopage :

S, = i In (1 + i)
k=1
= anln (k+1)—In(k)
k=1

=In(n+1)—In(1) =In(n+1).

3

2. T, = k.k!
k=1

Correction

On remarque que

3

n

Ton=>) kkl=>» (k+1—1)k! «coup dul»
k=1 k=1
n
=> (k+ 1) =kl
k=1
=(n+1)! -1
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- 1
3. (0@0)U, = ; m

Correction
Pour la derniéere somme, on cherche trois réels a, b, ¢ tels que
1 a b c
VkezZ\{-2,-1,0}, ——  —_— 4~ 4+ _~
SEA bk DE) "k TRrl Tk
On peut tout mettre au méme dénominateur mais je vous dévoile dés maintenant la
technique que vous verrez en janvier : multiplions I'égalité précédente par k et évaluons
L kb kc .
en 0 : la multiplication par k donne m =a+ K+l + Pt Maintenant,
en évaluant en 0, on obtient — = a. De méme, en multipliant par k41 et en évaluant en
—1, on trouve b = —1. Enfin, en multipliant par k 4+ 2 et en évaluant en —2, on trouve
1
c=-z d'ou, pour tout k dans Z\ {—2, -1, 0},
1 1 1 i 1 1 1 1 n 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 2(k+2) 2k 2(k+1) 2k+1) 2k+2)
= Uk — Uk41,
= 1/1 1 1 o
sil'on pose uy == | — — = , d'ou
POSE k=5 \k " k+1)~ 2k(k+1)
n
1 1
17— — —uy — e
n kz:; Uk — Uk+1 = U1 — Uppa 2 2+ D(n+2)
Exercice 10. Divergence de la série harmonique. @ OO
1. Montrer que pour tout entier n,
a 1 n
Z>
k™= 2
k=1
2H
1 n

On démontre le résultat par récurrence sur n (la proposition est P, : Z P > E)'

k=1
Initialisation. pour n = 0, la some de gauche est égale a 1, et donc supérieure a 0.
Hérédité. on suppose la proposition vraie au rang n. Alors

2/7+1 on 2n+1
1 1 1
PI D Vi
k=1 k=1 k=27+1
Or 22:1 > I par hypothese de recurrence. Enuite, Wk € [2" + 1,2"1] 1,12
D7 Z 5 parhyp u . Enuite, : % 2 e
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n+1 n+1
5 Lo oS | gmloge )
z k= Z ontl —  ontl 9!
k=241 k=2n+1
donc
2n+1 1 1 + 1
n n
-2zt z= ,
k= 2 +2 2
k=1
d'ou I'hérédité, et la propriété par le principe de récurrence.

. P 1
2. Qu'en déduire sur la convergence de S,, = P ?
. . k=1
On admet qu’une suite croissante non majorée tend vers +oo.

Correction

On en déduit que pour tout n dans N, Son >

n .
— — +o00. Comme (S,) est croissante,
) 2 n—-+oo
on en déduit que S, — +oo.
n—-+o0o

Exercice 11. ®©O En regroupant judicieusement les termes, calculer la somme

2n
>_ (=)
k=0

pour tout entier non nul n.

Correction

On va regrouper les termes 2 par 2, en écrivant

n

2n n n
> (=DFk =D (-1)P2(2p+2)+(—1)2 (2p+1) = Y (2p+2)—(2p+1) = > 1 =n+1.
k=0 p=0 p=0 p=0

Exercice 12. @ ©O Calculer les sommes suivantes

L Sy= Y i

1<i<y<n
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On calcule directement :

n j—1

:j_izjj(121)

1 n
EZJ?) __j2
j=1

Sn

1/nP(n+1)> n(n+1)(2n+1)
T2 ( 4 B 6 )
= % (3n(n+1) — 2(2n + 1))
- 7,7(”2: D) (3n° +3n—4n—2)
- anz ) (3n* +3n—4n-2)
n(n+1)(3n> —n—2)

24

2. U, Z (j— 1) [avec n > 1]

1<i<j<n

Pour U,, on va proposer deux méthodes!
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Premiére méthode : séparer la somme en deux.

Un= > Jj— > i

1<i<yg<n 1<i<j<n
n—=1 n n—=1 n
P IPIEDIDIN
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n—1 N n—1
(n=0N{+14n) . .
o
i=1 i=1
_nil(n—i)(n+1—i)
B 2

i=1

= %i(n(n +1) = (2n+1)i + %)

(n2— 1) n n(n—1)(2n—1)

:;(n(n+1)(n—1)—(2n+l)n .

_ n(n—1) (n+l_2n+1+2n—l>

2 2 6
_n(n—1)6n+6—6n—3+2n—1
2 6
_n(n-1)(2n+2)

B 12
_n(n—=1)(n+1)
- :

Deuxiéme méthode : par un changement d’indices.

n=1 n
Un:Z Z(J_/)

i=1 j=i+1

Posons | =) — /. Alorsquand j=i+1,/=1,quand j=n, /| =n—i. Donc

n—1 n—i
Up=> "1
i=1 /=1
S(n—/—i—l)(n—/)
2
=1
Posons k=n—i.Quandi=1, k=n—1. Quandi=n—-1, k=1. Donc
n—1
B (k+ 1)k
Un 72 2
k=1
_1/n(h—-1)(2n-1) N n(n—1)
2 6 2
_n(n—1)2n+2
2 6
_n(n—=1)(n+1)
N 6

)
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Exercice 13. Inégalité de Cauchy-Schwarz. @ @O Soient (ay, ..., an) € R"et (by, ..., b,) € R".
Le but de cet exercice est de montrer

(Ee) <(E4) (£4)

n

n n
A= "a;, B=Y b, C=) abx.
k=1 k=1

k=1

On note

n

1. Soit alors x un réel. Développer f(x) = Z(akx + bi)? et I'écrire en fonction de A, B et
k=1

C.

Correction

On développe I'expression

n
f(x) = Z(akX + by)?
k=1
n
= Z agx? + 2agxby + b
k=1

:x2zn:af +2xzn:akbk —i—zn:bi
k=1 k=1 k=1

— (A +2cx+ 8]

2. Déduire de I'étude du signe de la fonction f I'inégalité désirée.

Correction

Par définition, la fonction f étant une somme de carrés, elle est positive ou nulle sur tout
R. Mais on a vu en question précédente que f était une fonction polynomiale du second
degré, donc ’son discriminant est négatif |, i.e.

(2C)? —4AB <0,

ie.|C2 < ABY| dod le résultat désiré!

3. Soient a1, ao,..., a, une suite de réels strictement positifs. Montrer que
n n 1
a — | > n2.
(e (%1)>
k=1 k=1
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Correction

()

()

d'ou le résultat désiré! ‘

C’était une question bien plus délicate! On remarque que

n 1 2
- (L)
< <Z(@)2> (
k=1

3

1 \2
— par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
\/ak> )

k=0

)

|-

Exercice 14. @@®0O On se propose de calculer de trois manieres différentes (dont deux vues en

n

cours : ce sont des révisions!) la somme S, = Z k2% (oti n € N).

k=1
n k

1. (calcul direct) Montrer que S, = ZZQK et en déduire la valeur de S,.

k=1 i=1

n k
Remarquons que Z Z ok

k=1 i=1
Donc

= E k2K car 2K est constante dans la seconde somme.

n

k=1

n k
=222
k=1 i=1

n n
222
i=1 k=i
1 —2on— i+1

Zzl 1-2
Z2i(2n7{+1 o 1)
i=1

n

Z(2n+1 _ 2/’)

i=1

on 1
=np2™l_2

n 21
= 2"ttt _ontl 4 o
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2. (transformation d'Abel) Soient (ap)nen €t (bn)nen deux suites. On pose

n n
A, :Zak, B, :Zbk.
k=0 k=0

(a) Déterminer a, et b, en fonction de A,, A,—1, B, et By_1.

Correction

On remarque que a, = A, — A,_1 et que b, =B, — B,,_1.

(b) Montrer la formule suivante, appelée formule d'intégration par parties discréte ou formule

d'Abel :
n n—1

> Bk =AnBy— > Acbii1.
k=0 k=0

Correction

Calculons, en remplacant a, par son expression

n n
Z axBx = agBo + Z ax By
k=0 k=1

n
= agbo + Z (Ax — Ak—1) Bk
=1

n
= agho + ZAkBk — Ax_1Bk.
k=1

Or, Bx = Bx_1 + by, d'ou
n n
Z axBx = agbo + ZAkBk — Ak—1Bk—1 — Ax—1bx
k=0 k=1

n n
= agbo + Z(AkBk — Ak-1Bik-1) — ZAk—lbk
k=1 k=1

n
agbg + ApB, — AgBo — Z Ak_1bk par télescopage
k=1
n—1
= A,B,— Z Agbgt1 par changement d'indice.
£=0

D’ou le résultat.

(c) Retrouver le calcul de S,,.
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Correction

On retrouve alors le méme résultat en prenant a, = 2k et By = k.

n
3. (Utilisation d'une fonction dérivée) On pose pour tout x dans R f(x) = Zxk.

(a) Calculer la derivée de f et montrer que S, = 2f'(2).

Correction
n

f est dérivable car c'est un polyndme et pour tout x dans R, f'(x) = kakil.
k=0

On en déduit que

n

n
2F(2) =2) k2*t =3 "2 x k2K Zkzk
k=0

k=0

(b) Exprimer, pour tout x dans R, f(x) sans le symbole somme et en déduire la valeur de
Sh.

—‘ Correction

On remarque que pour tout x dans R, f(x) est la somme des termes d'une suite

17 n+1
géométrique. Donc, si x # 1, f(x) = T donc, pour tout x # 1,
F(x) = —(n+ Dx"1(1 - x) — (1 — x"1)(-1)
(1-x)?
s GER  ER OE R S
B (1—-x)2
XM —(n+1)x"+ 1
B (1—=x)?

d'ou, en évaluant en 2, et en multipliant par 2,

2"l — (n+41)2" + 1_

Sy=2f'(2) =2 L

mMl_partl_ontl 1o — (p—1)2"142,

on retrouve alors le résultat demandé.

3 Coefficients binomiaux

Exercice 15. @ 0O Calculer les sommes suivantes (n est un entier naturel non nul) :

re (D) ().
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—‘ Correction

Pour T,, comme dans |'exercice [4] on propose deux méthodes :

. n n—1
e On utilise k<k> = n(k 1> :

S

|
(-

=

N
N
x 3
N~

|

2eo(my) =)

On effectue le changement de variables £ = k— 1. Quand k =1, £ =0, et quand k = n,
£=n-—1. Donc

Tn:nzn:(ﬂ—l)(n;l)

-2 )+ ()

_nze( 1)+ne ( 1) ton s etmine es termes )
—nz(n D(y22)+

= n(n —1)2" 2 4 2"t = p(n41)2"2.

n n

e Autre méthode : posons f : x — kZ::O <Z)xk. Alors ' x — kz:zo (Z) kx*=1. Alors
R,=f"(1). Or, f : x = (x+1)", donc ' : x — n(x+1)""1, donc R, = /(1) = n2" 1.
Ensuite pour T,, il faut remarquer que pour tout x

f”(x):zn:k(k—l)x Zk2 k2 kak 2,
k=0

k=0

donc (1) = Z Zk ie. n(n—1)2"2=T,—R,, douT,!
k=0
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Pour U,, c'est du méme acabit, mais dans |'autre sens :

I
7=
ST
+| =
= =
N
X >
+ +
—_
~_

k=0
1 < n+1
= —1)k
n+1z( )<k+1>
k=0
1 o n+1
_ _1(71
Z_k+1n+le§:1( ) (z)

I
|
3
=+ |~
—_
VR
o~ 3
NgF
o =
T
—_
N—
o~
7N
=)
S
—_
N~
|
—_
~__—

car la somme alternée des coefficients binomiaux est nulle.

Exercice 16. @00
1. Développer (1 + x° + x")? a I'aide du binéme de Newton.

2. En déduire, en organisant convenablement les sommes, le coefficient de x17 dans (1 + x° + x7)2°.

_‘ Correction

Développons (1 + x° + x7)20 par la formule du binébme de Newton :
20 /5
Q+x°+x)2=)" <k)(x5+x7)k
k=0
20 k
20 K\ 51 7(k=1)
=2 ()=
k=0 1=0

20 k
20\ (k 55 T(k=1)
k / '
k=0 /=0

Pour obtenir x*7, il faut avoir 5/ + 7(k — /) = 17. Ceci n’est possible que si / =2 et k —/ = 1.

Donc le coefficient de x*7 est
20 3 = 3420
3 2) '

Exercice 17. @ @O Montrer que pour tous entiers n et p,

Zp:(n—i-k) B <P+n+1)
— n n+1

o
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Correction

Conseil : lorsqu’on a un résultat déja donné, il faut I'utiliser ! Soit P, la proposition

p
n+k\ _ [(p+n+1
men 3 (") = (P30 (P)

Initialisation. Pour p =0,

0
k
Z <ﬂ+ > _ 1'
n
k=0
(O+n+1>
t = 1L,
n+1
Hérédité. Supposons P, vraie pour un certain p. Alors
% (n+k) _z”: <n—|—k> N <n+P+1)
n ) n n
k=0 k=0

n+1 n 1
= <p Tt ) + ( tpt > par hypothése de récurrence.
n+1 n

_(ptn+2
O\ n+1 )
Dol Ppys.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition P, est vraie pour tout entier naturel
p par le principe de récurrence.

Exercice 18. @00

Montrer que pour tous entiers n et p non nuls tels que p < n,

S (G20 ==(0)

—‘ Correction

Utilisons les définitions des coefficients binomiaux : pour p < n deux entiers et 0 < k < p,

(D (Z— Z) N /<!(nnl k)t (p —(z)!(f’)i p)!

n!
kl(p = k) (n—p)!
p! n!
kKl(p—K)!'pl(n—p)!

-(06)
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Donc

P
. . —k
En déduire de la méme maniére une formule pour E (—1)* (Z) (Z B k>'
k=0

Correction
De méme,
P P
n\ /n—k p\ [/n
S () -5
k=0 ) D= 15 k=0 k/ \p
P
n p
- (5) ()
(p> k;)( "k
0, si p>0, parle binbme de Newton.
B 1, sip=0.
Exercice 19. Formule d’inversion de Pascal. @ @© Soient n un entier naturel, ag, . . ., an, bo, ..., bp
2n + 2 réels vérifiant
p
p
Vp e [0,n], b, = ag.
pelonl. by=3 (%)

On veut montrer la formule d'inversion de Pascal, écrite ci-dessous :

Vpe[0,n], ap = Z(—l)p_k ('Z) by
k=0

1. Dans cette question, x est un réel et on pose, pour tout p dans [0, n], ax = x¥. Calculer,
pour tout p dans [0, n]}, b, et vérifier la formule d'inversion de Pascal.

On calcule : soit p dans [0, n]. Alors

P
b, = Z <£)xk = (x+ 1)? par la formule du binbme de Newton.
k=0
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On remarque alors que si p € [0, n],

f:(—npk(‘;) by = Ep: (i)(—npka +x)F = (14 1+x)P =xP = ap,

k=0 k=0

donc la formule d’inversion de Pascal est bien vérifiée.

2. Démonstration de la formule générale.

. k —
(a) Démontrer que pour tous p, k et j dans N, (p) ( ) — (p) <p J'>_
k) \J J)\k—J

—‘ Correction

Soient p, k et j dans N. Alors

p\ (k) _ p! k! B p!
(k) (J) CKp—KIG =K (p—K)YIk = )Y
et

(f) (lk) _j) - J'(Ppll)'<(k J)!(;(JP_JD!(k J))!) ~ (K fjfl!(p — k)

d'ol I'égalité entre ces termes!

P
(b) En calculant, pour p dans [0, n], Z(—l)p_k (Z) by a I'aide de I'expression de by, dé-

k=0
montrer la formule d'inversion de Pascal.
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Soit p dans [0, n]. Alors

> e (B) o= >0 (2o

k=0 k=0

|
i
<
o
—~~
—_
N—
i
x
N
X T
N~
[~
VRS
~. x
N~
)

i
o
—
Il
o

I
(7=
7~
—~
I
[
~—
)i
>

x
i
o
-
Il
o

Il
[~
M~
T
—_
N—
i
o
AQ/—\
_
A~/ N 7 N /N

Il
-
\\Mu
o
>
i-
T
iR
N—
3
=
s
>~ o
|
.
N———
,\QJ

VR
~. T
~~
QL
[
kD
—_
N—
i
o
7 N\
x T
[
(S
~__

x
A

M= 10

o

VR

—~. o

N———
QL

> S

A d

(—1)P+ (p E_J> en posant £ =k —

.
Il

Il
=
TN
G )
~_
&
S
d

(—1)P~~* (p 21> en posant £ =k — j

(i) 3 ‘(1 — 1),

.
Il
o
o~
Il
o

°
ol

I
NE

.
Il
o
o~
o

Or, 0P~ = 0 sauf si j = p, donc la somme précédente égale ap. D'ou la formule!

Exercice 20. /dentité de Vandermonde. @ @O On se propose dans cet exercice de démontrer et de
manipuler I'identité de Vandermonde

V(a, b) € N2, ¥n e [0, a+ b], (aJ;b> :é(i)(nfk).

1. (Une premiére preuve purement calculatoire) Démontrer le résultat par récurrence sur b. On
précisera soigneusement la proposition a démontrer.

Démontrons la proposition suivante par récurrence sur |'entier b :

YaeN, ¥ne[0,a+ b, (aj;b>=zn:(i)(nfk). (Pb)

k=0

Initialisation. Pour b = 0 : soit a dans N, soit n dans [0, a]. Alors pour tout k dans
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b
[0, n], (n B k> = 0 sauf pour k = n. Donc

n (a)( b ) (a)
Z k) \n—k n/|
k=0

d’ou I'initialisation.

Hérédité. Supposons P, vraie pour un certain entier naturel b. Soit a dans N et n dans
[0,a+ b+1].

\Sin:a+b+1‘, alors pour tout k < a, na>bdonc<

b+1
n—k

e (R (L= GG s )= =)

‘Si nefo,a+ b ‘ alors, d'aprés la formule de Pascal,
<a+b+1> <a—|—b) <a+b>
= + :
n n—1 n
. a+b o . .
avec la convention que 1) = 0. Donc, d'apres |'hypotheése de récurrence,
n—1 n
a+b+1 a a b
)- (k)<,,_1_ A6
k=0
a i a b i a\ (b
k) \n— 1 —k k)\n—k n/\0
a o a b n a
k n—1—k k)\n—k n
<a) <b+ 1) <a> (b+ 1>, par la relation de Pascal,
k n 0
k=0
-2 (0
o kJ\n—k)
k=0

d'oll le résultat (si n =0, toutes les sommes allant jusqu'a n — 1 sont nulles).
Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition Py est vraie pour tout entier
naturel b en vertu du principe de récurrence.

> = 0 et pour tout

31‘
>—ACJ

L[]

:Sk
>—IO

L[]

BX
»—\C)

2. (Une seconde preuve, avec un joli argument algébrique) On ne suppose plus que I'on a prouvé
la formule de VVandermonde

(a) Le produit de Cauchy. (attention, question difficile) Montrer que pour tout x réel,

(B0 (Z0))-Eor
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k

ol, pour tout k dans [0, a+ b], ¢k = Z <
j=0

a

pl
(1)

k

a
On remarquera en le justifiant que Z
k=0

)

a+b

D

k=0

a . ~
<k>xk et on utilisera le méme

type de raisonnement pour la seconde somme aprés avoir effectué un changement de

variables.

Correction

Soit x un nombre réel. Alors

(%

k=0

avec

Cekz:)(/i)(ebk)

Posons, pour k fixé, la variable £ = k4. Alors quand j = 0,4 = k, quand j = b, =

b\ ktb s
k4 b. De plus, j = £ — k. DOHCZ(‘)XJ+k:Z<g k)xe, donc
= M =k N
a - b b a B k+b b
K A ¢
EO)EO)-2OCE)
k=0 k=0 k=0 =k

On va maintenant intervertir les sommes. Avant cela, on remarque que comme

b k+b b atb b
_ L _ j A .
(é—k) = 0 pour tout kK > k+ b, ezzk(e_k>x ;(ﬁ—k)X'De méme, si

a
k > a, (k) = 0 donc la somme recherchée est égale a

a+b e a+b b a+b a+b 5 b
0 _ )
Y (X (2 =L E (L)
k=0 1=k k=0 =k
En intervertissant les sommes, on obtient
a - b b at+b £ B b a+b
3 07) (5 0) S5 (= e
k=0 k=0 £=0 k=0 - £=0

, ce qui est exactement le résultat recherché.

(b) Démonstration de la formule de Vandermonde. On admettra le résultat suivant :
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Soit n un entier naturel, aq, ..., an et by, ..., b, 2n + 2 réels. Si pour tout x réel,
on a
a0+ aix + axx® + -+ + apx” = by + bix + box?® + -+ - + byx",

alors ag = by, a1 = by, ...,a, = by.

En développant (1 + x)?*? de deux maniéres différentes, démontrer I'identité de Vande-
monde.

Correction

Soit x un nombre réel. Alors, par la formule du binbme de Newton,

a+b
(1+X)a+b:Z(a:b>Xk .

k=0

a b
A a __ a k b __ b k
De méme, (14 x)? = Z (k)x et (14+x)° = Z (k)x , donc

k=0 k=0

(1+x)™ = (1+x)7(1 +x)*

(2 0) (50))

a+b

= E Cka,
k=0

a+b
donc, par le lemme, pour tout k dans [0, a + b], cx = < : > donc, pour tout k

by < b
dans [0, a+ b], <a—&k— > = Z (j) <k j> , d'oul le résultat.

Jj=0

n

2
. n .
3. Déduire de la formule de Vandermonde la valeur de E (k> pour tout entier naturel n.

k=0
Correction

Soit n un entier naturel. En appliquant la formule de Vandermonde avec a = b = n, on

obtient
()= @62
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Or, pour tout k dans [0, n], (n i k) = (Z) donc
nj) k
k=0

, et cette formule n'est pas simplifiable davantage!

2n 2n)!
)_( )

Remarque : <n = )2

4 Systémes linéaires

Exercice 21. ©OO Résoudre les systémes linéaires homogénes suivants (en appliquant I'algorithme

de Gauss), par rapport aux indéterminées xi, x», X3, X4 € R :

X1 +Xo—x3—Xx3=0
x1 — X2+ 2x4=0
2X1 +X2+X374X4:O
1 —3X1 +X3+2X4:O, 2. .
—X1 —2X3+3X4:O
2X1 +X2—X3:O
5X1+2X2+4X3 — 11X4:O

_‘ Correction

Non corrigé, me demander si besoin de vérifications de calculs

Exercice 22. @ OO Résoudre le systéme linéaire suivant.

X+3y—7z+t=1

2x4+2y+z4+2t=0
X—y—2z+t=-1

X+Ty—4z+1t=3

Correction

Non corrigé, me demander si besoin de vérifications de calculs

Exercice 23. @ ©O Résoudre en fonction du paramétre m € R, les systémes suivants d'inconnues
complexes :

X—y+z=m

1. x+my—z=1.
xX—y—z=1
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mx+y+z=1
2. x+my+z=m

X+y+mz=m?

Correction

mx+y+z=1 X+y+mz=m
X+my+z=m < x+my+z=m (L L3)
X+y+mz=m? mx+y+z=1

2

X+y+mz=m?
S (m=Ly+(1—-—mz=m(l—-m) Ly« Lr—1L,
QA-my+Q-m)z=1-m=Q+m+m*)(1-m) L3+ Ls—ml,

Remarquez que j'ai le droit de faire L3 < L3 — mL; sans condition sur m alors que je
n'ai pas le droit de faire L1 < L3 — mL; sans supposer que m # 0!!
Sim=1, le systéme devient I'équation x + y + z =1, il est alors équivalent a

x=1—-t—s

y=s

z=t
L'ensemble des solutions est donc

{(1,0,0) +s(—1,1,0) + t(—1,0,1)|s, t € R}.

Sim#1, le systéme devient

X+y+mz=m? X+y+mz=m?
(m=1Ly+(1—-—mz=m(l—-m) = —y+z=m
A-my+A-mz=1-m?*=1+m+m?)(1—-m) y+Q4+mz=1+m+m?

X+y+mz=m?
= —y+z=m

Sim= —2, la ligne L3 devient 0 = 1, le systéme est incompatible et I'ensemble des
solutions est vide.
Sim # =2, le systeme est résoluble et LA solution du systéme est

m+1 1 (14 m)?
{(_2+m’2+m’ 2+ m )}'

QC+mz=1+2m+m? Lz Ls+ Ly

Exercice 24. Une propriété de somme directe. @ @O Soient H et D les deux ensembles suivants

ER* x+y+z+t=0p et D= Vect

I

Il
~+ N < X
o

Démontrer que V.X € R*, AU, V)eHxD, X=U+V.
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Calculs
Correction
X
Soit X € R*, X = )Z/ . Démontrons par analyse-synthése : 3I(U,V) e Hx D, X =U+ V.
t
Analyse. Supposons qu'il existe (U, V) € H x D tels que X = U + V. Alors, on dispose de
a A
(a, b, c,d) cR*telsque a+b+c+d=0et U= ? etde A € R telque V = ; . Ainsi,
d A
at+A=x
b+Xx=y
C+A=2z
d+XA=t

En sommant les 4 lignes, et comme a+ b+ c+ d = 0, on obtient A = x+y + z+ t, ainsi

t
%:iilijif_Dem%
4
X+y+z+t
Aa=X—"A=Xx——"F——
4
t
bmy—a=y- FYEEHE
X+ty+z+t
c=z—-A=z- —
t
det_rop_Xtytz+t
4
D'ou I'unicité de la décomposition !
1
X z+t 1
Synthése. Posons \ = # V=2 1 et U= X —V. Alors
1
1
1
e V € Vect 1
1
o U+V =X,
e Sil'on somme les 4 coordonnées de U, on obtient
Xt+ty+z+t X+y+z+t X+y+z+t Xt+ty+z+t
= y - +z- +t-
4 4 4 4
X z+t
—zqytzpt_aiEYTIFL_

4
donc U € H.

D’ou I'existence, et le résultat désiré!

Page 29 sur



MPSI 1 Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Calculs nlaillet.math@gmail.com

5 Inégalités dans R

Exercice 25. @ OO Démontrer que pour tous x et y réels, pour tout A > 0, xy < 7\ 5

Correction

Soient x et y deux réels, A > 0. Alors

x> P
xy\ﬁ+%(:>2>\xy X2+ N2y

S0 X2+ Ay —22xy = (x — Ay)?,

inégalité qui est toujours vraie! D'ol le résultat.

Exercice 26. @ ©O Soient a et b deux réels, on note max(a, b) le maximum des deux nombres a et
b.

1. Montrer que
a+b+la—b

max(a, b) = 5

4‘ Correction

Faisons une disjonction de cas!
at+b+la—bl a+b+b—-a

e Sia< b, max(a, b) =b, et |a—b| = b—a Donc

2b i _ ’
— = b.
2
btla—b b+a—b
e Sia> b, max(a, b) = a, et |a—b| = a—b Donc a+ +2|a |:a+ —;a =
> =2

2. En déduire une expression avec les valeurs absolues pour min(a, b), le minimum de a et de
b.

Correction

De méme, min(a, b) =

a+b—|a—b]
—

3. Que vaut min(a, b) + max(a, b) ?

4‘ Correction

Résultat a avoir en téte (mais facile a retrouver) : min(a, b) + max(a, b) = a+ b.

Pour tout nombre réel x, on note x™ = max(0, x) et x~ = max(0, —x), appelées respectivement
parties positive et négative de x.
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4. Exprimer x et |x| en fonction de x* et x™.

4‘ Correction

On remarque que x = x* — x~ et que |x| = x4+ x7.
Remarque : cette formule peut étre trés utile si on a a gérer des fonctions de R dans R :
on peut alors parler de partie positive et négative de la fonction.

+

Exercice 27. @@0O Soient x et y deux réels, n un entier naturel. Comparer |x + y| et |x] + |y].
et comparer |nx] et n|x].

Correction

On sait que | x| < x et |y] <y, donc |x]+|y] < x+y, donc, comme |x + y| est le plus grand

entier inférieur a x+y, |x+y| = |x]+|y]. On n'a pas égalité en général : prendre x = y = >
En revanche, on peut montrer que |[x+y] — 1 < |x] + lyv] < [x+y]|. En effet,
Ix] >x—1et|y] >y —1,donc |[x]+|y] >x+y—2 Or, [ x+y] < x+y, donc
Ix+yl—2<x4+y—2<|x]+ |yl —1< |x]+ |y] car les parties entiéres sont des entiers.
Par une récurrence (que je ne rédige pas la, me demander), on montre que pour tout entier
naturel n, |nx| —n < n|x] < [nx].

Exercice 28. @ @O Montrer que pour tout entier n,

n
1 1
H<1+k3)<3n.

k=1

—‘ Correction

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, la proposition P, est vraie, ot

ﬁ(1+k13)<3—r17. (Po)

k=1

n
1 1
Initialisation. P =1, 1+—=]=2>23——-.
nitialisation. Pour n H( +k3> -

Hérédité. Supposons que P, est vrai pour un certain entier n. Alors

(%)= () L (145)

k=1 k=1

1 1
21+ +—= 3——.
( e 1)3) < )
Notre but est alors de montrer que

() D)2
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On étudie alors

(1+@F) G- @+(m+19E-1)
3— 5 ~ n(1+n)2(3(n+1)-1)

(P +3n*+3n+2)(3n—1)
 n(1+2n+n2)(3n+2)
_3n*+9n*+9n*+6n— (14 n*+3n*+3n+1)
N (n+2n2+ n3)(3n+2)
_ 3n* +8n*+6n°+3n—1
"~ 3m2 +6n343n* +2n+4n2 4 2n3
_3n*+8n°+6n°+3n—1
-~ 3n*+8m+6n2+2n

3n*+8n +6n°+3n—-1
3n* +8n%+6n%2+2n

14— ) (3-1) >3- 2
(n+1)3 n)~ n+1'
d'oll Ppyr.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 1, la proposition P, est vraie pour tout entier naturel
n non nul par le principe de récurrence.

Or, pour n>1,3n—1 > 2n, donc > 1, donc

Exercice 29. @@@® Montrer que pour tous réels strictement positifs (a, b) et que pour tout entier

n,
(1+g)n+ (1+S>n > 2"t

—‘ Correction

Utilisons la formule du bindme de Newton pour cet exercice. Soient a, b deux réels, n un entier.
a
Posons x = —. Alors

b
SR>

ie.1—2y4+y?>>0,ie.14+y>>2y ie.

1
“4y>2
y
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Donc

d'ou le résultat recherché.

6 Trigonométrie

Exercice 30. Quelques équations trigonométriques. @ OO — @ @O
1. Résoudre les équations suivantes d'inconnue x dans R, sauf cas a préciser :

(a) sin(x) =sin (x + g)

—‘ Correction

Soit x € R. Alors

Sin(X)ZSiﬂ(X-i-g)<=>X=X+§[27T] OUX:W—X—%[%T]

0= "12r] ou 2x = X [2n]
—3 ™ u X—3 ™
@x—IH

L'ensemble des solutions est donc

{g—&-kw, keZ}.

(b) sin(2x) = cos(x)

Soit x dans R. Alors

sin(2x) = cos(x) < 2sin(x) cos(x) = cos(x)
< cos(x) =0 ou 2sin(x) =1

. 1
< cos(x) =0 ou sin(x) = 5
5
& x = g[w] ou x = g[27r] ou x = %[TF]
Donc I'ensemble des solutions est

{g-l-kﬂ, keZ}U{%—i—%r, keZ}U{Sgr—s—%ﬂr, keZ}.
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(c) sin (x - %) = cos (g)

Soit x € R. Alors

Si (xf E) = COS (§> & Cos (E — x4+ E) = Cos (i>
n 4) " 2 2 4) = 2
3T

@T—XZE[?N] ouT—x:—§[27r]
3x 3w X 3w
e |9 37 (4m)
2|3 — 7

Ainsi, I'ensemble des solutions est

T 4w 3T
{2+3k, kEZ}U{2+47rk, keZ}.

(d) sin(x) + cos(x) = \/g

La, il s'agit d"écrire sin(x) + cos(x) sous la forme Asin(x + ).
Supposons qu'un tel A et un tel x existent. Alors

Asin(x + @) = Asin(x) cos(p) + Acos(x) sin(¢p).

Ainsi, on impose Acos(p) = 1 et Asin(p) = 1. Ainsi, comme cos?()+sin?(p) = 1,

1 1
vl + = 1, doit A% = 2. Donc A = V2. Puis on veut cos(p) = 7 = sin(yp),

_ s . )
soit ¢ = 1 L'équation devient alors

V2sin (x—i—%) = g

Soit x dans R. Alors

sin(x) + cos(x) = \/g & V/2sin (x + %) = ;

@sin(x+£):§
T_

2T
7~ 37

<:>X+E—E[27r] ou X +
4 3
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Donc I'ensemble des solutions est

™ 51
{E+2k7r, keZ}U{lz+2k7r, keZ}.

(e) sin(x) + V3 cos(x) = 1

Correction

On fait de méme que précédemment. On trouve, par la méme technique, que pour
tout x dans R,

sin(x) + V3 cos(x) = 25sin (X + g)

Ainsi,
2si ( +E)*1@s' ( +E>*1
in(x 3)= in(x 3)=3
s s s 5m
<:>X+§—g[27r]oux+§—€[27r]

™ 3 m
S x=——[2 = — = —[27].
X 6[ 7] ou x 5 2[ ]
Ainsi, I'ensemble des solutions est

{—%+2k7r, keZ}u{g+2k7r, kez}.

(f) sin(x) + cos(x) = V2

Correction

On a déja vu cette expression! Soit x € R. Alors

V2

sin(x) 4 cos(x) = V2 < V2sin (X + %)
< sin (X I %) =1

T w
—:—2
<:>X+4 2[7r]

Ainsi, I'ensemble des solutions est {% + 2km, k € Z}.

(9) sin (x - %) cos (x + %

.
).

1
La, il s'agit d'utiliser I'expression sin(a) cos(b) = 5 (sin(a+ b) +sin(a— b)). Soit
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x € R. Alors

sin (X — %) cos (X—i— E) = —é & 1sin(2><) + 1sin (—g) = —?

6 2 2 2
. 3
< sin(2x) = f%
2m 4
& 2x = ?[271'] ou 2x = ?[271']

& x =T oux =)
—37T UX—37T

2
Ainsi, I'ensemble des solutions est {g + km, k € Z} U {; + km, k € Z}.

(h) tan(x) = tan (X - g)

Déja, il faut que x # g[ﬂ] et x # 0[7]. Soit x vérifiant ces conditions. Alors

tan(x) = tan (x - g) & tan(x) = & tan?(x) = —1.

" tan(x)

L'ensemble des solutions est donc vide.

(i) /cos(x) + v/sin(x) =1

_ U _ .
Six= 5[27r] ou x = 0[2m], alors I'égalité est évidente.

Sinon, y/cos(x) €]0, 1[ donc cos?(x) < v/cos(x) et v/sin(x) €]0, 1] donc sin?(x) <
Vsin(x). Ainsi, v/cos(x) + /sin(x) < cos?(x) + sin?(x) = 1, donc \/cos(x) +
V/sin(x) < 1, absurde!

. s
Donc les seules solutions sont x = E[27r] ou x = 0[2].

(j) cos?(x) 4 cos?(2x) 4 cos?(3x) = 1

Soit x € R. Alors

cos?(x) + cos?(2x) + cos?(3x) = Lt C;SQX) + Lt c;s(4x)
cos(2x) + cos(4x)
2
2 cos(x) cos(3x)
2
= 1+ cos(x) cos(3x) + cos?(3x).

+ cos?(3x)

+ cos?(3x)

=1+ + cos?(3x)
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Ainsi,

cos?(x) + cos?(2x) 4 cos?(3x) = 1 < 1 + cos(x) cos(3x) 4 cos?(3x) = 1
< cos(3x)(cos(x) + cos(3x)) =0
< cos(3x) = 0 ou cos(x) = — cos(3x)

< cos(3x) = 0 ou cos(x) = cos(3x + )

& 3x = %m ou x = 3x + 7[27] ou x = —3x — w[27]

wr=T[Z] ovx=-Fmosx=-T[]

Ainsi, I'ensemble des solutions est

{g+kg, keZ}U{—g—i—kw, keZ}U{—g—i—kg, kez}.

2. Résoudre les inéquations suivantes d'inconnue x dans R, sauf cas a préciser :

(a) tan(x) < V3

Correction

Soit x € R \ {% Yk, ke Z}. Alors

tan(x) < V3 & tan(x) < tan g

donc I'ensemble des solutions est

s s
kLEJZ}—2+k7r,3+k7r}.

(b) sin (2x — g) < %

Correction

Soit x € R. Alors

sin<2x—z> <1@sin(2x—ﬁ) <sinI
3/ 52 3/ 6

™ ™ 51 ™
o 2x— € kGUZ {—5 + 2k, % + 2k7r} U [6 + 2km, 2+ 2k7r]

s T 7T 51
&2 [—f 2k, & 2k] ok, 21 4ok
XekLEJZ o +2km = + wu{6+ ™+ w}

[% 5)
S XX € U [—%—&—kw,w—kkw}u [172r+k7r,172r+k7r].
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X — —

(c) sin( Z) < cos (X)

Correction

Soit x € R. D¢ja,

. ~ M« X
sin (x— 7 < cos (%)
< COos 3—7r—x <cos(i)

4 = 2

™ X

@O<cos(2)—cos(347r—x>
@Oé—Qsin<X+3ﬂ—X>sin(x—37r+x)
2 4 2 4
@O}sin(XJr?mx)sin(X?erx)
2 4 2 4

@[sin(?ﬂr—x)20et sm(BX—?ﬂT)gO} ou [sin(—x>

4 2 2 4 4 2
3%—%6[0,71’]

(d) sin(x) —cos(x) > 1
Exercice 31. Valeurs non usuelles de fonctions trigonométriques. @€Q©O

3w .
1. En calculant 75 déterminer une valeur de cos(7m/12).

6
Correction

On rem 3w 7r797r 27r777rdn
emarqueque T T e T T 12 T 120 0
7 3w

COsS (

12

= Cos (T) cos (%) + sin (T) sin
__V2¥3 V21 V26
2 2 22 4 '

(5)

2. Exprimer cos(56) en fonction de cos(6). En déduire une valeur de cos?

(%) puis de cos (g)

On a
cos(50) = 16 cos(8)® — 20 cos(8)® + 5 cos(8).
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4‘ Correction

On remarque que

s
On en déduit, en prenant 6 = 10’ que

0= 16cos (%)5 — 20 (110)3 +5 (110) ,

donc, comme cos (1) #0,

10
T\4 T\2
16cos<ﬁ) —20 (E) +5=0,

donc cos?® (110) est racine de 16x% —20x + 5, de discriminant 400 — 320 = 80, d’ou deux

: 20++v80 5445 T S (T 5 (T 1
= _ _ ) > ) = =
solutions, 0 5 Or, 10 < 2 donc cos (10) > cos (4) 5 donc
cos? (110) _ 3 +8\/§' Finalement,
s ™ 5+\/§ 1+\/§
L) =9 2(—)—1:2 1= .
cos (5) > 10 8 4

Exercice 32. @ ©O Montrer les identités suivantes, en précisant pour quels réels elles sont valides.

1. sin <x - 2;) + sin(x) + sin <x + 2;) =0.

2m

. 2 , , 2w . 2m , . . 2w . 2m
sin | x — —- + sin(x) + sin x+? :sm(x)cos?—sm 3 cos(x) + sin(x) + sin(x) cos — + sin — cos

3

= _%sin(x) + sin(x) — %sin(x) =10

Cette égalité est vraie pour tous les réels x.

(x)

10
tan(x)  sin(2x)’

Correction

Les deux membres de cette égalité existent dés que tan(x) est définie et ne s'annule pas,
. ™ . . ™ . . ™
ie.x#0 [E] et dés que sin(2x) ne s'annule pas, i.e. x # 0 [5} Ensuite, si x # 0 [f}

2. tan(x) +

2
1 sin(x)  cos(x)  sin®(x)+ cos?(x) 1 2
=T tan(x)  cos(x) = sin(x)  sin(x)cos(x)  sin(x)cos(x)  sin(2x)’
3. tan(x) L 2

 tan(x) - tan(2x)
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Correction
Les deux membres de cette égalité existent dés que tan(x) est définie et ne s'annule pas,
. s . . s .
ie. x #0 [5] et dés que tan(2x) est définie et ne s'annule pas, i.e. x # 0 [Z] Ensuite,
T
i x#0 [f}
Si X #£ 2
1 sin?(x) — cos?(x — cos(2x 2
) _ s — o) _ —cos(2) _ |
tan(x) sin(x) cos(x) 5 sin(2x) tan(2x)
D'ol le résultat.
Exercice 33. @@0© Montrer que pour tout n dans N*, pour tous (61, ..., 0,) réels,

Z cos (i: 8k9k> =27 f[ cos(6).
k=1 k=1

(e1....en)e{-1,1}"

—‘ Correction

L’exercice peut sembler dur a saisir mais il n'est pas si compliqué si on s'y prend bien. L 'idée est
que dans la somme sur (g1...,€,) € {—1,1}", il va y avoir des termes de la forme cos(a+ b)
et d'autres de la forme cos(a — b) qui, additionnés, vont se transformer en 2 cos(a) cos(b).
L’idée, pour rédiger proprement, est donc de faire une récurrence sur n.

Soit, pour tout n dans N, P, la propositon : V(6y, . .., 0,) € R",

n n
Z cos <Z 5k9k> =27 H cos(6y).
(e1....en)e{-1,1}" k=1 k=1

Démontrons que Vn € N, P, par récurrence sur n.
Initialisation. Pour n = 1. Soit 6; € R. Alors

Z cos(e161) = cos(—01) + cos(01) = 2 cos(61),
616{71,1}

d'ou I'initialisation.
Hérédité. Supposons P, vraie pour un certain entier naturel n. Soient alors (61, ..., 0n,0n11)
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n—+ 1 réels. Alors

n+1 n+1
Z cos (Z 5k6k> = Z Z cos (Z 5k9k>
k=1 (1 k=1

(e1....€n,€n41)E{—1,1}*1 o€n)e{—-1,1}" epp1€{-1,1}

N S o S|

(e1....en)E{~1,1}" k=1 k=1

- Z X2 COS (i 8k9k> cos(On+1)

(e1....en)e{—1,1}" k=1

n
= 2cos(fpi1) Z X COS (Z £k9k>
(e1....en)e{-1,1}" k=1
n
= 2cos(0py1) x 2" H cos(0x) par hypothése de récurrence.
k=1
n+1
= H cos(6x).

k=1

D’ou I'hérédité, et le résultat par le principe de récurrence.
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Indications
[ Se ramener a des sommes connues : la somme des k, des k2, ou les sommes géométriques.

Pour A,, écrire la somme comme une somme double, et séparer les cas j < /et j > /. Pour
B,< mettre la somme sur i a I'intérieur.

[B Calculer d'abord S, puis faire des dessins pour comprendre quels sont les indices pris en compte
dans T,, U,, etc.

. .. -1 . .
[ Pour R,, deux possibilités : utiliser k<2) = H(Z 1), ou utiliser la fonction f : x —

n

n . . .
Z (k) x. Pour Sp.p, regarder quelques exemples a I'aide du triangle de Pascal et conjecturer
k=0 _
une formule simple.

Distinguer lescas A+ u =/ #0, puis A=/ #0.
1. Mettre au carré les deux cotés de I'égalité.
2. Distinguer lescas x <y et x> y.
3. Mettre les deux cotés au carré.
[7] Pour I'inégalité sur ||-||;, écrire la somme et utiliser 'inégalité triangulaire. Pour I'inégalité sur
penser que Vi € [1, n], |xi] < ||x]] -
1 k+1

O — Utili 1+—-=
ihser que 1 + P p

— Utiliser que k.k! = (k+1—1)k!.

oo

i 1 a b c o .
— Déterminer a, b et c tels que m =% + 1 + Pt puis introduire
1 1
Ux = PRy et reconnaftre un télescopage faisant intervenir uy.

[I0 Pour le 1., faire une récurrence sur n.
[I1] Regrouper les termes deux par deux.

— pour S, deux possibilités : calculer la somme E ij, puis exprimer S, a 'aide de cette
1<ij<n
somme, ou bien calculer simplement la somme double.

— pour U,, deux méthodes proposées : séparer la somme en deux ou faire un changement
d'indices.
Développer simplement |'expression.

Penser qu’un polynéme de degré 2 de signe constant est de discriminant négatif.

w b=

1
Utiliser que 1 = y/a, x ——.
v dk

M4 1. Utiliser le fait que 2¥ est constant dans la seconde somme.
2. (a)
(b) Remplacer a,x par son expression.
(c) Prendre ax = 2K et By = k.
3. (a) Penser que la dérivée d'une somme est la somme des dérivées.

(b) Penser que f(x) est la somme des premiers termes d'une suite géométrique.
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. . -1
I8 Pour T,, s'inspirer de |'exercice . Pour U, utiliser la formule k(Z) = n(z - 1).

07 Comme le résultat est déja donné, faire un raisonnement par récurrence.

e (3)(0-4) - ()

1.
2. (a) Calcul fait a I'exercice [18]

(b) Ecrire une somme double et inverser les termes, puis utiliser la question précédente.

1
2. Dire qu'il faut que 54+ 7(k —£) = 17.
231 1. Distinguer les cas.

2. Distinguer m =1, m = —2 et le reste.
Il faut ici faire une analyse-synthése !
Penser que I'on peut multiplier par 2\ et reconnaftre une identité remarquable.
1. Disjoindre les cas.
Changer un + en —

Faire simplement le calcul.

il S

D7 Démontrer que |x+y| > |x] + |y] et penser a des nombres rationnels simples pour

montrer qu'on n'a pas égalité.
2. Démontrer que |nx] —n< n|x] < | nx].

Faire une récurrence : pour I'hérédité, étudier préc'isément la différence de deux termes,
développer le numérateur et le dénominateur de la fraction : ne pas avoir peur de calculs un
peu gros.

a .. )
— Poser x = 5 utiliser la formule du bindme de Newton.

1
— Vérifier que pour tout y > 0, y + ; 2 2.
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