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Chapitre 3
Nombres complexes

1 Corps des nombres complexes

1.1 Une idée de la construction

,—[ Définition 1 (Pseudo-définition des nombres complexes)} )

1. On définit C comme un ensemble contenant R et contentant un nombre / tel que /2 = —1,
tel que tout élément z de C s'écrire sous la forme z = a + ib, avec (a, b) € R?,

2. L'écriture z = a+ ib est unique et on note
a=NRe(z) et b=Tm(z).

a est la partie réelle de z et b est la partie imaginaire de z.
3. C est appelé corps des nombres complexes.
4. Les réels sont les complexes de partie imaginaire nulle.

5. Les nombres complexes de partie réelle nulle sont appelés imaginaires purs. On note leur
ensemble /R.

f—1 Remarque 2 2

1. Ainsi, une égalité entre deux nombres complexes correspond a deux égalités entre des
nombres réels : égalités des parties réelles et des parties imaginaires.

2. On sent que dans la définition précédente, on n'a pas fait de maths... mais construire les
nombres complexes n'est pas si évident :

e on peut les définir a I'aide de R?, sur lequel on définit une loi @ et une loi ®
correspondant aux lois de la proposition suivante,

e on peut les définir a I'aide de matrices 2 x 2 (on en parlera un peu dans le chapitre
sur les matrices)

e on peut le définir comme la cléture algébrique de R, c'est-a-dire le plus petit corps
algébriquement clos contenant R, c'est-a-dire le plus petit ensemble avec des lois
+ et X tel que tout polyndbme admette une racine sur R.

[Proposition 3 (Opérations sur les complexes)]

1. ¥(z,7) € C?, Re(z + Z') = Re(2) + Re(Z) et Im(z + 2') = Im(z) + Im(Z).
2. Soit (z,7') € C2.
esiz=a+ibetZ =3a+iV,

zZ = (a+ib)(a +ib)=ad +aibl +aib— bt = (ad — bb') +i(ab' + a'b).
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e En d’autres termes,

Re(zZ') = Re(2)Re(Z) — Tm(z2)Im(Z),
Im(zZ') = Re(2)Tm(Z') + Re(2')Im(2).

1.2 Conjugaison, module

( Définition 4 )

Soit z = x + iy un nombre complexe.

1. Le conjugué de z, noté z, est le nombre complexe
Z=x—1y.

2. Le module de z, noté |z|, est le nombre réel positif

|z| = VX2 + y2.

Remarque 5

Si on représente z = a + ib dans un plan, Z est le symétrique de z par rapport a |'axe des
abscisses.

Soit (z, z") des nombres complexes. Alors

1. si z est réel, son module et sa valeur absolue coincident,

2. z4+Z =2%e(2),
3. z—Z=2iTm(z2),

4. zz = |zJ?,

z+ 7 =7+ 7,

zxzZ =zZx 7,

P P N
<
S
m
Z

10. |zZ'| = |z||Z|,
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1

. 1
11. Si z #0, ’z‘_2|'

12. |z + Z']? = |z]* + 2Re(2Z) + |2/

Démonstration

On ne va prouver que le dernier point!

z4+ 2P =(z+2Z)z+72)
=(z+2)(z+7)
=274 zZ + 77+ 77
=z + zZ + 27 + |Z|?

= |z|? + 2%Re(zZ)) + |2/

[Point de méthode 7}

Meéthode de la quantité conjuguée. Si I'on doit déterminer la partie réelle d'un nombre complexe

o, X+ , . . S
qui s'écrit sous la forme o i))j" une bonne méthode est celle dite de la quantité conjuguée :

on écrit

xX+iy  x+iy ><x’—/'y’
X +iy  xX+iy " X —iy
_ i) +iy)
- X/2 +y/2
_oxx —yy'  xy 4+ Xy
- X/2 +y/2 IX/2 +yl2 :

Exercice 8

Calculer les parties réelle et imaginaire de

1
1+3i

Soient z et Z' des complexes.

1. |Re(z)| < |z|, avec égalité ssi z € R.
Re(z) < |z] avec égalité ssi z € R
|Jm(z)| < |z| avec égalité ssi z € /R.

2. (inégalité de Cauchy[f}SchwarzP))

Re(z7') < |27]
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avec égalité si et seulement si z et Z' sont positivement colinéaires, i.e. I\ € R, tel que
Z=Xzouz=M\7.
3. (inégalité triangulaire)
lz+ 2| < |z| +|Z|
avec égalité ssi z et Z' sont positivement colinéaires.

4. (inégalité triangulaire renversée)

<l|lzxZ| < z| +|Z]

[REd

Démonstration

1. On écrit la suite d'inégalités
Re(2) <) [Re(2)| = VRe(2)? () \/9%(2)2 +Im(z)2 = |z|.

Il'y a égalité entre |Re(z)| et |z| si et seulement s'il y a égalité dans (2), i.e. ssi Im(z) = 0,
i.e.ssi z€ R,

Il'y a égalité entre JRe(z) et |z| si et seulement s'il y a égalité en (1) et en (2), i.e. ssiz€ R
et Re(z) = |Re(2)], i.e. z=|z|, i.e. z€ R,

On fait de méme pour la partie imaginaire.

2. Déja, si z ou Z' est nul, I'égalité est vraie et si z ou Z' est nul, les deux vecteurs sont bien

positivement colinéaires.
On suppose désormais que z et z’' sont non nuls. On sait que

Ne(zZ') < |2Z'] = |2||Z] = |z]|Z]],
avec égalité ssi zz/ € R,. Or, on a les équivalences suivantes :
zZZ eRy & INER,, zZ/ =)
S INeER,, z7/7 =\

S INER,, z|ZPP =2

>\ !
B

S ueR,, z=uz,

SINeERy, z=

d'ou la condition recherchée!

3. Comme les quantités manipulées sont positives, on a I'équivalence suivante :
z+Z|< |zl +12] & lz+ 2P < (|2 +12])°
& |22 +2%e(22') + |2 < |2 + 2z]|2'| + |27

& Re(z72) < |2]|7|

1. Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, mathématicien francais.
2. Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921, mathématicien allemand.
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Or la derniére proposition est vraie par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Il'y a égalité si et seulement s'il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e. ssi z et 2/

sont positivement colinéaires.

4. Déja, comme | — Z'| = |Z/|, ceci explique que I'inégalité est vraie, que I'on remplace Z' par
—Z'. On démontre donc seulement

'l

121 =121 <1z + 21 <2l + 12

et, donc, comme l'inégalité triangulaire a été prouvée, on démontre que

121 = 11| <12+ 2/,

i.e. que
Izl = 2| <|z+Z]et [Z]—|z] < |z + 2.

Démontrons la premiére inégalité :

2| =lz+2' - 7

< |z + Z'| +|Z| par inégalité triangulaire

donc |z| — |Z/| € |z + Z/|. La seconde inégalité est donc démontrée et le résultat est prouvé !
|

2 Nombres complexes de module ‘— argument

Le but de cette section va étre d'adapter la représentation des complexes a la multiplication. En
effet, si la loi de somme sur R? est tout a fait naturelle, celle du produit est plus compliquée. Par

exemple, que vaut
-\ 42
<1 + /) 7
V2

Une maniére d'adapter les nombres complexes a la multiplication va étre de considérer |'écriture
exponentielle des nombres complexes.

2.1 Cercle unité

Définition 10

Le cercle unité, appelé aussi groupe des nombres complexes de module 1, est la partie de C
notée U et définie par

U:={z€C, |z|=1}.

Remarque 11
VzeC, zeUs |z| =1. ]




MPSI Pasteur 2024-2025
Complexes

N. Laillet
W. Ngambou

Proposition 12

L'ensemble U vérifie les propriétés suivantes :

1. UccCr,
2. 1€0,
3. V(z,7)€eU? zx Z €T,

1
4, VZEU,;GU.

On dit que U est un sous-groupe de (C*, x).

Démonstration

P b=

Déja, pour tout z de U, |z| = 1 donc z # 0.

|1l =1donc1eU.

Soit (z,2') € U%. Alors |zZ'| = |z||Z/| =1 x 1 =1, donc zZ' € U.
Soit z € U. Alors

1
donc — € U.
V4

Proposition 13

1
Pour tout zde U, z = 7

Démonstration

| Soit z € U. Alors |z|2 =1, iezz=1ie.Z=

. a
Soient a et b deux nombres complexes de module 1. Montrer que 152

N =

Exercice 14

est un nombre réel.

,_[ Définition 15 (et propriété)}
Soit z € C.

1. ze U< I € R, z=cos() + isin(d)
2. si 6 € R, on note e = cos(8) + isin(6)

3.
Y(0,p) € R?, e = e < 0 = p[27],
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ol la derniére égalité signifie

3k e€Z, 6=+ 2km.

,—‘ Remarque 16 )

1. Il faut pouvoir représenter graphiquement le cercle trigonométrique.

9 avec 6 € [0, 27, 6 est la longueur de I'arc de cercle entre 1 et z.

0

2. Siz=¢
n'est pas anodine, méme si pour I'instant on doit distinguer exponentielle
+00 _k
réelle et complexe (qui trouveront leur union dans la jolie formule e = E 0
k=0

3. La notation &

Proposition 17

Soient 8, ' dans R? et n € Z.
1. et — gi(6+0)

e
1
- .—if
2. e e
3. el =1
ig\ N
4 (e/e> :eln(-}'

Proposition 18

Soit 8 € R.

1. Formules d'Euler :

ei9 + efie ei9 _ efie

cos(f) = > = ‘ﬁe(em) et sin(9) =

2. Formule de Moivre :

Vn €N, (cos(8) +isin(8))" = (e)" = '™ = cos(nB) + isin(nb).

2.2 Un peu de trigonométrie

Réviser le chapitre 2!

Exemple 19 (Exemples fondamentaux d’applications — a connaitre comme du cours !)

1. (Méthode de I'angle moitié¢) Pour simplifier des expressions du type 1 + e’ I'idée fonda-
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. TR
mentale est de factoriser par e'2. Ainsi,

2. Soit 6 € R, n € N. Calculons Y sin(kf) = S,,.
k=0

n
L'idée fondamentale est de penser au fait que S, = Jm (Z e"k9>. Or,

k=0
n n n+lsie?=1
2: ke _ ioyk _ )
e = (e ) = 1— (619)n+1 )
k=0 k=0 1—76’9 sinon.

Sie=1,ie 6=0[2n] alors S, = Jm(n+ 1) = 0. Sinon,

n ei(n+1)9

ok 11—
() =

k=0
e/%le (e*"%le = e"%m)

Donc

On peut faire de méme pour la somme des cos(k6).

3. Linéariser des grosses puissances de sin ou de cos.

[Point de méthode 20}

L'idée est la suivante :

e on utilise les formules d'Euler,
e on utilise le binbme de Newton,

e on réutilise les formules d’Euler.
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Par exemple, si on veut linéariser cos®(6), on écrit

I —io\ >

3—12 (€ + &)

% (1.e50e040 | 5 4018 4 1030210 4 1020210 | Geife—4if 4 1 (010650
3% (€% + 5e%° + 10e” + 10e " + 5e 730 +e71%)

3—12 (2cos(56) +5 x 2 cos(39) + 10 x 2cos(9))

1—16 cos(50) + 3 cos(30) I = cos(@)

Attention aux / et aux signes — avec les sinus. Par exemple,

ol _ o—if
(=)

— _81l ( 3i0 3619 + 3e e—3f9)

_ _é (2isin(36) — 3 x 2isin(8))

sin®(9) =

1 . 3.
==7 sin(30) + 2 sin(6).
4. (propriété importante en physique)

V(a, b) € R?, 3(A ) € R, xR, Vt € R, acos(t) + bsin(t) = Acos(t — ).
Soit (a, b) € R?.
Analyse. On suppose qu'il existe A et ¢ tels que pour tous t dans R,
cos(t) + bsin(t) = Acos(t — ¢) = Acos(t) cos(p) + Asin(t) sin(p).

Pour t =0, a = Acos(yp),
Pour t = g b = Asin(p).
alors

2> + b? = A% cos? () + A?sin?(p) =

donc, comme A >0, A= +/a2+ b2.

Donc
cos(p) =

 est donc unique modulo 27.
Synthése a peu prés évidente !
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2.3 Argument d’un nombre complexe

f Définition 21 )
1. Soit z€ U, 6 € R.

Si z =€, on dit que 6 est un argument de z.
Si 6 € [—m, m[, il est unique et on I'appelle argument principal de z, noté arg(z).

_ z
2. Si z € C*, un argument de z est un argument de ﬁ
z
Par convention, 0 n'a pas d'argument.
3. L'écriture géométrique, ou polaire d'un nombre complexe z est I'écriture de z sous la
forme z = pe® ot p = |z| et, si z # 0, 6 est un argument de z.

Proposition 22

1. Y(p, r) € (R*)?, V(6, p) € R?,

. ; =Ns
pe’® = re’ < P
0 = p[27]

|z| = |2

2.¥(z.2)e(C)Y z=7% {arg(Z) =arg(Z')

3. V(z,Z) € (C*)?,
arg(Z) = —arg(2)[2n]

arg (i) — —arg(2)[2n]

arg(zz') = arg(z) + arg(Z')[27]

Exemple 23

1. Déterminer la partie réelle et imaginaire de (1 + /)3,

Pour ce faire, on écrit que 1 + /7 = V2e'% | et donc que
(14 )% = V2200 o g300if _ 5150750 _ 5150

2. Déterminons un argument de 1 —e? (avec 6 # 0[27]). On utilise la technique de I'angle

moitié :
i0 0 _ ;6 o S 9 e
1—e%=¢2 (e ’2—e’2):—2/sm 5 ez,
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Donc,

N
N| D
N———
N———
_l’_

o5)

-

[(e]
—
(D\
SIS
N—
N
il

arg(1 — e?) = arg(—2i) + arg (sin

f_E €_|_a Si g [2]
=-5tgtag(sin{; T
6 m .. (0
- — >
BE 2[27r]5| S|n<2))/0

16 7 .. (0
— — — 1 K
2+2[27r]5|sm<2 <0

. [6 . .
Remarque sin <2> > 0 si et seulement si

€ U [2km, T+ 2k]
kEZ

©
2

0 € | [4km, 2m + 4kn] .
KEZ

2.4 Exponentielle complexe

Définition 24
Soit z € C. On définit

e? — eme(z)eijm(z)

Exemple 25
Ainsi, si z = (1 + /)g,

N
ol
N
ol

|
5

Soient (z,7') € C*>, n€ N.
1. e #£0,

Re(z)

. ef] = ‘em(z) =Je

_ ‘ eIm(2)

2
3. e
4
5
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6. (ez)n — e
7. €2 = €7 si et seulement si
Ik e€Z, z=27 +2ikm.

[Proposition 27 (Surjectivité de I’exponentielle)]

Soit z € C*. Alors il existe w dans C tel que z = e¥.
Siwp € C vérifie z = €, I'ensemble des solutions de I'équation z = e est {wo+2ik™, k € Z}.

Démonstration

Comme z € C*, on dispose de (p,8) € R%. x R tels que z = pe'”.
Posons a = In(p), w = a+ i6.

Alors w € C et e¥ = %’ = pe'? = z.

De plus, si wq est une solution et o € C,

z=e"o e =" =1 wy —a=0[2in],

d'ou le résultat. W

3 Résolution d’équations

Le but de cette partie est de résoudre des équations polynomiales! On ne pourra pas tout résoudre,
mais on va donner quelques techniques.

3.1 Généralités sur les polynomes

f Définition 28 )

1. Un polynome P de degré n € N est la donnée de n+ 1 coefficients ag, . . ., ap. SizeC,
I'évaluation de P en z est P(z) = ag + a1z + -+ - + a,z".

2. Si a, # 0, on dit que le degré de P est n.

3. On dit que deux polyndmes P et Q sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont
€gaux.

4. On note C[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans C.

5. On note C,[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans C de degré inférieur ou égal
an.
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Remarque 29

1. Par convention, le degré du polynéme nul est égal a —co.

2. On ne démontre pas les propriétés suivantes, mais le degré d'un produit est la somme
des degrés, et le degré d'une somme est < au maximum des degrés.

Définition 30
Soit P € C[X], @ € C. On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

Soit P un polynéme, a € C. Il existe un unique polynéme Q dans C,_1[X] tel que

VzeC, P(z) =Q(z)(z—a) + P(a).

Démonstration
Premiére preuve, trés courte! Soit z € C, P(z) = ap + a1z + az> + --- + ap,z".
Alors P(a) = ag + a1 + - - - + apa”. Ainsi,
P(z) = P(a) = ap + a1z + apz” + -+ + ap 2"
—ap+aia+---+apa”
=a(z—a)+a(z?—a®)+a3(2> —a®) + - +a(z" —a).
Mais, pour tout k dans [[1, n], z¥ — a* se factorise par (z—a)! (identité de Bernoulli) Ceci permet

de dire que P(z) — P(a) = (z — o) x ( une expression polynomiale en z).
On peut s’arréter 1a ou bien étre plus concret :

P(z) = P(a) = Xn:ak(zk —a)
k=1

n k—1
= Z(Z —a)ak Z Zigk1
k=1 i=0

=(z-a) xQ(2),
n k-1
ol Q(z) = ZZ axz' ok
k=1 i=1
n
Deuxiéme méthode, beaucoup plus longue! Soient (ag, .. ., an) tels que P(z) = Z axz"
k=0

On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On suppose qu'il existe @ dans C,_1[X] tel que

VzeC, P(z) =Q(z)(z—a)+ P(a)
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n—1
On écrit que Q(z) = Z bkz". Alors, si z € C,
k=0

n—1

Q(2)(z —a) + P(a) = Y bi(Z¥ — az") + P(a)
k=0

n—1
= Z bez" Tt — Z abz" + P(a)
k=0

n n—1
= Z bp_12* — Zabkzk + P(a), en posant £ =k + 1 dans la premiére somme
k=1 k=0

n—1
= bn,lz” + Z(bk71 — Oébk)Zk — bQOL + P(OL)
k=1

Mais comme Vz € C, P(z) = Q(z)(z — a) + P(a), les coefficients de ces deux polynémes sont
égaux, donc
bh—1=a,

bn72 - abnfl = dp-1

bp—z —abs_2 = an_»

bo — Olbl = a
On a affaire a un systéme échelonné! Ainsi,
bnfl = dn
bn72 = Olbn71 + ap—1 = aap + an—1

bz = abp_o + an—o = aa, + Aap_1 + an_o

Par récurrence, on démontre que pour tout k, b,_x = ak_lan + a"_2an_1 + -4 ap_k+1. Cec

prouve |'unicité de (b, .. ., bn).
Synthése. Posons, pour tout k dans [0, n], by_x = o ta, + a*2a, 1+ + an k1, et Q(2) =
n—1
Z bkz¥. Soit z € C. Alors
k=0
n—1
Q(z)(z — @) + P(a) = by12"+ Y (b1 — aby)z" — by + P(cx).
k=1
Or, bp—1 = ap, et le méme calcul de dans I'analyse montre que pour tout k dans [1,n — 1],

bx_1 — abyx = ak. Ensuite,
n
boot = bp_pa =a x (@™ ta, +a" a1+ +ay) = Z axa = P(a) — ap.
k=1

Ainsi, —bgax + P(a) = ag et, pour tout z dans C, Q(z)(z — o) + P(a) = P(2).
Ceci prouve I'existence et le résultat. B



MPSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
Complexes W. Ngambou

Proposition 32

Soit P € C[X], a une racine de P. Alors il existe Q dans C,_1[X] tel que pour tout z dans C,
P(z) =Q(z2).(z— a).

Démonstration

| Evidente! m

On admet ensuite le théoréme de D'Alembert-Gauss

Théoréme 33
Tout polynéme a coefficient dans C admet une racine. ]

Ceci permet de factoriser n'importe quel polynéme, puis de factoriser le polynéme Q, etc. D'ou le
résultat suivant

Proposition 34

Soit P € C[X]. Il existe A € C, appelé coefficient dominant, r € N, (ay, ..., o), appelées
racines de P, (mq, ..., m,) appelées multiplicités des racines de P, tels que

VzeC, P(z)=A][(X —a)™.
k=1

En particulier, on a le résultat suivant

Proposition 35

Soit P un polyndme de degré 2, P(z) = az®> + bz + ¢, x; et x, les deux racines de P. Alors
b

c
X1 Xp = 3 et x1 +x = e

Proposition 36

n r
Soit P un polynéme, tel que pour tout z dans C, P(z) = Z azk=A H(X — a)™. Alors
k=0 k=1

dn—-1

la somme des racines (comptées avec multiplicité) est égale & — et le produit des racines

n

S a
(comptées avec multiplicité) est égal a (—1)"8—0.
n
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3.2 Résolution d’équations du second degré

[Proposition 37 (Extraction de racine carrée.)j

Soit a un nombre complexe non nul. Alors il existe deux nombres opposés w et —w tels que

Remarque 38

Ne JAMAIS écrire w = v/a! La racine carrée d'un nombre réel positif est uniquement dé-
terminée (v/x est I'unique nombre positif tel que \/>?2 = x) alors qu'une racine d'un nombre
complexe quelconque n'est pas uniquement déterminée. En d'autres termes, il n'y a pas moyen
de distinguer / et —i.

Démonstration

Nous allons donner deux preuves, I'une utilisant I'écriture algébrique, I'autre I'écriture exponentielle.
Premiére preuve

Ecrivons z = x + iy avec (x,y) € R?.
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Soit w = a4+ ib un complexe. Alors on a les équivalences suivantes :

w=z& (at+ib)?=z+iy

s a>+2iab— b =x+iy
a>— b’ =x
< { 2ab=y
a®— b =x
2ab=y
lomega?®| = |z| (cette équation est déja contenue dans w? = z)
a’—b>=x
2ab=y
a> + b = |z|

a2 — b =x
o 2ab=y
a2_x+|z\ X+ /X242

2 2
24 /X+\Z|a2_b2 —
& 2
2ab=y
xtlzl o o lzl=x
PN ==+ Tb = a —X_T
2ab=y
B x+lzl | [lzl—=x
o a=+ 5 b =+ >
2ab=y

Ceci donne deux solutions, a est positif ou négatif, et le signe de b est déterminé a I'aide du signe
de a et de la condition 2ab = y. Deuxiéme preuve

Ecrivons a = pe’?, et posons w = re'®. L’équation w?

= a s'écrit alors
r2e2l¢ _ pe/9.
Onadoncr’ =p,ie r=./p, et

e2/¢ _ 6’0,

2¢ = 6[2],
ie. Ik eZ,

2¢ = 6 + 2k,
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0 0
ie.FkeZ, ¢p= 5 + km, ie. o= E[w], ou encore

N D

(p==[27]) ou ¢p = g + m[2m].

D’'ou deux solutions, w; = ﬁe’g, Wy = \/ﬁe’(g+”) =—w;. A

Remarque 39

Méme si la seconde preuve semble beaucoup plus simple que la premiére, la premiére méthode
est utile lorsque la forme exponentiel le du nombre en question n'est pas évidente.

Exemple 40

Déterminons les racines de 3 + 4.
Soit w = a+ ib un complexe. Alors

w?=(3+4i)? & a*+2iab—b>=3+4i

a?—b2—3
& 2ab=4
2+b=5
a@—b=3
& 2ab=4
2a° =8
b* =1
& < 2ab=14 (i.e. a et bsont de méme signe)
22° =8

a=2etb=1loua=-2etb=-1

[Proposition 41 (Résolution des équations du second degré)}

Soient a, b et ¢ trois complexes, a # 0, et (E) I'équation

ax? + bx+c=0. (B)
Soit A = b? — 4ac le discriminant de (E). Alors
(i) Si A =0, alors I'équation admet une unique solution

—b

Xo — 275]
(ii) Si A # 0, alors I'équation admet deux solutions distinctes
= —b—wy o = —b+w’

2a 2a
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oll w est une racine de A.

Démonstration (Idée fondamentale)

On passe par la forme canonique :

b
a22+bz+C=a<a2+az+§)

o
432 2
b\? b4
((a+ ) — ac) si § est une racine de A = b? — 4ac

Il
o
N
L
+
)
vl
N————
N

Il
W

432

I
o
P
N
_|_
le
~
N
|
N
N
NS
~
N
N———

,—‘ Remarque 42 N

Deux remarques importantes sur le second degré :

1. Si z est solution d'une équation du second degré a coefficients réels, alors Z est aussi
solution de cette équation.

2. Si x; et xo sont les solutions de az?> + bz +c =0,

X1+ Xp = ——
a

x _ b*— (b —4ac) ¢
A 432 a

(. J

3.3 Racines n-iemes de l'unité

On va s'intéresser dans cette section a des sous-ensembles particuliers et fondamentaux de U, a
savoir les racines n-iémes de |'unité.

Définition 43
Pour tout entier naturel n, on définit le groupe des racines n-iemes de I'unité, noté U,, comme
I'ensemble

U,={zeC, z"=1}.
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Proposition 44

L'ensemble U, muni de la loi x est un sous-groupe de U, c'est-a-dire que
(i) U,CU,

(i) vz,Z € U,, zZ/ €U,.

(iii) 1€ U,.

(iv) vzeU, 37 €U, zZ/ =1.

Démonstration

Soit z € Uy,. Alors |27 = 1] =1, i.e. |z|” = 1. Or, |z| > 0, donc |z| = V1 = 1.
"=1donc1leU,,

Soit (z,7') € U2, Alors (zZ/)" = z"(Z)"=1x1=1.

Soit z € U,,. Alors

B b=

Proposition 45

Pour tout entier n,

U, = {e™*, ke [0.n—1]}

et Card(U,) = n (i.e. U, posséde n éléments).

Démonstration

Z"=0"=1.
D'ou I'inclusion réciproque.
e/nG 1= e/ O

: . 2k
Donc nf = 0[27], donc on dispose de k € N tel que nf = 2km, i.e. = —

Effectuons alors la division euclidienne de k par n :
k=qn+r avecqgeZetrel0n—1].

Alors

p i2(antn)m i jrm 2irm
Z:e:e:e/ m :62/q7r+21n =ern,

et r € [0, n— 1], d'ou I'inclusion directe et I'égalité.

de [0,n—1], alors e ;éezn .

Soit z € U,. Alors z € U, donc on dispose de 8 € R tel que z = €. Or, 2" =

Soit z € { , kefo,n— 1]]}. On dispose alors de k € [0, n— 1] tel que z = e"»". Alors

1< donc

Montrons ensuite que [U a bien n éléments : il suffit de montrer que si k # £ sont deux éléments
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2

On démontre la contraposée : soit (k,£) € [1, n]? tels que e“ =", Alors on dispose de p € Z
tel que
2ikm  2idT
= + 2pm,

n
donc
k—4=pn.

Or,0<k<<n—let—(n—1)<—£<0,donc
—(n—=1)<k—-£<n-1,

donc |k — €| = |p|n. Si p# 0, |p|n = n, absurde! Donc p =0, donc k = £. D'oli la contraposée de
la proposition et le caractére distinct des éléments de U,,. B

Remarque 46
On a aussi U, = {ez/nm, k e [1,n]}. ]

Exemple 47
Décrivons les premiers U, pour nde 1 a 5.
1. U; = {1}
2. U, ={-1,1}
3. Us = {1,J,/%} ou j = e?*™/3_ Ces points sont au sommet d’un triangle équilatéral.
4. U, ={1,-1,i,—i} : les sommets forment un carré.
5. Us : les sommets forment un pentagone.

Exercice 48

Déterminer I'écriture algébrique et géométrique des nombres

o 14y, 144 1= 14 42 1+2+ /4

Proposition 49

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Alors

n—1
2ikm

e n = O
k=0
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Démonstration

Calculons

nsien =1lile.ssin=1.

sinon

2im

1—en

Exercice 50

2ikm

—
Que vaut He n 7
k=0

3.4 Extraction de puissances

De méme que I'on a appris a extraire des racines carrées, nous allons extraire des racines n-iémes
de nombres complexes.

Proposition 51

Soit a un nombre complexe non nul, de module p et d’argument principal 8. Alors I'ensemble
des solutions de I'équation w” = a d'inconnue w € C est

{(Vpe's x o, a € Uy} = {\"fpe'(%J”szw), ke0,n— 1]]}

Démonstration

Déja, wo = /pe'n est clairement solution. Ensuite, si w € C, on a I'équivalence

n
w w
w”:z@w”:w{}@(> =l —celU,3JdacU, w=uwy X a.
Wo Wo

Exemple 52
Déterminons les racines cubiques de 1 + /.
o déja, 1+i=2e%,
. 3, ..7\3 o
o siwp =265, alors w3 = (2%) (e’2> =V2e'%.
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Donc I'ensemble des racines cubiques de 1 + / est
{woa, & € Us} = {wo, waj, wos?}
= {28e8, 2tel(E+E), 2teil+9)}
Exercice 53
Résoudre I'équation (z — i)* = (z +i)* d'inconnue z € C. ]

3.5 Cas général

On ne sait pas, en général, résoudre les équations de degré n. Que connait-on?
e degré 3 : formules de Cardan
e degré 4 : formules de Lagrange
e degré > 5 : il n'existe pas de formule générale! (prouvé par Galois)

On a en revanche le théoréme de D'Alembert-Gauss

Théoréme 54
Toute équation polynomiale sur C admet au moins une solution.
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4 Considérations géométriques

Cette partie va nous permettre d’'interpréter géométriquement toutes les propriétés déja vues sur
les complexes, et de clore en beauté le chapitre.

4.1 Plan complexe et affixe

Dans toute cette section on effectuera I'identification de R? a C. Pour un point du plan R? de
coordonnées (x, y), on appelle affixe le nombre complexe x + iy. On définit de méme I'affixe d’un
vecteur.

Soient A, B, C, D des points d'affixes respectives (a, b, ¢, d).
1. b — a est I'affixe du vecteur A—é
2. |b— a| est la longueur du segment [AB],

—

N N 1
3. arg(b — a) est une mesure de I'angle (v, AB), ou U est le vecteur <O)

d— gl
4. arg (13_;:> est une mesure de I'angle (AB, CD).

4.2 Transformations du plan

Avant de voir le lien entre nombres complexes et transformations, on va expliciter les différentes
transformations du plan.

” Définition 56 \

1. Une transformation du plan est une application ¢ qui a tout point M du plan associe une
unique image M’ = o(M).

2. Si p et 9 sont deux transformations du plan, on définit la composée de @ et de 1), notée
© o1 par : pour tout point M du plan,

@ o P(M) = o(b(M)).

En particulier, on remarque que |'on regarde d'abord I'image de M par 4 puis I'image de
Y(M) par ¢.
3. On dit que @ et 1) commutent si p o1 =P o .

(. J

Définissons alors certaines transformations et regardons leurs effets.
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f—{ Définition 57 )

_—
1. Si U est un vecteur, la translation de vecteur U associe a M le point M’ tel que MM’ = 1.

e

Ici, AA =T, BB =1, CC = 1.

2. Soit Q un point 8 € R. La roEa_tion de centre €2, d'angle 6 associe a tout point M le point
M’ tel que QM = QM et (QM, QM’) = 0 (I'angle étant orienté).

Ici, I'angle est de %

3. Soit Q un point, A € R*. L’homothétie de centre 2 et de rapport \ est la transformation
qui a tout point M associe M’ tel que

o QM = |NQM,
e O, M et M sont alignés,
e — siA>0, Met M sont du méme coté de €,

— si A <0, ils sont de chaque coté de €.
Cela se traduit par QM = AQM'.
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. 1
Ici, le rapport est de —5

,—{ Remarque 58 ~

Quand ces transformations commutent-elles ?

1. Deux translations commutent toujours!

2. Une translation et une rotation ne commutent pas :

o A'B'C’ est I'image de ABC par la translation de vecteur o, et A”B”C" est I'image
. b
de A'B'C’ par la rotation de centre Q et d’angle —3

: . ™
e A1B1C; est I'image de ABC par la rotation de centre €2 et d'angle —3 et FGH est
I'image de A;B:C; par la translation de vecteur 0.
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MPSI Pasteur 2024-2025
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3. Une rotation/homothétie et une rotation/homothétie de méme centre commutent :
. ) T
regardons un exemple avec une homothétie de rapport —0.5 et une rotation d'angle 1

e Homothétie, puis rotation.

e Rotation, puis homothétie.
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N

4. En revanche, une rotation et une homothétie de centres différents ne commutent pas.
On prend la rotation de centre

. . 1
e A'B'C’ estI'image de ABC par I'homothétie de centre Q et de rapport 5 et A”B"C"

. . T
est I'image de A'B’'C’ par la rotation de centre O et d’angle 7

. . s
e A|B{C] est I'image de ABC par la rotation de centre O et d’angle 2t DEF est

. . 1
I'image de A} B;C} par I'homothétie de centre 2 et de rapport 5

f—‘ Remarque 59 )

Toutes ces transformations ainsi que leurs composées préservent :

o les rapports entre longueurs (le théoréme de Thalés, c'est une homothétie!)

e les angles.

On appelle ces transformations ainsi que leurs composées similitudes directes.

(.
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4.3 Nombres complexes et transformations

[Proposition 60 (Expression complexe des transformations)}

1. Si T est un vecteur d'affixe zz, la translation de vecteur U associe a tout point M
d’affice z le point M’ d'affixe z + z7.

2. Soit Q2 d'affixe w, 6 € R. La rotation de centre Q et d'angle 8 associe a tout point M
d'affixe z le point M’ d'affixe z’ vérifiant

7 —w=e%z-w).

3. Soit Q d'affixe w, A € R*. L'homothétie de centre 2 et de rapport X\ associe a tout point
M d’affixe z le point M’ d'affixe z’ vérifiant

Z —w=Xz—-w).

Démonstration
Soit M un point d'affixe z.
1. Evident.
2. Si M'(Z') est I'image de M par la rotation d'angle @ de centre Q,
esiz=w, 7 =w,
e sinon, QM = QM et (QM, W) = §[2w]. Donc

/_
z w‘_l
zZ—w
et ,
Z —w
= 6[27].
arg (£=2) = ofer)
Donc
z’—w_ P
z—w

d'ou le résultat!
3. Si M'(Z) est I'image de M par I'homothétie de centre Q et de rapport X, alors

QM = \QM,

donc
Z—w=Xz—-w),

d'ou le résultat.
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Exercice 61

Soit Q(1 4 2i). Donner I'expression complexe de @ o 1) oll ¥ est la rotation de centre 2 et
T .
d'angle 5 et @ est 'homothétie de centre (2 et de rapport 4.

Finalement, toutes ces transformations sont des transformations « affines » en z. C'est le but de la
propriété suivante :

[Proposition 62 (Expressions complexes de similitudes directes)

Soit (a, b) € C?, s la transformation qui a tout point M d'affixe z associe M’ d'affixe 2/ = az+b,
avec a # 0.

1. si a =1, s est la translation de vecteur u d'affixe b,

_ b _ .
2. sia# 1, on pose w = 1 et Q d'affixe w. s est la composée de la rotation de centre

—a
Q et d'angle arg(a), et de I'homothétie de centre Q et de rapport |a|.

Démonstration

1. sia=1, pour tout M(z), s(z) est d'affixe z+ b, il s'agit donc de I'affixe de I'image de M(z)
par la translation de vecteur T d'affixe b.

2. On cherche si la transformation admet des points fixes. Soit w € C. Alors w est un point fixe
b

de la transformation ssi s(w) = w, i.e. ssi aw + b = w, i.e. ssi w = 7

On pose donc w = T3 et Q(w).

Soit z € C, M(z), 7' Iaffixe de I'image de M. Alors
7 =az+b.
Or,
w = aw + b,

donc

7 —w=a(z—w).

Si p=a| et 8 = arg(a), alors _
7 —w=pe’(z —w),

donc M'(Z) est I'image de M par la composée de la rotation de centre Q et d’angle arg(a),
et de I'hnomothétie de centre Q et de rapport |a|.

Exercice 63
Caractériser la transformation qui a M(z) associe le point d'affixe 2’ = (2 — 2/)z + (3 — /). ]
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Remarque 64

Les similitudes de la forme z — az 4 b sont appelées similitudes directes.
Il existe des similitudes indirectes, comme les symétries axiales, qui s'expriment sous la forme

z — az + b. |l faut essentiellement connaitre z — Z qui est la symétrie par rapport a I'axe des
abscisses.
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