MPSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet
DM 02 nlaillet.math@gmail.com

DM 02
a travailler en autonomie

Rappel. Le DM doit comporter votre nom, votre prénom, la formule choisie (écrite trés clairement
en début de DS), le temps passé, I'aide recue/le travail en groupe. Je me réserve le droit de ne pas
corriger le DM si I'une de ces informations vient & manquer.

Formules Je propose trois formules pour ce DM
e formule « bases » : faire I'’ex. 1 ainsi que le Probléme, questions 1,2,3. Durée conseillée : 2h.
e formule « intermédiaire » : faire I'ex. 1, le Probléme, questions 1 a 6. Durée conseillée : 3h.

e formule « compléte » : tout faire! Durée conseillée : 4h.

Exercice 1.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique couple (ap, b,) d'entiers relatifs
tels que (1 +v2)" = a, + b,V2.

Interprétation. On voit que I'on a un Vn, deux possibilités : on travaille a n fixé ou bien
on fait une récurrence. Il se trouve que les deux étaient possibles, mais que le travail a
n fixé (avec le binbme de Newton) n'était pas ce qui était attendu a priori (on n'avait
encore pas vu le bindme de Newton)

Correction 1. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n,
3(an, by) € 72, (1 +V2)" = a, + V2b,. (Py)

Remarque : il était FONDAMENTAL de mettre le 3 dans la proposition. Sinon, on ne
savait pas qui étaient a, et b,. Il est aussi fondamental de mettre une phrase avant
d’introduire P,,.
Initialisation. On remarque que (1 +v2)” =1 =1+0 x V2. En posant ay = 1 et
bo = 0, la proposition Py est démontrée.
Hérédité. Soit n € N tel que P, est vraie. Alors on dispose de (a,, b,) € N? tels que
(14 V2)" = a, + V2b,.
Ainsi,
(1+V2)" = (1+V2)(1+V2)"

= (1+v2)(an + V2b,)

= (ap+2b,) + V2 x (ap + by).
En posant a, 1 = a, + 2b, et b,11 = a, + by, I'hérédité est démontrée.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition est vraie pour tout n par le
principe de récurrence.
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Correction 2. Soit n € N. Alors, par la formule du binbme de Newton,
. /n
(1+ \@)” = E ( )
0<k<n O<k<n
k pair k impair
n 2i n 2i41
= ) 2
(2/) V2t Z (2/ + 1) V2
0<2i<n 0<2i+1<n
n n .
= 2 2!
(2/) +v2 Z (2/ + 1)
0<2i<n 0<2i+1<n
n : n .
D'ou le résultat désiré t :E 2' et b, = E 2"
ol le résultat désiré en posant a, . (2/) et b, . (2/+ 1)
0<L2ikn 0L2i+1<n

2. Montrer que pour tout entier naturel n, (1 — v2)" = a, — b,v/2, ot (a,, b,) est le couple
introduit a la question précédente.

Correction

Interprétation. La question était ambigiie. Qui étaient a, et b, ? Clairement, s'il fallait
faire exactement la méme chose qu'au 1, je n'aurais pas posé la question... Il fallait
comprendre que les suites (a,)nen €t (bn)nen de la question 1 étaient désormais fixées,
et que I'on travaillait a partir de celles-ci. J'ai beaucoup aimé les copies disant « On
fixe désormais les suites (an)nen €t (bn)nen telles que définies dans la question 1 » .

Correction. Démontrons par récurrence que pour tout n dans N,
(1-v2)"=a, - V2b, (Qn)
Initialisation. On remarque que
(1-v2)°=1=1-v2x0=ay— v2b.

L'initialisation est donc prouvée.
Hérédité. Soit n dans N tel que P, est vraie. Alors

(1-v2)" =(1-v2)(1-V2)"
= (1 —v/2)(an — V2b,) par hypothése de récurrence.
= (an + 2bs) — V2(an + by)
= apy1 — \/EanrlS

D’ou I'hérédité, et le résultat !

3. Soit n € N. Que vaut a2 — 2b37?
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Correction

Interprétation. Ici, n est fixé (pas besoin de le déclarer) et on a juste un petit calcul a
faire |
Correction. On calcule

a2—2b2 = (a,—V2b,)(an+V2b,) = (1-v2)"(1+v2)" = ((1-v2)(1+v2))" = .

4. En déduire que pour tout n dans N*, il existe m € N* tel que (1+v2)" = v/m++vm — 1.

Correction

Interprétation. Attention, il faudra déclarer n, et poser un certain m. Beaucoup de
copies sont parties dans des choses trop complexes (avec des récurrences qui n'en
étaient pas). Utilisez directement ce que vous avez vu précédemment !

Correction. Soit n € N.

e si n est pair, alors a2 — 2b> = 1, donc 2b2 = a2 — 1.
Posons m = a2. Alors

(1+V2)" = a, + V2b, = /a2 + /22 = V/m ++v/m — 1,

d'ou le résultat dans le cas ol n est pair.

e si n est impair, alors a2 — 2b2 = —1, donc a2 = 2b2 — 1. Posons m = 2b2. Alors
(1+V2)" =a,+V2b,= /2 + 202 =vVm—1++vVm,

d'ou le résultat lorsque n est impair.

Probleme : nombres de Fibonacci et théoréeme de Zeckendorf

On définit la suite de Fibonacci (F,)nen par Fo =0, F; = 1 et, pour tout ndans N, F,i0 = Fpi1+Fn.
On rappelle I'unicité d'une telle suite : si (v,)qen est une suite telle que vo = 0, vy = 1 et pour tout
ndans N, vp4o = V41 + v, alors pour tout entier naturel n, v, = F,.

On rappelle aussi le résultat suivant : toute partie de N non vide et majorée admet un plus grand
élément.

NB. Pour beaucoup de questions de ce probléme, une récurrence peut étre tentante... Ce n’est pas
toujours la solution la plus efficace!

A. Premiéres propriétés

1++5

On note p = 5

1 _ _ . 1
1. Calculer v (on attend une forme sans racine au dénominateur) et vérifier que ¢ et o sont
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solutions de I'équation x>

4‘ Correction

On remarque d'abord que

—x—1=0d'inconnue x € R.

1 2 2(1-+5)  _2(1-+v5) 1-+5

» 1+v5 (1+v5)(1-+v5) 1-5 2

On remarque alors que I'équation x> — x — 1 = 0 d’inconnue x € R a pour discriminant
1+4 =5, d'ou deux solutions,

S
S

14 1
2 2 ©
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Correction

On démontre par récurrence double que pour tout n dans N,

or= (55 -(59) -5 0-(3))

Initialisation. On remarque que

0
(- () - -o-n

;g((pl_<_;)1>:;g(1+2\/§_12\/§>:1_

D'ou I'initialisation.
Heérédité. Soit n dans N tel que P, et P,41 soient vraies. Alors

Foio = Fy+ Fap1
1 1\" 1 1\
= ﬁ ((p” — (_tp> ) + ﬁ ((p”+1 = (—(p) par hypothése de récurence
1 1\" 1
(2 (0-3)
ﬁ( ( ) @ ®

Or, 14+ ¢ = ¢? et1—1—<—1>2 d'ou
: % o) °

1 1 n+2
Fn - n+2 _ (_) '
2 V5 (Lp Y

d'ou I'hérédité, et le résultat par le principe de récurrence!

et

n
3. Démontrer que pour tout n dans N*, Z Fr=Fpio — 1.

k=1
Correction

On pourrait faire une récurrence... mais on peut procéder ainsi. Soit n € N. Alors

n n
Z Fr = Z Fra2 — Fiy1
k=1

k=1

= Fh1o — F> par télescopage
= Fn42 — 1

4. Démontrer que pour tout entier n > 1, 2" 1F, = Z (2/(2— 1) 5. On pourra utiliser la

0<2k+1<n
formule de Binet.
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Correction

Soit n > 1. Alors

2B =008

(5
1
?

2WZ< ) e

Or, 1 —(=1)* = 0si k est pair, et 1 — (—1)X = 2 si k est impair. Ainsi,

n-lp — 2\[0<Zk<n<)f x 2

k impair

:% 2 (2@11)*62“1

0<24+1<n

= 2 (2@1 1)5e'

0<24+1<n

B. Représentation de Zeckendorf

5. Démontrer que pour tout entier naturel n > 5, F, > n. En déduire que pour tout entier naturel
N non nul, il existe k dans N\ {0, 1} tel que Frx < N < Fpys.

Correction

On démontre par récurrence double que pour tout n dans N, P, : F, > n. Initialisation.
L'initialisation est évidente car Fs =5 > 5.

Hérédité Soit n > 5telque F, > net Fppp = n+1. Alors Frio = Fppr+Fy=n+14+n >
n+2carn>5. D'ou I'hérédité et le résultat!

Soit N € N. Considérons alors

A={neN, F, <N}

La partie A est une partie de N, non vide (car F, < N), ou Fs > N si N < 5), majorée
par N car Fy > N (ou par 5si n<5), et, pour tout n > N, F, > N.
Elle admet donc un plus grand élément k. Ainsi, Fx < N et Fyp1 > N.

Notre but est de démontrer le théoréme de Zeckendorf :

Théoréme 1 (Zeckendorf)]
Pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique N dans N, des entiers kq, ..., Kn vérifiant]
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2< kg < kp < -+ < ky et, pour tout i dans [1, N — 1], kiy1 — ki > 2, tels que

n:Fk1+Fk2+~-~+FkN

En termes francais, tout entier naturel non nul s'écrit de maniére unique comme une somme de
termes non consécutifs de la suite de Fibonacci.

On définit de cette maniére la représentation ou décomposition de Zeckendorf d'un entier naturel

. : —7 , . )
non nul n. Pour faciliter la notation, on note kyky_1... k1 la représentation de Zeckendorf d’un
entier n s'écrivant sous la forme Fy, 4 - - + Fy, .

n= 6|54 |32
Ainsi, 10 =842 = F5 + F3. F, = 81513 12]1
Explication de la décomposition | 1 | 0| 0| 1] 0
On note donc 10 = 10010°. Remarque : méme si 10 =5+ 3+ 2 = F5 + F4 + F3, cette derniére
décomposition n'est pas une décomposition de Zeckendorf, car les indices des termes de la suite ne
sont pas consécutifs.

6. Dans cette question, on admet le théoréme de Zeckendorf. Déterminer I'entier donc la décom-
position de Zeckendorf est 1010107 . Déterminer la décomposition de Zeckendorf de 17.

.
Correction
L3, il s'agit juste d'une petite question destinée a se mettre en confiance.

Déja,

101010° = F + Fs + F3 = 13+ 5+ 2 = 20|,
Ensuite, on remarque que 17 =134+3+1=F+ F + L = 1001017 |

On arréte d'admettre le théoréme de Zeckendorf.

7. Démontrer I'existence de la décomposition de Zeckendorf. On procédera par récurrence forte,
et on pourra utiliser la question [5]

Démontrons par récurrence forte que pour tout n dans N*, (P,) : il existe un entier N
dans N, des entiers kq, ..., kyn Vérifiant 2 < ki < ko < -+ < kp et kip1 — ki = 2 (pour
tout / dans [1, N — 1]), tels que

n:Fk1+Fk2+---+FkN

L'initialisation est claire. Pour n=1, n= F».
Pour I'hérédité, soit n dans N tel que P1 A--- A P,_1.
Soit k I'unique entier tel que Fx < n < Feyp. Alors :

e ou bien n = Fy, et on a déja une représentation de Zeckendorf,
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e ou bien n — F est un entier de [1, n — 1], donc, par hypothése de récurrence, on
dispose de N dans N, des entiers ki, ..., ky Vérifiant 2 < ky < ky < -+ < k, et
Kiy1 — ki = 2 (pour tout 7 dans [1, N — 1]), tels que

n—Fk:Fkl—‘rsz-i-"'—‘rFkN

Mais, n— Fy < Fgy1— Fx = Fx—1. Donc Fy, + Fi, +- - -+ Fi,, < Fik—1. En particulier,
Fiy < Fk—1, donc ky < k — 1. Ainsi, k — ky = 2.

Ceci conclut I'hérédité, et prouve le résultat !

8. Justifier que pour tous n et mdans N\ {0,1}, F,=F,=n=m.

Correction

On remarque qu'a partir du rang 2, la suite (Fy)xem 0,1} est strictement croissante. Cela
permet de conclure directement, par contraposée : soit (n,m) € (N\ {0,1})? tel que
n=m.

Sin< m,alors F, < Fp,y; si n> m, alors F, > Fp,. Ainsi, dans tous les cas, F, # Fp,.

9. Démontrer que si n € N, alors

F, —1=101010...10° ou F, — 1 = 101010...01°

ol I'écriture possede n— 2 chiffres. Par exemple, F5—1 = F4+ F, = mz, Fe—1=F+F =
1010°, F; — 1 = 10101°.

4‘ Correction

On veut en fait démontrer que

Fn—1=Fy 1+ Fr3+tFps+...

Cette propriété se démontre trées facilement par récurrence. La propriété que I'on (ne) va
(pas) démontrer est

Pk Fox =1 = Fo—1 + Fok—z+---+ Fz et Fopy1 — 1 = Fox + Fok2 +--- + Fo.

L'initialisation est évidente et I'hérédité est immédiate. Ainsi, si n € N, alors la décom-
position de Zeckendorf de F, — 1 est une alternance de 1 et de 0.

10. Démontrer I'unicité de la décomposition de Zeckendorf.

Il est intéressant, pour montrer que deux uplets (kq, ..., kn) et (8, ..., L) sont égaux, de
d’abord montrer que ky = €.

Soit n € N. Supposons qu'il existe N et M deux entiers naturels, deux uplets (k1, ..., kn)
et (4q,..., L) tels que

N
HZZF;(/ = ZF@J.,
i=1

j=1
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que pour tout i dans [1,N — 1], kix1 — ki = 2, et que pour tout j dans [1, M — 1],
fpns =l 2 2
e déja, ky = £p. En effet,

N

Z Fi, < Fry + Fiy—2 + Fiy—a + -+ = Fiy41 — 1
i=1

et, si on avait ky < £, alors on aurait

M
Z Fo, > Fo, 2 Fryt1,
J=1

ce qui empéche |'égalité entre les deux écritures de n.

e On a donc, par égalité des deux derniers termes,

N—1 M—1
D A=) F
i=1 j=1

Si I'une des deux sommes est nulle et I'autre non, c'est absurde, on ne peut pas
avoir I'égalité! Sinon, on montre que Fy, , = Fg,,_, de la méme maniére que précé-
demment.

e On poursuit ainsi par une récurrence que je ne vais pas détailler |3, étant donné qu'il
s'agit de la derniére question du sujet !
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