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TD 6
Techniques d'intégration sur un segment

1 Exercices corrigés en classe — calculs avancés

NB : comme il y a eu beaucoup d’exercices dans le poly de cours, ces exercices sont plus
difficiles. C’est normal!

Exercice 1. Déterminer une primitive de x — .
cos(x)

Indication : On pourra écrire c = g(sin(x)) cos(x) ot g est une fonction (et faire éventuelle-

0s(x)

ment le changement de variables y = sin(x) si on ne voit pas d'intégration directe).

Exercice 2. Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f une fonction €* sur un segment [a, b]. Démontrer
que, si w € R¥,

/b f(t )sm(nwt)dt - 0.

+o00

Exercice 3. Représenter la fonction x — / max(x, t)dt.
0

Exercice 4. Démontrer que la fonction x — /
o 0
de sa dérivée.

AT sin(t)
t

Exercice 5. A I'aide d'un joli dessin, expliquer pourquoi la suite (/ dt) est croissante.
0 neN

2 Exercices a faire en TD

Exercice 6. Calculs directs. ©OO - @©O Calculer les intégrales ou primitives suivantes, sans utiliser
ni IPP, ni changement de variable.

3 i
1. / (v? =y +4)dy, 7./ sin(x) cos(x)dx,
-2 _z
2 —3x2 13
2. /O xe™7 dx, 8./ sh(t)dt,
-1
X 1 X
3'/ Gt 9. / tan?(£)dt
4 X
4_/ In(®) ;. 10./ t |
1t V1 — t2Arcsin(t)
1
5. / dt, sin(20)
tin(t) 1. / 1+cosz(9) a0
6. /4 sin(x)dx, ) /
-3 12 cos2(t)tan(t)'

Correction 1. Ici il s’agit toujours d’intégration directe !
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3 3 2 3
9 -8 4 175
1./y2y+4dy[yy+4y] S0 2436 - —4x(-2)=
-2

Y 3 2 2 3 "2 6
2
2 —3x?
_3x2 N [S] _1 1
2./(;Xe de_l—610_6_@m
X 1 1
3. —dt=——r——
(3t + 2)2 3(3x 1 2)

N

: /14 In(®) 4y _ [WT — 2In(2)2

t 1
5. /X #(t)dt = In|In(x)|

s

/4 sin(x)dx = [— cos(x)ﬁ% =

-/

/1 sh(t)dt = [ch(t)]*; =0
-1

1

2

©
Bl I
N =

~N

sin(x) cos(x)dx = {sin(x)?i =—

1
2 8

wi3

us
3

©

X X
9. / tan2(t)dt:/ 1 +tan?(t) — 1dt = tan(x) — x

Exercice 7. Intégration par parties. @ OO - @@O Calculer les intégrales suivantes, en utilisant une
intégration par parties.

2 Y

1./ tetdt, 5. / In(1 + x?)dx,
0 0
2 t—1 o

2. / In dt, 6. Arcsin(t)dt,
L t+1
E x

) 7./ tch(t)dt,
3 /0 cos2(9)d9

X 1
4./ t2etdt, 8. / e?t cos(t)dt.
0

Correction 2. 1. Pour calculer
2
/ te'dt,
0
Posons u(t) = t, Vv/(t) = e'. Donc /(t) = 1, v(t) = €. Donc, par intégration par parties,
2 2
/ tetdt = [te!]2 — / eldt =2e —e? +1=¢e’+ 1.
0 0

2. Pour calculer
/tzetdt,
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Posons u(t) = t2, V/(t) = e'. Donc v/(t) = 2t, v(t) = e’. Donc, par intégration par parties,

/thfdt = t2ef — 2/ teldt.

Puis on fait une deuxiéme intégration par parties, en posant u(t) = t, Vv/(t) = e, donc
u'(t) =1 et v(t) =e'. Dou

/ t?eldt = t2e! — 2te! + Q/efdt =ef(t? — 2t + 2).

1
— ! _ _ ! - - . .
3. On pose u(f) =06, donc v'(8) =1 et v(8) = tan(9) donc v'(6) = o2 (@)’ Ainsi, par IPP,
50 T 3 V3T L
/o md@ = [ftan(0)]¢ _/o tan(6)d6) = = - [—In(cos(9))]¢ = Vel In(2).
4. On pose t/(s) =1, v(s) = Arcsin(s), alors u(s) = s et V/(s) = — donc
-5

= xArcsin(x) + V1 — x2.

/X Arcsin(s)ds = xArcsin(x) — / \/%
— X

5. Posons u(x) = x, v/(x) = ch(x). Alors ¢/(x) = 1, v(x) = sh(x). Donc, par IPP,
/xch(x)dx = xsh(x) — /sh(x)dx = xsh(x) — ch(x).

6. Posons u(t) = e*, v/(t) = cos(t), alors /() = 2e* et v(t) = sin(t). Donc

1 1
1:/ e2fcos(t)dt=[e2fsin(t)]g—/ 26%" sin(t)dt.
0

0

Dans la deuxiéme intégrale, on pose u(t) = e®' et v/(t) = —sin(t). Alors 1/(t) = 2e°' et
v(t) = cos(t) donc

1
I =e?sin(1) + [2e* cos(t)]g — / 4e® cos(t)dt = e?sin(1) + 2e? cos(1) — 2 — 41,
0

‘ 2 2 2
donc 51 = e?sin(1) + 2e? cos(1) donc I = % sin(1) + ge2 cos(1) — T

Exercice 8. Changement de variable. @ OO - @ @O Calculer les intégrales suivantes, en effectuant
des changements de variable adéquats.

X dt 1
1-/ — 4./ 2\/1 - 62d
P 719 62do,

2 /y X dx oty >1 5 : 1 d
Tl Vx—1 7 ' /1 sin(t) + cos(t) L
y 1 X
3./ dt, 6. Vet —1dt.
1 ch(t)
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o dt
Correction 3. 1. Pour calculer / P effectuons un changement de variables :

e Posons u = +/t. Alors t = 1.
1 1

[ ] =
t+vt uP+u

° ﬁ = 2u donc dt = 2udu
du

o dt 2u VX2
D = ——du = — =2In(1 .
* onc/ t+t /\/;U2+U . / 14+ u N+ v
2. Effectuons un changement de variables.

e Posons u=+v/x — 1. Alors x = v? + 1.
e Quand x =2, u=1. Quand x =y, u =

y—1.
x  ur+1
° m— U
e x = u’+ 1 donc dx = 2udu.

Donc

Y x VT2 4 y-1
dx:/ 2udu=2/ u? + 1du
/2 vx—1 1 u 1

3 y—1 3
-1 1
2] T e (1)
1

yo1
3. Pour calculer / cT@dt' effectuons un changement de variables.
1

e Posons s = el.

e Quandt=1,s=e. Quandt=y, s=¢".
1 2 2

° = — = T-
ch(t) ef+et s41

ds
e y =In(s) donc dy = -
Comment peut-on penser & ce changement de variables ? Déja on essaie de poser ch(t) comme
nouvelle variable, et on voit que ¢a n'aboutit a rien. Du coup on décompose ch(t) pour voir si
un de ses « morceaux » peut étre la nouvelle variable : c'est le cas! Donc

/y 1 /ey 2 ds
76‘/7.‘ — T—
1 ch(t) e St< S

e
2
= ———d
/e 2+10°

= 2Arctan(e”) — 2Arctan(e).

1
4. Pour calculer / 621/1 — 62d8, effectuons le changement de variables suivant
—1

e posons 6 = sin(x), i.e. x = Arcsin(0). (en cours on a fait avec cos, donc je change!)
m m
e quand 6 = -1, x = —5 Quand =1, x=
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2 _ 02 — cin2 _ ain? _E E —sin? =
e 0°v/1—62=sin"(x)4/1 —sin“(x).Or, x € { 2,4—2},donc cos(x) = 0,donc 4/ 1 — sin“(x)
cos(x). DOnc
62/1 — 62 = sin?(x) cos(x)

e 0 =sin(x), donc d6 = cos(x)dx.

Comment penser & ce changement de variables ? L, c'est la formule sin® 4 cos®> = 1 qui doit

résonner dans votre téte quand vous voyez /1 — 62!
Donc

s

1 z
/ 92\/1—92019:/ sin?(x) cos?(x)dx.
-1

_Z
2

1
Or, sin(x) cos(x) = Esin(2x), donc

sin?(x) cos?(x) = %sin2(2x) = é(l — cos(4x)).

Donc
/1 62\/1 — 62d6 = 1/§ 1 — cos(4x)dx = T 1/’2' cos(4x)dx = T i[sin(4x)]g S
= _s,g 8 8/ x 8 32 -2 8

1
sin(t) + cos(t)
e u =tan(t/2), donc t = 2Arctan(u).

g
5. Pour calculer / dt, effectuons le changement de variables suivant
0

e quand t =0, u=0; quand t:g,u:l.
2

- u
e On sait que cos(t) = 172 et que sin(t) = T donc
1 - 1 14
sin(t) +cos(t) 2+ e 14 2u—u?
2du
t = 2Arct d dt = ——.
° rctan(u) donc 12

Donc

z 1 'o1+uw® 2d ! 1
/2.—dt:/ ru v :2/ ——du.
o sin(t) + cos(t) o 14+2u—u? 1+ o 1+2u—u?

or,1+2u—u2=—(u—l—fz)(u—1+\f2),donc

1 B 1 1 1 1 )
1+2u—u2__(u—1—\@)(u—1+\@)_2\@<u—1+\ﬁ_u—1—ﬁ '
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donc

u—1+\f} —[In(1+\ﬁ—u)]é>

%\

/0g sm(t)icos(t) / (u—l—i—\f u—ll— ﬁ) du
-5 [
5 (nv2

—In(v2—-1) = In(v/2) + In(1 +\@))
V2+1
:'”(ﬁ—1>

) = Argth(x), mais cest totalement hors programme.

S\

Sl

1 x+1
P info, = |
our info > n(x_l

Exercice 9. Orthogonalité des fonctions trigonométriques. @©O Déterminer, en fonction de la
valeur de m et n entiers, la valeur de I'intégrale

2m
/m,,,:/ cos(mt) cos(nt)dt.
0

1
Correction 4. Il faut pour cet exercice écrire cos(a) cos(b) = 5 (cos(a + b) + cos(a— b)). Donc

Imn = % 27r(cos((m + n)t) + cos((m — n)t))dt
0

= ;/Ozw cos((m+ n)t)dt + % /O27r cos((m — n)t).

27 sinon

o Osiax#0
/ cos(at)dt = )
0

Donc

Osim+n#0etm—n#0

msim+n=0etm—n#0

/ =
o msim—n=0etm+n#0

2nsim+n=0etm—n=0, ite. m=n=0.

Exercice 10. @@O Soit f : [a, b] — R telle que pour tout x de [a, b], f(a+ b — x) = f(x).

1. Interpréter I'égalité en termes de graphe de f.

Correction 5. Cela signifie que le graphe de f a pour axe de symétrie la droite d'équation
a+b

2

2. Montrer que

/bxf(x)dx = %b /b f(x)dx.
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b
Correction 6. Appelons I Uintégrale xf(x)dx. Effectuons dans cette intégrale le change-

ment de variables y = a+ b — x. Aloras quand x = a, y = b et quand x = b, y = a. Ensuite,
xf(x)=(a+b—y)f(a+b—y)=(a+ b—y)f(y). Ensuite, dx = —dy. Donc

a b b b b
- /b (a+b—y)F(y)(—dy) = / (a+b—y)F(y)dy = / (a+b)F(y)dy— / yF(y)dy = (a+b) / F(y)dy—1,

b at+b [P
donc 21:(a+b)/ f(y)dy doncI:T f(y)dy.
a

a

T xsin(x)
/0 1+ cos?(x) dx.

sin(x)
1+ cos?(x)’

3. Application : calculer

Correction 7. On remarque que si on pose f : x — alors pour tout x, f(m—x) =

sin(m—x)  sin(x)
1+cos?(m—x) 1+ cos?(x)’

T xsin(x) o [T sin(x)
/o 1+cos2(x)dx_ 2/0 1+cos2(x)dx

= g [—Arctan(cos(x))]g =

donc, d'aprés le lemme précédent,

2
(—Arctan(—1) + Arctan(1)) = %_

NS

Exercice 11. @@®0O Pour tous entiers naturels n et p on pose

1
lnp = / t"(1 — t)Pdt.
0

1. Montrer que pour tout n non nul et pour tout p entier,

n

= m/nflv[}kl.

Inp

Correction 8. Soient n non nul et p dans N. Posons, dans I, 5, u(t) = t" et v/(t) = (1 — t)".

1
Alors u/(t) = nt" ! et v(t) = —m(l — t)P*L. Donc, par intégration par parties,

1 1
I,,= t”i(l — )Pt — nt”‘lﬂ(l — t)PTldt = I
n,p P+ 1 o 0 P+ 1 n—1,p+1:

n

p+1
d’ol le résultat.

2. En déduire une expression de [, , pour tous n et p entiers.

Correction 9. Je ne fais pas les récurrences, mais on montre par récurrence sur que pour tout n
n! n! n'p!

GrDG 2. Im = I D12 (prntl) (Gt Dl

etp, In,p =

1
Exercice 12. @@@® Calculer, pour tout ndans N, I, = / x"V1 — xdx.
0

Page 7 sur



MPSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet - W. Ngambou
Techniques d'intégration sur un segment walter.ngambou®ac-versailles. fr

n—1

Correction 10. Effections une IPP, avec u(x) = x" et v/(x) = V1 —x. Alors ¢/(x) = nx""! et
2

V() =-3(- x)2. Alors

1

! 2 3
+/ nx"12(1 - x)>
0 3

on (Y
=— [ X" (1-x)V1—xdx
0

I,= [x”;(l — x)g}o

3
2n
= ?(In—l - In).
donc 31, = 271 onl,, ie. I 2n 1 E ivant, on obtient
n = 1 — e l,=—I,_1. En rsuivant, on n
onc n n—1 n Le. 1, 2n+3n1 pOUSUla on obtie

L= 2n(2n—12)...2 I — 27!
" (@n+3)(2n+1)..5° (2n1+3)(2n+1)...3

Exercice 13. Une suite d’intégrales — extrait DS 2020-2021. @ @O Pour tout k dans N*, on note

@y la fonction
R—R

(2 /X dt
o ch®(t)

On admet I'existence de @k (x) pour tout k de N* et pour tout x de R étant donné que Vk € N*,

1 .
t — ——— est continue sur R.
ch™(t)

1. Calculer ¢1(x) et ©o(x), pour x fixé.

X dt X dt x et
‘pl(x)_/o ch(t)_z/o ef+e*f_2/0 15 (et

= 2[Arctan(e")]§ = | 2Arctan(e*) — s

Correction 11.

2
Tiens, tiens, on reconnalt le gudermannien... souvenirs !
2 2
. ch® —sh 1
Ensuite, on rappelle que th' = ——— = —, donc
ch? ch?

o:) = [ T ()l = thx).

o ch?(t)
2. Soit x € R. Montrer que
sh(x)

. k
Tk ENT urz(x) = kTt D) Kkt 7 k(%)

Correction 12. (Etant donnée U'indication, partons de @x(x)) Soit k dans N*. Alors
1 ch(t)
X) = = .
eix) /o ch*(x) — ch* ()
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Posons v/(t) = ch(t), alors u(t) = sh(t), et v(t) = ————, alors V/(t) = —(k—i—l)i
! ! Chk+1( ) hk+2( )

Donc, par intégration par parties,

1 x sh(t)

h X sh?
= hsk-‘r(f() ) + (k+ 1)/0 ;k-‘r(;;)t) dt

sh(x) ch?(t) —1
= hk+1 + (k + 1)/ hk+2 dt

_ﬁ P -1
_chk+1(x)+(k+1)/o chk(t)dt (/<+1)/0 chk+2(t)dt

- C;khff()x) (kD) — (k + Dorgal),

k()

donc
sh(x)

L) (k + D)@i+2(x),

—kpk(x) =

donc

1 sh(x) k
k+1lch*(x)  k+1

Pir2(X) = Yr(x)

3. En déduire les valeurs de @3(x) et @4(x).

Correction 13. On en déduit que

©3(x) = Q112(x) = ;S:Q((X)) + Arctan(e*) —%
et
pa(x) = ; 5:3(;)) fth( ).

Etude des fonctions ¢, Dans cette partie, k est un entier naturel non nul fixé.

4. Démontrer que @ est impaire.

Correction 14. Soit x dans R. Alors

> dt
wk(*x):/o ch

Posons s = —t. Alors quand t =0, s =0 et quand t = —x, s = x.
1

ch(t) ~ sh(—s) sh(s)’
Enfin, % = —1 donc dt = —ds. Donc

o0 == [ o5 =,

Ensuite

Donc @y est impaire.‘
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5. On admet la dérivabilité de @i. Calculer, pour tout x de R, ¢} (x) et en déduire le sens de
variation de ¢, sur R. En déduire son signe sur R.

X

Correction 15. Par définition, x — — - dt est une primitive de x — ——— donc la
o ch®(t) ch®(x)
1
dérivée de @y est x — TU > 0, positive de R, donc @y est croissante sur R.
ch”(x
On vient de voir que @ est croissante et ©,(0) = 0 donc @y est négative sur R_ et positive

sur R,
6. Démontrer que @7 et @, ont des limites en +o00, et les déterminer.

Correction 16. On sait que 7 : x — 2Arctan(ex)—z. Or,e¥ — 4ooetArctan(y) — il
2 X—+00 y—+oo 2
donc @;(x) — r-r-T
Mioie ™ 27 2

De plus, p2(x) = th(x) - 1. D'our les deux limites demandées.
X o0

7. En utilisant la question démontrer que pour tout k dans N*, @k (x) admet une limite quand
X tend vers 4o00.

Correction 17. Soit pour tout k dans N*, Py la proposition « ¢k (x) converge quand x — +00. »
Démontrons (Px)ken- par récurrence double sur k.

Initialisation. P; et P, sont vraies par la question précédente.

Hérédité. Supposons Py et Py vraies pour un certain rang k. Alors @,(x) a une limite
quand x tend vers +oco. Or, pour tout X,

(x) = 1 sh(x) n k (x)
PR = T e () k10
eX eX 1 2k+1
Or, sh(x) < > et ch(x) > X donc ) < (D donc pour tout x > 0,

sh(x) - 2k
h chk+1(x) = ekX xoto

sh(x)
— .
Chk+1(X) X—r+00
tend vers +oo, cela démontre que @x;2(x) posséde une limite finie quand x tend vers +co.
Dot U'hérédité, et le résultat par le principe de récurrence.

donc, par encadrement, 0. Comme @x(x) posséde une limite finie quand x

On note, pour tout k dans N*, I, = lim k().
X—r+00

8. Toujours en utilisant la question démontrer que pour tout k dans N*, I, = 1.

k+1
Correction 18. Soit k dans N* Par[2] pour tout x,

1 sh(x) k
Pir2(x) = k+1 ch 1 (x) k+1(pk(x).
sh(x) - k
Comme on a vu que cth(x) X:)Oo 0, on en déduit que | I = mlk :
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9. Soit la suite (ax)ken+ définie par : Vk € N* ax = kI Ixr1. Démontrer que (ax)ken- est
constante et préciser la valeur de cette constante.

Correction 19. Soit k dans N*. Alors
ak+1 = (k + Dlgsoler

=(k+1) IxIx4+1 par la question précédente

_k
k+1
= (k + 1)Ik+1Ik = dg,

’donc (ak)ken+ est constante, égale a a; = 2Ipl; = 7.

10. Déterminer, pour tout k > 1, les valeurs de Ik et Togy:.

Correction 20. Démontrons par récurrence que pour tout k dans N*, la proposition Qy : Inx =

4% (k)2 ,
W est vraie.
e 41(11)? e .
Initialisation. I, = 1 = m donc l'initialisation est vraie.
Hérédité. Supposons Qy vraie pour un certain rang k. Alors, par la question [8}
Ikyo) = Iokt2 = 2/(27_/:_11%
2k 4k (k1)?
2k +1(2k)!(2k)
o Ak(k1)?
2k +1)!

4(k +1)? 4k (k1)?
T (2k+2)(2k +2) (2k + 1)!
L AR((k+ 1)1)2
T k+1))I2k+1)

d'ou U'hérédité, et, par le principe de récurrence, le résultat.
Soit alors k dans N. Alors
(2Kk)oklokr =,

donc

Cor @RIk [ e
Lt = 50, = okak(ne ™ = | ak (k2"

& cos?(t)
cos(2t)

Exercice 14. @@0O Notre but est de calculer I'intégrale suivante : I = /
0

1. Montrer que cette intégrale est positive.

. . cos?()
Correction 21. Pour tout x dans [0, 7/8], cos** > 0. Donc
cos(2t)

& sin®
On pose J = / cos(2t)

2. Calculer I —

>0, doncI>0.
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Correction 22. On calcule
x 2 T .5
/__/:/8 cos (t)dt_/s sin (t)dt
o cos(2t) o cos(2t)
H

B cos?(t) — sin?(t)
7/0 cos(2t) at

i3

cos(2t) ,m

:/0 cos(2t) =3

3. Calculer I+ J.

Correction 23.

& cos?(t) 7 sin?(t) & cos?(t) 4 sin?(t) i1
I+J= dt dt = —————dt = dt
+ /0 cos(2t) +/o cos(2t) /o cos(2t) /0 cos(2t)

Posons maintenant s = tan(t)! Alors

e quandt=0s=0; quand t = E, tan(t) = tan(m/8) = V2 — 1

8
1 145
® os(2t)  1-s2
= Arctan(s) donc dt = ds
ot rc 1192

Donc

I Je V2l 4 62 (s
) 1—s21+s2

V2-1 ds
:/0 1—s2
_/ﬂ11<1+ 1 )ds
0 2\1-5 1+4s

V2-1 \/E—l
1 1 1 1
= f/ ds + —/ ds
0 0

2 1—s 2 1+s
= —2(n2— v2) ~ In(1)) + 2(In(v2) ~ In(1))

= 2 (2 - V2)(v2))
= f% In(v2 - 1).

4. En déduire la valeur de I.
I-J+I+J

1
Correction 24. On en déduit que I = — % ~1s + ~2 In(v2—1).

Exercice 15. ®@0O Soit w = a+ /b un complexe, (a, b réels). Déterminer une primitive de

1
t— —.
t—w

Page 12 sur



MPSI Pasteur 2024-2025 N. Laillet - W. Ngambou
Techniques d'intégration sur un segment walter.ngambou®ac-versailles. fr

Correction 25. Ecrivons

I 1
t—w t—a—ib
_t—a+ib
RGOS
t—a . 1
G Y e e oyl
t—a

Une primitive de t — t

(t—ap+m2

%In((t—a)z—i—bZ) =Iny/(t—a)?+b2=In[t -},

1

————— On peut s'en sortir
(t—a)?+b? P

avec A = a+ /b = w. Reste a déterminer une primitive de t — b

en calculant
X 1 d
b————dt,
/0 (t—a)+ 12

t—a
mais ici il y a plus simple si on utilise l'énoncé! Dérivons g : t — Arctan ( 5 ) :

g(t) =

d’oul le résultat!

Exercice 16. Lemme de Riemann-Lebesgue. @@® Soient a et b deux réels, f : [a, b] — C une
fonction dérivable, de dérivée continue. Montrer que

b
/ f(t)e"“dt' =0.

a

lim
A—00
On pourra effectuer une intégration par parties.

b
Correction 26. Exprimons / e™f(t)dt d'une autre maniére en effectuant une intégration par
a

parties, avec

u(t) = f(t), o' (1) = (1),
. 1 .
! . AItA _ itx
Vi(t) = e, v(t)f’_}\e .
On obtient donc, par intégration par parties,

b it 1 it g b 1 it
i _ BN | - / i
/a e f(t)dt = [f(t)ike L /a f(t)l_>\e dt
_ f(a)e'™  f(b)e™ 1 P
TN N M/a Ft)e™de.
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Maintenant, étant donné que

|e’“’ =1 pour tout réel w |,

on a
| f(aye | f(a)]
A'Lmoo’ x| TAm L O
De méme, .
. f(b)e™| . |f(b)|
A'Lmoo‘ | A Y
Finalement,
1 /P o 1| /P ™~
— | (et < — / f'(t)e' dt‘
‘IA/‘? Al

1 g 19N
< — f'(t)e'™|dt
Al / | |

1 b
< — f'(t)|dt.
m/a\ (1)

b
Comme f’ est continue, / |f'(t)] dt est un nombre réel fini, et
a

1 _
im W/a \F(£)] dt = 0.

A—00

Donc, par le théoréme d'encadrement,

1 b ,
lim — f'(t)e™dt = 0.

A—o0 | 3

Finalement, on en déduit que

A—00

b
lim / e"™f(t)dt = 0.
a
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