MPSI 1 Comparaison asymptotique par les accroissements relatifs

1. Estimation asymptotique par comparaison des accroissements relatifs

Soient (ay),, et (by),, deux suites dans |0, 4o0].

On suppose que pour tout entier naturel n suffisamment grand,

an+1 — Qn < bn-‘,—l — by,

~
an by

Montrer que
an = O (by)

Soit ng € N (suffisamment grand) tel que

An+1 — Qn bn+1 - bn

Vn € , , <
n € [no, +oo] o b
Alors )
Vn € [no, +oo], 2+ 1 < TbLH —1.
n n
Donc
Vn € [no, +oof, Intl  n
bn+1 bn

.. . (079 , . ., . Uny
Ainsi, la suite [ — est décroissante, donc majorée par son premier terme —-.
bn n=ng 1o

2. Application 1 : comparaison a une suite géométrique

Voir Pexercice 3. du TDS8 pour la régle de d’Alembert.

3. Application 2 : comparaison a une suite puissance

Pour tout n € N, on pose

On veut étudier asymptotiquement la suite (uy ).

1. Soit p € R fixé. Trouver & 'aide d’un calcul de dérivée un équivalent, quand n € N* tend vers 'infini,
de

Quand n € N tend vers 'infini,

Un+1
Un
Soit n € N. On a

2. Montrer que tend vers 1 quand n € N tend vers U'infini.

1 (2n +2)!
12+ " (Dl + 1)!
(2n+2)2n+1)

(n+1)(n+1)

Unp+1 =

n

1
= - X
4
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Un+1

Donc, comme u, # 0, le réel est défini et tend vers 1 quand n tend vers 4+oo. C’est le cas
U
indécidable de la régle de d’Alembert.

U
ntl quand n € N tend vers I'infini.

3. Montrer que — 1 est équivalent a

—1/2
n n
Soit n € N. On a, quand n tend vers I'infini,

Unyr 1 y (2n+2)(2n+1)
Un, 4 (n+1)(n+1)
n+1/2
n+1

4. En déduire, a 'aide de l'estimation asymptotique par comparaison des accroissements relatifs, que la

suite (up), est dominée par la suite (n_l/ 4) :
n

—1/4

Pour tout n € N*, on pose v, = n . Soit n € N. On a, quand n tend vers l'infini,

— — —-1/2+1/4 1
Unp+1 — Un _ Un+1 — Un / + / + 70(1)
Up, U, n n

—1/4 1
_ L L
n n

Donc

n <un+l —Un  Unil _Un> . _1/4

Up, Up, noo

Or —1/4 < 0; donc dés que n est suffisamment grand

Un41 — Un  Ungl — Up
Up, Up,

<0.

D’ou, d’aprés la régle de comparaison des accroissements relatifs,

Uy = O (n_1/4) .
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