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DM 08

a rendre le lundi 16 décembre

2 .
on souhaite un dessin, puis I'étude des variations des suites des termes pairs et impairs, et enfin la
convergence éventuelle de (u,)nen.

Exercice 1. Etude d'une suite récurrente. Etudier la suite définie par ug €]0, 1[ et Uy 1 =

Correction 1. La fonction f : x — 1 est strictement décroissante sur R, (qui est clairement un

X
intervalle stable) : Ainsi, [0, 2] est méme stable par f! Et 1 est le point fixe de f dans R, (en effet,
six€eR, f(x)=x& x=1o0ux=-2).

2 x+x2  2—x—x?  —(x—1)(x+2)

De pl tout x, f(x) — x = - = =
e plus, pour tout x, f(x) — x T+ x T+ x 11 x 1+ x

positif sur |0, 1], strictement négatif sur |1, +-o0].

Ainsi, (t2n)nen et (tone1)nen sont strictement monotones, de monotonies contraires.

On sait que, to(py1) = f o f(up) et th(py1)+1 = F o f(tany1).

De plus, par le tableau de variations de f, on remarque que [0, 1] est stable par fof, et [1, 2] aussi.
Ainsi, pour tout n, us, € [0, 1] et uppt1 € [1,2].

, strictement

Etudions plus précisément f o f :

2 2(1+x) _ 2+42x
fof xm — = — ’
1+ 14+x+2  3+x
et
fof—Id:x»—>2+2X_X:2+2X-X(3+X) _ —X2—X+2: —(X—l)(x+2).
3+x 3+ x 3+ x 34 x

Donc, comme up €]0, 1], b = f o f(up) > up, donc (Uan)nen est croissante, majorée par 1, donc
converge vers 1, seul point fixe strictement positif de f o f. De méme pour (Uopt1)nen, décroissante
minorée, qui converge donc vers 1.

Ainst, u, — 1.

n—-+oo
Exercice 2. Deux questions d’arithmétique.
1. Démontrer que pour tout n dans N, 6 divise 5n% + n.

Correction 2. On propose 3 preuves : Preuve 1 : par récurrence. On montre, pour tout n,

P, :6[5n° +n.

Initialisation : 5 x 0° + 0 = 0, divisible par 6.

Hérédité : on suppose que 6 divise 5n° + n. Alors

5(n+1)°+n+1=5n+3n"+3n+1)+n+1

=5n*+15n° +15n+5+n+1
= (504 n) +15n(n+1) + 6.

Or, 6 divise 5n° 4 n par HR, 6 divise 6 et, parmi n et n41, l'un des deux entiers est pair, donc
2 divise n(n+ 1) et 3 divise 15 donc 6 divise 15n(n + 1). Donc 6 divise 5(n + 1)* +n+ 1,

77 qear

Preuve 2 : par disjonction. Soit n dans N. Alors
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e si n est pair, n° est pair, donc 5n° 4+ n = 0[2].

e si n est impair, n = 1[2] donc n® = 1[2] donc 5n° + n = 0[2]
De plus,

e si n=0[3], alors n* aussi donc 5n°> 4+ n = 0[3].

e si n=1[3], alors n® aussi donc 5n* + n=5+1=0[3].

e si n=2[3], alors n*> =8 = 2[3] donc 5n° + n = 12 = 0[3].
Donc, quel que soit le cas considéré, 2 et 3 d'Lv'Lsent,Sn3 + n donc 6 divise 5n° + n.
Preuve 3 : par calcul malin et disjonction directe. Ecrivons

5 +n=6n"+n—n*>=6n°—(n*—-n)=6n*—n(n>—-1)=6n>—n(n—1)(n+1).

Or, 6 divise 6n°. De plus parmi n, n — 1 et n+ 1, l'un des trois est pair et l'un des trois est
multiple de 3. Donc 6 divise n(n — 1)(n+ 1). Donc 6 divise 5n° + n.

2. Démontrer que v/5 est irrationnel.
Correction 3. Supposons que v/5 soit rationnel. Alors on dispose de (p, q) € Z x N* tels que
3
V5 = g Comme v/5 > 0, on a de plus p > 0. Donc 5 = % ie. 5p° = ¢°. Alors

vs(5p°) = vs(a°),

14 3vs(p) =3ws(q),

ce qui est absurde car Uentier de droite est divisible par 3 et pas celut de gauche!
Donc v/5 est irrationnel |

Exercice 3. Une autre preuve du petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier, soit a un
entier premier avec p.

1. Montrer que pour tous entiers m et n,
(ma = nalp]) < (m = n[p]).

Correction 4. Soient m et n deux entiers naturels.

St m = n[p], alors par les régles usuelles sur les congruences, am = an[p].
St am = an[p], alors p divise am — an = a(m — n). Mais a A p = 1, donc, d'aprés le
théoréme de Gauss, m = n[p].

2. Démontrer que I'application ¥ : {a,2a, ..., (p—1a}—{1,2,..., p—1}, qui a x associe son
reste dans la division euclidienne par p, est une bijection.

Correction 5. Nommons £, = {a,2a,..., (p—1)a}.Onaalors £; =1{1,2,..., p—1} Comme
E, et E; sont deux ensembles finis de méme cardinal, il suffit de montrer que ¥ est injective.
Soient x et x’ dans E, tels que 1(x) = (x’). Alors on dispose de k et k' dans Ej tels que
x = kaet x' = k'a. Comme 1(x) = ¥(x'), alors ka = k’a[p]. Ainsi, par la question précédente,
k = K'[p], donc p divise k — k’. Mais |k — k'| < p, donc, nécessairement, k = k’. Donc x = X/,
d'otr l'injectivité.

Alinsi, 19 est injective, donc elle est surjective.
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3. En déduire que a x (2a) x --- x ((p—1)a) = (p — 1)![p].

Correction 6. On sait, par la question précédente, que

[T %(ka) = [ (k)]
k=1 k=1

Notons alors @(k) = 9 (ka). On sait que
p—1 p—1 p—1
[Twka) =TT ek) =11
k=1 k=1 k=1

car @ est une bijection de E; dans Ej. Ainsi,

(p—1)!=ax (2a)x - x ((p—1)a)lp]

4. Montrer qu'on a alors (p — 1)!I(a”~! — 1) = 0[p]. En déduire que a*~! = 1[p].
Correction 7. Or, ax (2a) x --- x ((p—1)a) = " 1(p—1)!, donc a* Y (p—1)! = (p— 1)![p].
Donc (a*~* = 1)(p — 1) = 0[p]. Or,
e p est premier et il ne divise aucun des entiers entre 1 et p — 1, donc p ne divise pas
(p—1)!doncpA(p—1)=1,
e pdivise (a7 —1)(p —1)!,

donc, d'aprés le théoréme de Gauss, p divise a?~! — 1, donc a1 — 1 = 0[p], i.e. 3”1 = 1[p].

5. Montrer qu'alors pour tout entier a, a” = a[p].
Correction 8. Si p ne divise pas a, on a @*~! = 1[p], donc a” = a[p].

St p divise a, a = 0[p], donc a” = 0[p], et donc a” = a[p].

Exercice 4. Théoréeme de Wilson. Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Montrer que (p — 1) = 1[p].

Correction 9. (p — 1)> = p> — 2p + 1. Or, p° = 0[p] et —2p = 0[p], donc (p — 1)? = 1[p].

2. Montrer que x* = 1[p] si, et seulement si x = 1[p] ou x = —1[p].

Correction 10. Déja si x = 1[p] ou x = —1[p], x> = 1[p] par les régles de calcul sur les
congruences.

Ensuite, si x*> = 1[p], alors p divise x> —1 = (x — 1)(x + 1), donc, comme p est premier,
p divise x — 1 ou p divise x + 1, donc x = 1[p] ou x = —1[p].

3. Soit ndans {1,2,..., p — 1} Montrer qu'il existe un unique entier m dans {1,2, ..., p—1}
tel que mn = 1[p]. Quand a-t-on m=n?
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Correction 11. On sait que n est premier avec p donc par le théoréme de Bézout, on dispose
de u et v tels que un+ vp = 1. Effectuons la division euclidienne de u par p: v = pqg+r,
avec 1 < r < p.Doncun+vp=(pg+r)n+vp=rn+(gn+ v)p. Donc rn— 1 est divisible
par p, i.e. rn = 1[p]. D'ol lexistence de cet entier.

Pour l'unicité, si rn = 1[p] et mn = 1[p], alors rn = nm|p], donc, comme n est premier avec
p, r = m. D'oti l'unicité.

Pour avoir m = n, il faut avoir m?> = 1[p], ie. m = 1[p] ou m = —1[p|, i.e., comme m €
{1,...p—1}, m=10u m=p— 1. Réciproquement, sim=1oum=p—1, m> = 1[p].

4. Démontrer que (p— 1)! = p — 1[p].

Correction 12. Ecrivons (p—1)! = (p—1) x (2x---x (p—2)). On sait que pour tout élément
mde {2,..., p — 2} il existe un unique m différent de m tel que mn = 1[p]. En regroupant
par paires ces éléments, on en déduit que 2 x ---x (p—2) = 1[p], et donc (p—1)! = p—1[p].

5. Déduire de ce qui précéde une preuve du théoréme de Wilson : pour tout entier naturel g, g
est premier si, et seulement si (¢ — 1)! = q — 1[q].

Correction 13. On vient de montrer que st g est premier alors (¢ — 1)! = g — 1[q].
Réciproquement, si g vérifie (¢ — 1)! = g — 1[q], alors g divise (¢ —1)! — (¢ — 1) = (g —
1)((g—2)!'—1), donc, come gA(g—1) =1, g divise (¢ —2)! — 1. Donc on dispose de k dans
Z tel que

(g—=2)!'—kg=1,

donc tous les entiers de 1 a g — 2 satisfont une relation de Bézout avec g. Donc g est premier
avec touts les entiers de 2 a ¢—2, donc, en particulier, n'est divisible par aucun de ces entiers.
Il n’est pas non plus divisible par g — 1, donc g n’est divisible par aucun des entiers entre 2
et ¢ — 1, donc g est premier.

Exercice 5. On note, pour tout entier naturel n, P(n) = {k € [0,n—1], kAn= 1} I'ensemble des
entiers strictement inférieurs a n et premiers avec n. On note ¢(n) le nombre d'éléments de P(n).
1. Si p est premier et o est dans N, montrer que @(p%) = p* — p>~ 1.
Correction 14. Si p est premier, les nombres non-premiers avec p® sont ceux qui ont au moins
un facteur commun avec lut : il s'agit donc exactement des nombres divisibles par p. Entre 0
Card([0.p% —1]) _ p°

= p®~ 1. Dol au total p* — p®~!

et po‘ -1, y en a exactement B

nombres premiers avec p dans [0, p* — 1], d'oti (p*) = p* — p> L.

2. Soient m et n deux entiers premiers entre eux. Soit 6 |'application qui a k € P(mn) associe
le couple (r,s) ou r est le reste de la division euclidienne de k par m et s est le reste de la
division euclidienne de k par n.

(a) Montrer que 6 est a valeurs dans P(m) x P(n).

Correction 15. Si k € P(mn), alors on écrit (k) = (r,s). On sait que k = am + r et
£=bn+s.

Or, par lalgorithme d’Euclide, on sait que k A m = m A r. Comme k est premier avec
mn, il ne posséde pas de diviseur premier commun avec mn, donc il n'a aucun facteur
premier en commun avec m, donc k Am = 1. Donc mAr = 1. Donc r € P(m). De méme,

s € P(n).
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(b)

3. Sin

Soient (r, s) dans P(m) x P(n). Montrer que le systéme de congruences

k= r[m]
k = s[n]

d'inconnue k € [1, mn], admet une unique solution, et que cette solution est dans P(mn).

Correction 16. Existence. On sait que m et n sont premiers entre eux donc on dispose
de u et v entiers tels que mu + nv = 1. En particulier mu = 1[n] et nv = 1[m]. Posons
ko = mus + nvr. Alors kg = mus = s[n] et k = nvr = r[m]. Donc kg est solution du
systéme de congruences. Posons alors k le reste de la division euclidienne de ko par mn.
Alors k = ko[m] et k = ko[n], et k € [0, mn —1].

Unicité Soit £ une autre solution au probléme. Alors £ = k[m] et £ = k[n], donc m divise
£ — k et n divise £ — k, donc, comme m et n sont premiers entre eux, mn diviser £ — k.
Mais 0 <2< mn—1etl—mn< —k <0 donc |[£— k| < mn, donc, comme mn divise
£—k, £ — k=0, dol lunicité!

Appartenance a P(mn). On montre que la solution trouvée est premiére avec mn. On
sait que k = r[m] donc k A m = r A m (par la propriété de récurrence de l'algorithme
d’'Euclide). Comme r € P(m), k Am = 1. De méme k A n = 1. Donc k n'a pas de facteur
premier commun avec m ni avec n. Comme m et n sont premiers entre euy, ils n‘ont pas
non plus de facteur premier commun, donc k n’a pas de facteur premier commun avec mn
donc k est premier avec mn. Enfin, k est bien dans [0, n — 1], donc k € P(mn).

Conclure que si n et m sont premiers entre eux, w(mn) = @w(m)p(n).

Correction 17. On conclut que 0 est bijective (on a trouvé sa bijection réciproque). Donc
les deux ensembles P(mn) et P(m) x P(n) sont en bijection, donc Card(P(mn)) =
Card(P(m) x P(n)), donc w(mn) = w(m) x p(n).

r

est un entier naturel et pr" sa décomposition en facteurs premiers, que vaut ¢(n)?
i=1

p
Correction 18. Si n est dans N et Hp}’" sa décomposition en facteurs premiers, alors, comme

(o7}

p;

i=1
o . H .
et pj/ sont premiers entre eux st / 75],

o(n) = (H pf‘/)
i=1

.
= H(p(pf)‘) par la question 10.(iv) et récurrence immédiate
i=1

r
= H (p™ — p~*) par la question 9
i=1

r r
1 1
=TI (1-=)=n][(1-=
Up' ( Pi) H( Pi)
i=1 =1

(c’est la derniere formulation qui intéresse le plus les arithméticiens, parce qu'elle est reliée,

1
d’une maniére que je ne vais pas détailler ici, aux séries Z P (fonction ¢ de Riemann))
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