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TD 09
Arithmétique des entiers

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soit n dans N*. Montrer que 11 divise 2575 4 327 et que 17 divise 3 x 52771 4 23772,

Correction. Déja, 2°7~° = 26("=V+1 Op remarque que 2° = 64 = —2[11] donc 2°(" Y = (—2)"~1[11].
Donc 2°"7° = —(—2)"[11]. Ensuite, 3> = 9 = —2[11] donc 3%" = (—2)"[11] donc 2775 4 32" =
0[11], d'our le résultat.
De méme, on écrit que 3 x 527171 423172 — 35 52(=1+1 4 230D+l g 52 = g[17], et 2° = 8[17],
donc

3x 52142312 =3 x5 x84 2x 8" =(154+2) x 8™ =0[17],

d'ou le résultat.

On peut aussi raisonner par récurrence.

Exercice 2. Soit k dans N*. Existe-il a dans N tel que [[a, a+ k] ne contienne aucun nombre premier ?

Correction. On choisit un nombre entier n supérieur a 2. Alors les nombres (n+0) x (n+1) x (n+
k)+n+i, pouri=0,1,..., k sont k + 1 entiers consécutifs qui sont tous composés. En réponse :
oui! Le choix a = (k 4+ 2)! + 2 convient.

Exercice 3. Soient a et b deux entiers tels que a®|b>. Montrer que a|b.

Correction. Soit p un nombre premier. Par hypothése, v,(a%) < v,(b?), i.e. 2v,(a) < 2v,(b), donc
vp(a) < vp(b). Donc a divise b.

Exercice 4. Nombres de Mersenne. 1. Soit n > 1. Montrer que si a” — 1 est premier, alors a = 2

et n est premier.

Correction. Supposons a # 2. Alors 3" —1 = (a—1)(a" ' +---+a+1)eta—1> 1 donc
a— 1 est un diviseur de a" — 1 différent de 1 et de a” — 1, donc a” — 1 n'est pas premier.
Supposons n non premier. Alors on dispose de m et de p différents de 1 tels que n = mp.

Donc
am —1=(a"P —1=(a"—1)(@"P Y 4 "41),

et a” — 1 est un diviseur de 2" — 1 différent de 3" — 1 et de 1. Donc a” — 1 n'est pas premier.
2. On pose, pour n dans N, M, = 2" — 1. Montrer que
M N My = M.
(on regardera les restes dans I'algorithme d'Euclide pour My et M)).
Correction. Effectuons la division euclidienne de My par M,. On écrit k = 04qg + r, donc

2k_1:2Zq+r_1:2r(22q_1)+2r_1:(22_1)2r(22(q—1)++2Z+1)+2r_l
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Posons @ = 27(2%97Y ... 4 2% 1-1). Alors
F 1= -1Q+2"—1,

et 2" — 1 < 2 — 1. Donc le reste de la division de M, par M, est M, ol r est le reste de la
division de k par £. Donc si (a,) est la suite des entiers de l'algorithme d’Euclide pour k et
2, (M,,) est la suite des entiers de l'algorithme d'Euclide pour My et M,. D'oli le résultat.

Exercice 5. Soient n un entier naturel non nul, p un nombre premier. Démontrer que

| n n n n
vp(n.)z E + ? + E + -+ E .
Correction. Disjoignons deux cas.

On suppose n < p.

D’une part, chaque terme de la somme du membre de droite vaut O par définition de la partie entiere,
donc ce membre de droit vaut 0. D'autre part, aucun des entiers k compris entre 1 et n n'est divisible
par p, donc d'apres le lemme d'Euclide, leur produit n'est pas divisible par p; c'est que le membre
de gauche vaut 0. D'otr l'égalité.

On suppose a présent p < n.
Comme p > 1+ 1, on peut montrer soit par récurrence, soit par la formule de Bernouilli, soit par la
formule du binéme de Newton, que p” > n. Donc pf>n pour tout entier k > n.

On a déja

n

vp(n) = vp(k).

k=1

On peut suivre deux voies.

Premiére voie. on regarde comment sont distribuées les valuations parmi les entiers de 1 a

def. . ; ) . ; .
K= max{/ € N, p' < n}.Onal< K< n—1etpourtout/ > K, on sait que p' ne va diviser
aucun entier entre 1 et n. Ensuite :

n
ellya L?KJ entiers entre 1 et n divisibles par p¥. Ils apportent chacun une valuation de K.

1

n n
ellya {DKlJ - {PKJ entiers entre 1 et n divisibles par p“~! mais pas par p”. Ils vont

chacun apporter une valuation de K — 1.
n n
e On continue ainsi jusqu’a J — L}QJ entiers divisibles par p mais pas par p?, qui apportent
chacun une valuation de 1.

D’ou, au final,
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£l o ] -
£l

d’oul le résultat souhaité.

Deuxiéme voie. On utilise Uidentité

N
YNe{0;1;2;...}, N=) 1.
=1

Donc

vp(n!)zzn:vp(k):zn:vkz(%)l: Y=Y Y=Y Y-y U[J

k=1 k=1 I=1 1<k<n 1<4<n 1<k<n 1<U<n 1<k<n =1
1<e<n 1<vp(k) keptN
1< vp (k)

2 Exercices a faire en TD

Plan de travail
1. Des exercices de base sur les congruences : le[6] [7] et [8] Le[I0] est plus difficile !

2. Des exercices sur les notions de pgcd et ppcm : le [II} le le [13] sont assez basiques, le
est conseillé (classique), le [I5] est simple quand on a la solution mais peut parfois poser
probléme!

3. Des exercices sur les nombres premiers, utilisant la notion de valuation et [L7), d’autres
sur le petit théoréeme de Fermat (|18]) et d'autres plus généraux et [21])

4. Le théoreme de Wilson est un exercice intéressant ({19))

5. Des exercices un peu plus accessoires sur les résolutions d'équations arithmétiques : équations
avec pgcd et ppcm ([24]), des équations diophantiennes (23| et [25)), un résultat qui utilise ou
les valuations, ou des résultats d'analyse ([26]).

6. Enfin, le dernier exercice (27)) est un oral d'ENS, tres difficile mais intéressant !
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Minimum vital faire le[6] questions 1 et 2, le[7] question 1, le [IT] questions 1 et 2, le[T4] le [16]
le 23

2.1 Divisibilité —congruences

Exercice 6. Jouons avec les congruences. © OO

1. Déterminer le reste modulo 11 de 2123 4 2121,

Correction. On écrit 2123 + 2121 = 2121 » 5 Qr, d'aprés le petit théoréme de Fermat,

(211)11 = 211[11]
= 2[11].

Donc 2'2! x 5 = 10[11].

2. Montrer que Vn € N, 7|32 4 2nt2,

Correction. On remarque que 3% = 2[7]. Donc 32" = 2"[7]. Donc 32" 4 2772 = 2" x 3 +
22 x 4[7], i.e. 32" 4 2" = 7 % 2[7] donc 7 divise 32"t 4 21

3. Montrer que Vn € N, n?|(n+1)" — 1.

Correction. Soit n dans n. Alors

(n+1)"—1 s (Z)nk—l

Or, n?|n? et pour k > 2, n?|n*, donc n?|(n+1)" — 1.

Exercice 7. ®©O Soit n un entier naturel non nul. Montrer que...
1. ..n*(n® — 1) est divisible par 8.

Correction. On factorise U'expression :

n(n® —1)=n*(n*-1)(n* +1)
=n(n—1DA+n+n)(n+1)(n° —n+1).

e Si nest pair, alors on dispose de k tel que n = 2k donc n* = 8k® donc 8 divise n*(n°—1).
e Sin est impair
— st n = 1[4], alors on dispose de k tel que n = 4k + 1, donc (n — 1)(n+ 1)
4k(4k 4 2) = 8k(2k + 1), donc 8 divise n®(n® — 1).
— st n = 3[4], alors on dispose de k tel que n = 4k + 3, donc (n — 1)(n+ 1)
(4k + 2)4k = 8k(2k + 1), donc 8 divise n*(n® — 1).
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2.

...n°> — n est divisible par 3.

Correction. On écrit n® —n = n(n* —1) = (n—1)n(n+ 1). Or dans trois entiers consécutifs,
l'un au moins est multiple de 3, donc 3 divise n®—n.

..3"3 — 441%2 est divisible par 11.

Correction. On remarque que 4> = 5[11], donc 4* = 3[11], donc 4*"2 = 3" x 5[11]. Donc
3m3 _ 4%+2 = 31(33 _ 5)[11]. Or 3% = 27 = 5[11]. Le résultat est donc démontré.

..lorsque n est impair, n(n®> — 1) est divisible par 24.

Correction. On remarque que n(n®> — 1) = n(n — 1)(n + 1), divisible par 3 par la premiére
question. Si n est impair, on écrit n = 2k + 1. Alors n — 1 = 2k et n+ 1 = 2k + 2, donc
(n—1)(n+ 1) = 4k(k 4+ 1). Or le produit de deux entiers consécutifs est pair, donc 8 divise
4k(k +1). Donc n(n? — 1) est divisible par 3 et 8, qui sont premiers entre eux, donc il est
divisible par leur produit, c'est-a-dire par 24.

Exercice 8. ® 0O Un nombre palindrome est un nombre qui se lit indifferemment de gauche a
droite ou de droite a gauche. Par exemple, 2002, 12321 sont des nombres palindromes. Prouver
qu'un nombre palindrome ayant un nombre pair de chiffres est divisible par 11.

Correction. 1. Essais :

e Les nombres 44, 99, 2002, et 3553 sont des nombres palindromes s'écrivant en base 10
avec un nombre pair de chiffres. Ona: 44 =11x4; 99=11x9; 2002 =11 x 182;
3553 =11 x 323.

e Les nombres 363, 434, 11011, et 12321 sont des nombres palindromes s’écrivant en base
10 avec un nombre impair de chiffres. On a : 363 = 11 x 33; 434 =5+ 11 x 39;
11011 =11 x 1001; et 12321 =1+ 11 x 112.

2. Traitement : Soit n un nombre palindrome. On suppose que n est un entier naturel non nul dont

L'écriture décimale comprend un nombre pair de chiffres. Soient alors k € N*, (¢j)ocjcox1 €

[0, 9]%* tels que
0

1
n= Ck-1Ck-2""C1C

C'est que
n=col0% + 110 + - - + ok 210%* 72 4 o1 10%K 1

Or 10° = 1 [11] et 10* = —1 [11]. Donc, par compatibilité de la congruence modulo 11 avec
'addition et la multiplication,

Vie[0,2k—1] 10'=(-1)" [11].
Puis, modulo 11,

n= Co(*l)o + Cl(*].)l + -+ CQk_2(71)2k72 + Cgk_1(71)2k71
= (—1)0 (co — cok—1) + (—1)1 (a1 — cok—2) +---+ (—1)/(71 (Ck—1 — Ck)

Or n est un nombre palindrome ; donc n est congru a 0 modulo 11. D'oli tout nombre palindrome
s'écrivant en base 10 avec un nombre pair de chiffres est divisible par 11.
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Exercice 9. @@®O Soit x un entier naturel non nul, x = ayay_1 ... aido son écriture en base 10 (ag
est le chiffre des unités, a; des dizaines, etc.)

1. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise 5ag + ayan—_1 ... aza1.

Correction. Remarquons que

X =anan-1...ad1do
= ayan-1...a10 + ag
=10 X ayan_1. .31+ a
=10 X ayan_1...a1 + ao + 49ay — 49ag

=10 x (2/\/3/\/,1 ...a1 + 520) - 4930,

donc, comme 49 = 0[7],
x =10 x (aNaN_1 L..ar + 530) [7]

Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise 10 x (ayan_1 ... a1 + 5ag).
Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise ayan—1 ...a1 + 5ap (par le théoréme de Gauss,
car 7 est premier avec 10).

2. Démontrer que 7 divise x si, et seulement si 7 divise ayay_1 ... ara1 — 2ao.

Correction. Remarquons que

X =ayan-1-..d1d0
=ayan-1...a10 +ao
=10 xayay—1.-- a1+ a
=10 x ayan—1...a1 + a0 — 21ap + 21ag
=10 x (ayan—1..- a1 + 5ao) + 21lao,

donc, comme 21 = 0[7],
x =10 x (@yan—_1 ... a1 — 2ao0) [7]

Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise 10 x (ayan—_1...a1 — 240).
Donc 7 divise x si et seulement si 7 divise ayay_1...a1 — 2ap (par le théoréme de Gauss,
car 7 est premier avec 10).

3. On propose une recette pour déterminer si un grand nombre est divisible par 7. Soit par
exemple le nombre 7905669884. On I'écrit en séparant les nombres en paquets de 3 :

7 905 669 884

puis on fait la somme alternée 7 — 905 + 669 — 884 = —1113.

On prend la valeur absolue du résultat, 1113 et, s'il est divisible par 7, alors le nombre de
départ l'est !

(ici, on utilise la méthode du 2 : 111 — 2 x 3 =105, 10 — 2 x 5 = 0 donc 7 divise 105 donc
1113 donc 7905669884).

Expliquer cette méthode.
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3n—1

Correction. On écrit, si x = E aklok (quitte a mettre des zéros, on fait en sorte d’avoir un
k=0

multiple de 3 de chiffres),

x = ap + 10a; + 100a, + 1000(as + 10as + 100as) + . ..
n—1

3 E——
E 107" X 33p12a3p+13a3p-
p=0

Mais 10 = 3[7] donc 100 = 30 = 2[7] donc 1000 = 20 = —1[7]. DOnc

n—1

X = Z(_l)p X 3pt2d3pr1dspl7],
p=0

d'ot la méthode utilisée!

S

. Montrer que pour tout n > 2, H,

x| =

Exercice 10. @@® On pose, pour tout n dans N, H, =

=
Il
—

n'est pas entier.

Correction. On montre P, : Soit p tel que 2° < n < 2°™!, alors H, = avec a et b impatrs.

a
7 7 7 ’ .2pby .
On démontre le résultat par récurrence, pour n > 2. Pour n = 2 c'est immédiat.
Si le résultat est vrai en n, avec 2° < n < 2P*1 alors on regarde n+ 1. Ou bien n+1 =2

alors

p+1 et

P 1 a 1 2a+b
= e T e T e T i

d'oli le résultat. Sinon n+ 1 < 2P donc on peut écrire n+ 1 = 29¢ avec ¢ < p+ 1 et ¢ impair.

Donc

” Y +i7i+ 1 ac + b2rP—4
LT T 5ac T opp T 2ac T 2pPbe

d'oli le résultat.

2.2 PGCD, PPCM

Exercice 11. ©OO Soit n € N*.
1. Trouver le pgcd de n! + 1 et (n+1)! + 1.

Correction. Nommons a = n!+1 et b= (n+1)! 4+ 1. Remarquons que (n+1)a— b = n, donc
a A b divise n. Il divise donc n!. Il divise donc a—n! = 1. Donc aA b= 1.

2. Montrer que 2n+ 1 et 14n + 3 sont premiers entre eux.

Correction. Posons a = 2n+ 1 et b = 14n+ 3. On remarque que a A b divise 7a — b = 4.
Donc aAb=1,2o0u 4. Or a est impair et a A b divise a. Donc aA b= 1.

3. Montrer que n* +3n° 4+ 1 et n® + 2n sont premiers entre eux.

Correction. Posons a = n* 4+3n? +1 et b= n®> +2n. Donc a A b divise c = a— nb = n®> + 1.
Donc a A b divise d = b — nc = n. Donc a A b divise a— (n® +3n)d = 1. Donc aA b = 1.
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Exercice 12. @@0 Soit (P, m) € (N*)?. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe deux entiers dont le produit soit P et le ppcm m. Comment déterminer alors les entiers
solutions ? A titre d’exemple, traiter le cas P = 24, m = 12.

Correction. Analyse. Supposons qu'il existe a et b deux entiers tels que ab= P et aV b = m. Alors
P est un multiple commun a a et a b, donc m divise P.

P P
De plus, ab=aA bx aV b. Donc - aAb.Or an b divise aV b. Donc - divise m, donc P divise

m?.

Finalement, m|P|m?.

P
Synthése. Supposons que m|P et P|m?. Posons alors a = m et b = = Alors ab = P. Reste a

P
montrer que m = a Vv b. Par hypothese, p= divise m, donc b divise m = a. Donc aV b =a=m.
D'ol le résultat!

Exercice 13. @ ©O Soit n € N*. Montrer que ppcm(1,2, ..., 2n) =ppcm(n+1,..., 2n).

Correction. Soit k dans {1, ..., n}. On va montrer qu'un des multiples de k est dans {n+1, ..., 2n}.
Cela permettra de dire qu'un multiple commun a {n+1,..., 2n} est aussi multiple commun a
{1,..., 2n}. L'idée est de reqarder 2k, 4k, 8k, etc. et de se dire qu'il y en a bien un qui sera dans
{n+1,..., 2n}.

Considérons l'ensemble A = {2°k, s € N}. Alors AN[1, n] est non vide (il contient k) et majoré. Il
contient donc un plus grand élément, de la forme 27k, avec a € N. Alors 27k < n, donc 2771k < 2n
et 27tk > n+ 1. En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait 231 ) < n, donc 27271k serait dans A,
contradiction.

Donc tout multiple commun a {n+1,..., 2n} est multiple de tous les entiers de 1 a n. Donc les
multiples communs de (1,2, ..., 2n)et (n+1,..., 2n) sont les mémes. Donc ppcm(1,2,. .., 2n) =
ppcm(n+1,..., 2n).

Exercice 14. @ @0

1. Montrer que pour tout n dans N, il existe un unique couple (a,, b,) € 72 tel que
(14+V2)" = a, + V2b,.

Correction. Unicité : soit n dans N, (a,, by, a,, b)) € Z* tels que a, + V2b, = a, + V20,
_ o
Alors a, — a,, = V/2(b],— by,), dong, si b, # b}, V2 = L

b, —b

n n
/ /

Donc b, = b, donc a, = a,,.

, donc V/2 est rationnel, absurde !
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Existence, méthode 1. Soit n dans N. Alors on écrit

k=0
n K n K
- ()vEe X (f)ve
0<k<n 0<k<n
k pair k impair
15] %]
_ Z <2f7)\/§2p N <2 n 1) N ik
p=0 P p=0 *
5] =]
= (2n>zp+f2 (2 g 1>2”,
p=0 P p=0 P+
s =,
d'oll le résultat en posant a, = pz:% <2p> 2P et b, = ,32:% (2p . 1) 2P,

Existence, méthode 2. On démontre la proposition P, : 3(a,, b,) € N2, (1+v2)" = a,+V2b,.
Initialisation : pour n =0, on pose ag = 1 et by =0, d'ol le résultat.
Hérédité : si la proposition est vraie au rang n, alors on dispose de a, et b, tels que

(1++V2)" = a, + V2b,.

Alors
(1+vV2)™ = (a, + V2b,)(1 + V2) = a, + V2a, + V2b, + 2b,,

d’oul le résultat en posant a1 = a, + 2b, et byy1 = a, + by.

2. Montrer que pour tout n dans N, pgcd(ap, b,) = 1.

an+1 = an + 2by
bn+1 = a, + bn.
On montre alors que st d, = a, A by. Déja an+1 et bypr1 sont combinaisons linéaires de a, et b,
donc d, divise an11 et b, donc d, divise dy11. De plus, ap41—bpt1 = by et 2b,11—apt1 = an
donc dp41 divise d,. Donc dy+1 = d, = di = 1 par récurrence immédiate.

Correction. Montrons le résultat par récurrence sur n. Comme pour tout n, {

Exercice 15. @ @0 Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

1. On suppose pgcd(a, b) = 1. Déterminer le pgcd de ab et a+ b.

Correction. On pose d ce pgcd. Il divise ab et a+ b donc il divise ab— a(a+ b) = —a°, et de
méme il divise ab— b(a+ b) = —b? donc d divise a° et b? donc leur pged. Or, a° Ab® = 1 (car
sip € P, v,(a® A b?) = min(v,(a?), v,(b%)) = min(2v,(a), 2v,(b))2min(v,(a), v,(b)) = 0.
Donc ce pgcd est égal a 1.

Autre méthode. Si d est un diviseur commun a a et a a+ b alors il divise a4+ b— a = b donc
il est commun a a et a b donc est égal a 1, donc aA (a+ b) = 1. De méme, bA (a+ b) = 1.
Donc ab A (a+ b) =1 (car tout diviseur premier de ab divise a ou b).

2. Dans le cas général, quel est le pgcd de a + b et ppcm(a, b) ?
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b
Correction. St d = aA b, 2 A = =1 donc

0 0
a by ab_,
6 0 56
ab _

3 0, donc (a+ b) A (aV b) =6.

donc, en multipliant par 6, (a+ b) A

2.3 Nombres premiers, décomposition en facteurs premiers

Exercice 16. ©OO Soient a et b deux entiers naturels tels qu'il existe n dans N* tel que a” divise
b". Montrer que a divise b.

Correction. Soit p un nombre premier. Alors par hypothése v,(a") < v,(b") donc nv,(a) < nv,(b)
donc, comme n € N*, v,(a) < v,(b), donc a divise b.

Exercice 17. @ OO Soit n un entier positif. Montrer que v/n € N & /n € Q < n est un carré
parfait (i.e. 3k € N, n = k?).
Correction. On procéde par implications circulaires :

e (n est un carré parfait = v/n € Q :) Evident car N C Q.

e (v/n € Q = n est un carré parfait :) On suppose v/n € Q, alors on dispose de p et g dans
(N*)? tels que v/n = B. Alors ng® = p?, donc ¢° divise p> donc (exerclce g divise p, donc
on dispose de k € N tZl que p = kg, donc v/n = k, donc n = k? donc n est un carré parfait.

e (n est un carré parfait = v/n € N : )si on dispose de k tel que n = k?, alors v/n = k € N.

Exercice 18. Applications du petit théoréme de Fermat. @ @O

1. Quel est le reste de la division euclidienne de 279" par 137

Correction. On sait que 2'? = 1[13] par le petit théoréme de Fermat. Il faut donc trouver
le reste de la division euclidienne de 70! par 12. Or, 72 = 0[12] donc 70 = —2[12]. Mais
on remarque que (—2)2 = 4[12] et que pour tout k dans N, k > 2, (—=2)K = 4[12]. Ainsi,
707" = 4[12] donc 27" = 4[12].

2. Montrer que pour tout n € Z, on a n’ = n [42].

Correction. Soit n dans Z. Déja, n” = n[7] par le petit théoréme de Fermat. Donc 7 divise
n"—n=n(n®—1)=n(n*-1)(n*+1)=n(n—1)(n*+n+1)(n+1)(n* — n+ 1), nombre
divisible par 2 et par 3 (produit de 3 entiers consécutifs) donc par 6 donc par 42 (théoréme
de Gauss).

3. Trouver les nombres premiers p tels que p divise 2P + 1.

Correction. On sait que si p € P, 2”7 = 2[p]. On veut aussi 2” = —1[p] donc on veut p tel que
2 = —1[p] i.e. p divise 3. Donc 3 est la seule solution.

Exercice 19. Théoréme de Wilson. @ @O Soit p un nombre premier différent de 2.
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. Montrer que (p — 1) = 1[p].

Correction. (p — 1)? = p> — 2p + 1. Or, p? = 0[p] et —2p = 0[p], donc (p — 1)? = 1[p)].

. Montrer que x> = 1[p] si, et seulement si x = 1[p] ou x = —1[p].

Correction. Déja si x = 1[p] ou x = —1[p], x*> = 1[p] par les régles de calcul sur les
congruences.

Ensuite, si x*> = 1[p], alors p divise x> —1 = (x — 1)(x + 1), donc, comme p est premier,
p divise x — 1 ou p divise x + 1, donc x = 1[p] ou x = —1[p].

. Soit ndans {1,2,..., p — 1} Montrer qu'il existe un unique entier m dans {1,2, ..., p—1}

tel que mn = 1[p]. Quand a-t-on m=n?

Correction. On sait que n est premier avec p donc par le théoréeme de Bézout, on dispose de
u et v tels que un+ vp = 1. Effectuons la division euclidienne de u par p: u = pg+ r, avec
1<r<p Doncun+vp=(pg+r)n+vp=rn+(gn+ v)p. Donc rn— 1 est divisible par
p, Le. rn = 1[p]. D'oli existence de cet entier.

Pour Lunicité, si rn = 1[p] et mn = 1[p], alors rn = nmp], donc, comme n est premier avec
p, r = m. D'ot l'unicité.

Pour avoir m = n, il faut avoir m?> = 1[p], ie. m = 1[p] ou m = —1[p|, Le., comme m €
{1,...p=1}, m=1ou m=p— 1. Réciproquement, sim=1oum=p-—1, m? = 1[p].

. Démontrer que (p — 1)! = p — 1[p].

Correction. Ecrivons (p— 1)1 = (p—1) x (2 x --- x (p—2)). On sait que pour tout élément m
de {2,..., p — 2} il existe un unique m différent de m tel que mn = 1[p]. En regroupant par
paires ces éléments, on en déduit que 2 x --- X (p—2) = 1[p], et donc (p—1)! = p—1[p].

. Déduire de ce qui précede une preuve du théoreme de Wilson : pour tout entier naturel g, g

est premier si, et seulement si (¢ — 1)! = g — 1[q].

Correction. On vient de montrer que si g est premier alors (¢ — 1)! = g — 1[q].
Réciproquement, st g vérifie (¢ — 1)! = g — 1[q], alors ¢ divise (¢ — 1)! — (¢ — 1) = (g —
1)((g—2)!'—1), donc, come gA(g—1) =1, g divise (¢ —2)! — 1. Donc on dispose de k dans
Z tel que

(=2 —kg=1,

donc tous les entiers de 1 a g — 2 satisfont une relation de Bézout avec g. Donc q est premier
avec touts les entiers de 2 a g—2, donc, en particulier, n'est divisible par aucun de ces entiers.
Il n'est pas non plus divisible par g — 1, donc g n'est divisible par aucun des entiers entre 2
et ¢ — 1, donc g est premier.

Exercice 20. Nombres premiers jumeaux. @Q©O Deux nombres premiers p et g sont dits jumeaux
si leur différence est égale a 2.

1.

Donner des exemples de nombres premiers jumeaux.

Correction. 3 et 5 sont deux nombres premiers jumeaux.

Soient p et g deux nombres premiers. Montrer p et g sont jumeaux si, et seulement si pg+ 1
est un carré.
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Correction. Supposons que p et g sont deux nombres jumeaux. Alors g = p+2, donc pg+1 =
pPP+2p+2=(p+1)>~

Supposons que pqg+ 1 est un carré, cest-a-dire qu'on dispose de k tel que pg+ 1 = k2. Alors
pq = k?—1=(k—1)(k+1). Donc p divise k — 1 ou k + 1, et g divise k — 1 ou k+ 1. Ils
ne peuvent diviser le méme de ces entiers, sinon on aurait pg qui le diviserait, i.e. pg serait
strictement inférieur a (k — 1)(k + 1). Mettons-nous dans la situation ol p divise k — 1 et g
divise k+ 1. Alors p =k — 1 et g = k+ 1 car sinon pg < (k—1)(k+1). Donc g — p = 2,
Le. p et g sont jumeaux.

3. Montrer que si p et g sont deux nombres premiers jumeaux supérieurs ou égaux a 5, alors
p + q est divisible par 12.

Correction. Comme p + g est la somme de deux entiers impairs consécutifs, leur somme est
divisible par 4 (on les écrit 4k + 1 et 4k + 3). De plus, comme l'un est congru a 1 modulo
3 et lautre congru a 2 modulo 3 donc leur somme est divisible par 3, donc (Gauss) elle est
divisible par 12.

Exercice 21. @@ © On veut montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k +3,
avec k € Z. On note leur ensemble P34 et suppose, par I'absurde, que P34 = {p1, ..., pn} avec
N € N. On pose g =4(p1...pn) — 1.

1. Montrer que g posséde un facteur premier congru & 3 modulo 4.

Correction. Déja, g est impair donc 2 ne divise pas g. Or, si tous les facteurs premiers de g
étaient congrus a 1 modulo 4, g serait congru a 1 modulo 4 (car le produit de deux éléments
confrus a 1 modulo 4 est congru a 1 modulo 4). Or, g = —1[4], absurde.

2. Montrer que ce facteur premier ne peut pas étre égal a py, ..., pn, et conclure.

Correction. Soit p un facteur premier de 4(p;...py) — 1. Alors, si p était égal a l'un des
Plr.. s pn, on aurait p qui divise 4p; X --- X py, donc p diviserait —1, absurde.
On conclut que P34 est infini.

Exercice 22. @00

. S L o 24
1. (question préliminaire) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres de la forme 3 (ol a

: . 1
et b sont entiers) dans I'intervalle { \fZ]
V2
Correction. Un premier argument sera développé dans le chapitre de structures algébriques!
On peut démontrer que l'ensemble des aln(2) —bIn(3), avec a et b dans Z, est un sous-groupe

In(2
de R et, comme |2E3; ¢ Q, qu'il est dense dans R.
. \ . 8 1
Un deuxiéme argument, trés manuel, existe. On remarque que ty = 3 € el V2|
On divise alors ug par 3, puis on multiplie le résultat par 2, jusqu’a se retrouver au-dessus de
1 16 1 1
——. Par exemple, — < — mais —= > —. Mais si x < — et 2x > —, alors on a
V2 TN B TR V2 V2
LI 2x < V72
— < 2x < V2.
V2
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On pose alors u; ce nombre. Puis on réitére le processus !

Autre voie :

Soit b € N (donné).

Ona3Px20 < V2et3?x2V > /2 dés que N € N est supérieur & 2 x 3°, car
2% > k pour tout entier naturel k. Ainsi, soit a Uentier naturel le plus grand (le dernier dans
lordre ascendant et le premier dans lordre descendant) tel que g < V2, ot ¢ = 372 x 27,
Comme a + 1 n'est pas un tel entier, en substituant a + 1 & a on obtient v/2 < ¢ x 2; donc
Lo c3txoigya

V2 T

Soit & € N satisfaisant, comme a, & Uencadrement ci-avant. Alors 372 x 27 < 370 x 2"’I+1,
puis a < @’ + 1 car la suite (2"),en est strictement croissante. On en déduit que a’ = a.

On a montré que

vbeN, JlaeN/ <3 bx22< V2

Sl

La demande est satisfaite.

Remarque. On rappelle que la partie entiére (par défaut) d'un réel x, notée |x], est le plus
grand entier inférieur a x, soit 'unique entier vérifiant x — 1 < [x| < x.

Ci-haut, a = [blog,(3) 4+ 1]. Cet argument est hautement plus sophistiqué car il s’appuie
sur les définitions des fonctions exponentielles et logarithmes; de plus ces définitions sont
admises a ce stade d’avancement.

. . n
On note, pour n € N*, d,, le nombre de diviseurs de n compris entre \/; et V2n.
2. La suite (dy)nen est-elle convergente ?

Correction. La suite (d,)nen est une suite dentiers. St elle était convergente, elle serait
stationnaire. Or, si n est un nombre premier impair, d, = 0 alors que si n est le carré d’'un
entier, d, > 1. Donc, par caractére infini de 'ensemble des nombres premiers et de l'ensemble
des carrés d'entiers, (d,)nen n'est pas stationnaire donc pas convergente.

3. La suite (dy)nen est-elle bornée?

Correction. On va démontrer que non, en cherchant des nombres avec d, aussi grand que l'on
souhaite. On prend p et g deux entiers naturels, et n = 22P329 | es diviseurs de n sont de la

forme 2%3% ol k < 2p et £ < 2qg. Or, 2K3% ¢ {\/z \/2n] si et seulement si

On note alors Ay 4 = {2’(3[, p< k<2p, 0<£< g} On sait que :
e d, < Card(Ap.q)-

e Card (Bp,q N {\2 fz]) < do.

Ou
B ff{fx X EA }*f 75 0<s <K O<t<q
p.q ) p.q 3t SIS P X L x .
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1
Par la question 1, B, 4 N E \@} est de cardinal tendant vers +0o quand p et g tendent

vers +o00. On en déduit donc que d, est aussi grand que lon souhaite, pour peu que lon
choisisse p et g suffisamment grands.

Voie 2 : En s'appuyant toujours sur la premiére question.

Soit n € N* (donné). D’aprés ce qui précéde, on choisit n entiers naturels by < --- < b, et n
entiers naturels ay, .. ., an tels que

1
Yk € [1,n], 7 <372 x 2% < V2

On pose
N 9l p2art2an o 32bi4+2b,

Ainsi, que les nombres entiers naturels VN x 37bk x 2% pour k € [1, n], sont distincts par
unicité de la forme irréductible d'un rationnel car 2 et 3 sont deux nombres premiers distincts,
et ils sont diviseurs de N. Cela prouve que dy est supérieur a n.
On a montré que

VneN, ANeN/ dy=n.

Donc la suite (dy)y n'est pas bornée.

Voie 3 : (Plus élémentaire) En choisissant une infinité de nombres rationnels entre 1 et 2.

On pose

ngc'2><(1><2><---><n><(/74—1))2:2><((n+1)!)2

IN k+1
Ainsi, que les nombres entiers naturels 5 % , pour k € [1, n]], sont n diviseurs distincts

de N qui prouvent que dy est supérieur a n.

2.4 Reésolution d’équations

Exercice 23. @00

1. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de 29x — 11y = 1.

Correction. Appliquons l'algorithme d'Euclide a 29 et a 11.

20=2x11+7

11=1x7+4
7=1x4+3
4=1x3+1
3=3x1+40
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Donc 29 et 11 sont premiers entre eux. On remonte alors l'algorithme d’'Euclide.

1=4-3
=4—(7-14)
=2x4-7
=2x(11-7)-7
=2x11-3x7
=2x11-3x(29—-2x11)
=8x11—-3x29.

Donc (x,y) = (—3, —8) est une solution de l'équation. L'ensemble des solutions est donc

{(=3+ 11k, —8 4 29k), k € Z}.

2. Résoudre dans Z> I'équation 5x — 3y + 8z = 1.
Correction. Résolvons 'équation
5x —3y =1-8z,
de parameétre z. On sait que pour x =2 ety = 3,5x—3y = 1, donc (x,y) = (2—16z,3—-24z)
est une solution de 'équation. Donc l'ensemble des solutions de l'équation a parameétre est

{(2 = 162+ 3k,3 — 24z + 5k), k € Z}.

Aucune contrainte n'est a poser sur z donc l'ensemble des solutions de l'équation a trois
inconnues est l'ensemble

{(2—-16z+3k,3—24z+5k,z), k€ Z,z € Z}.

Remarque : lexercice aurait été beaucoup plus diffiicle si les trois nombres étaient juste
premeirs entre eux dans leur ensemble, mais pas premiers entre eux deux a deux (par exemple,
6,15, 10).

X+ y = b6,

Exercice 24. @ 0O Résoudre dans Z2 le systéme
xVy =105.

Correction. On remarque que 105 =5 x21 =5x 3 x 7. Or x A y divise a la fois 56 et 105, donc
il divise 56 A 105, donc il divise 7. Donc x Ay = 1 ou 7. Si x Ay = 1, alors xy = 105 Donc
(x,y) €{(1,105),(3,35),(5,21),(7,15)} (et les symétriques). Or aucune des sommes des couples
décrits ici ne fait 56.

Si x Ay =7, alors on pose X' = x/7 ety = y/7. Alors X'y’ = 15 et X' +y' = 8. Donc x' = 3 et
y" =5 ou l'inverse. Donc les deux solutions de l'équation sont (x,y) = (21, 35) et (x, y) = (35, 21).

Exercice 25. @@0 Soit p un nombre premier. Résoudre I'équation suivante d'équations (x, y) € N2

x2+px:y2.
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Correction. Soit (x, y) un couple d'entiers naturels (choisi sans discrimination).
Analyse.
On suppose que le couple (x, y) convient.

e On suppose que x est divisible par p.

Alors x = px’ avec X' € N, donc p|x? + px donc ply?, donc ply, donc y = py’, y' € N. Donc
p°x"? + p°x' = p?y’?, donc x? + x' = y"?, donc X' (X' + 1) = y"°.

Six' =0,y =0 et (0,0) est bien solution. Sinon, x'(x' 4+ 1) n'est pas un carré (si p|x’ En
effet, X' et x' + 1 sont premiers entre eux, donc pour tout nombre premier p, vp(x') =0 ou
v,(x' + 1) = 0. Donc nécessairement v,(x’) et v,(x' + 1) sont paires (car v,(y'®) est paire),
donc x” et X’ 4+ 1 sont des carrés, impossible (si c'était le cas, on aurait X' = k? et X' +1 = £2
avec £ >k, donc 1 =x"+1—x" =402 — k> = (£ — k)(£+ k) impossible.

’ Dans ce cas, il est nécessaire que (x, y) soit égal a (0,0). ‘

e On suppose que x n'est pas divisible par p.

Soit g € P, g # p. Soit a = v4(x) et B = v4(y). Alors x = ¢%r ety = G°s avec r et s non
divisibles par g. Alors 'équation devient

a**r® + pg*r = ¢*s>.

c'est-a-dire, comme ¢ divise le membre de gauche, et que g /s,
q*r® + pr = g?P~s2.

Or, st a > 0, alors 26 — a = 0. Sinon cela signifierait que g divise pr, ce qui est impossible
car g#petq fr.

Donc si g|x, a = 28. En particulier, cela signifie que x est un carré : x = a° avec a € N, et
y = a.b avec b € N. l'équation devient alors

a* + pa® = a’b?,
soit, en divisant par a%, a°> + p = b?, ou encore

p=0b>—2a°=(b—a)(b+a)

Donc, ou bien b—a=petb+a=1 oubien b—a=1et b+ a= p. Le premier cas est
exclu car a > 0, donc

p—1 p+1
a= th=——,
2 °© 2
donc ( 2 )
p—1 pe—1
=——cety=ab= .
x 5 Y 4
. , . o o, {(p=1)?2 p>—1
Dans ce cas, il est nécessaire que p soit impair et que (x, y) soit égal a 4 2 .
Synthése.
Réciproquement,

e Pour tout entier naturel k, 0° 4+ k x 0 = 0°.
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e Pour tout entier naturel £, £* + (24 + 1)¢? = (£(£ + 1)).

St p =2, pour que le couple (x, y) convienne il est suffisant qu'il soit égal a (0, 0).

Sip > 2, pour que le couple (x, y) convienne il est suffisant qu'il soit égal a (0, 0) ou a (

Réponse.
L'ensemble des solutions est

{(0,0)} sip=2; {(0,0); ((’3741)2,’324_1» sip>2.

Exercice 26. Résolution de I'équation x’ = y*. @@O On veut résoudre |'équation x” = y* d'in-
connues (x,y) € N*, non triviales, i.e. telles que x # y. On suppose x < y. On va proposer deux
méthodes de résolution.

1. En étudiant les valuations p-adiques, montrer que x|y. Conclure.

Correction. Soit p un nombre premier. Alors v,(x”) = yv,(x) et v,(y*) = xv,(y). On a donc
YVp(x) = xvp(y¥). Or, x <y, donc v,(x) < v,(y). Donc x|y, donc on peut écrire y = kx, donc
x¥ = x* donc y* = (x¥)* donc y = x*. Donc x¥ = kx. Donc k = x*~1. Or, si x > 2, pour
tout k =2, k < x*"*. Donc x =2 et k = 2. Donc x =2 et y = 4.

. . In(x
2. Retrouver le méme résultat en étudiant la fonction x % sur RY.
In(x 1—In(x
Correction. On étudie f : x — ( ), de dérivée x — % donc croissante jusqu'en e et

décroissante ensuite. L'équation x¥ = y* s'écrit f(x) = f(y), avec x < y. Etant donné le sens
de variation de f, les solutions x < y de cette équation sont de part et d'autre de e. Donc
x=1o0ux =2 Lecas x =1 donne 1 =y, impossible. Le cas x = 2 donne 2 = y?, donc
y =4

Exercice 27. Oral ENS. 0 0@

b
1. Montrer que pour tout (a, b) dans (N*)?, a(a—g ) divise ppem((b + i)1<i<a)-

. On sait que pour tout p dans

b ! b+1)...(b
Correction. Déja, a a—i—b) _ ((b+a)t _(b+1)...(b+a)

b ) (a—1)bl (a—1)!
P, vp(((b+1)1<i<a)) = max(vp(b+1i))1<i<a- Déja, st p > a est un diviseur premier d'un certain
b+, il n'est diviseur que d’'un des b+, car sinon il diviserait b+iet b+ javec1 </ < j< a
donc j — / qui est dans [1,a — 1], absurde. Donc le ppcm des (b + /) sera divisible par le
produit de tous les diviseurs premiers de l'un des (b + i), supérieurs ou égaux a a.

Ensuite, si p est un diviseur premier de l'un des b; inférieur ou égal a a — 1, soit iy tel que
Vp(b+1ip) = max((b+1),1 < i < a) =, alors il suffit de compter le nombre de b+ qui sont
a—1

pafl

1

aussi divisibles par p. Il y en a { J — 1 qui sont divisibles par p*~* (on enléve b+ iy,

a—1 a—1
{[MJ — {PO‘IJ —1 qui sont divisibles par p*~2 mais pas par p® !, etc. En d’autres termes
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(cf. exercice sur la valuation de p dans n!), v, H (b+1) | estinférieur a v,((a—1)!). D'ot

1<i<a
i#io

(b+1)...(b+a)
( (a1

) <max(vp(b+1),1 < i< a).
D'ol le résultat.

2. Montrer que pour tout n € N, (n+ 1)ppcm ((7) 0<i< n) =ppem(1,2, ..., n+1).

1
Correction. Déja si i € [0,n], (n+1) (7) =(i+ 1)(n * ) donc i + 1 divise (n+ 1) <7>

I+1
donc i+ 1 divise (n+ 1)ppcm ((7) 0<i< n). Donc (n+ 1)ppem (<7) 0<i< n) est
un multiple commun a 1,2,..., n+1, donc est divisible par ppem(1,2, ..., n+1).
Réciproquement, on sait que si i € [0, n]], (n+1) e /,I + I) divise ppem(i+1,i42, ..., i+

n—i)=ppem(i+1,i+2,..., n), qui divise ppem(1,2,i+1,i+2,.. ., n). Donc ppem(1,2, i+
n—i+i
1,i+2,..., n) est un multiple commun a tous les (n + 1)< ; + > donc est divisible par

leur ppecm. D'oti l'autre divisibilité et le résultat.

3. Démontrer que pour tout n > 1, ppem(1,2,. .., n) > 2"t

Correction. C'est évident : le ppcm de n nombres est supérieur au max de ces nombres, donc
a leur moyenne! Donc

n—1 2 /n—-1
ppem(1,2,. .., n)znppcm(( ; > 0<i< n—l) ( ) on—1
k=0

4. En déduire une minoration du nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

Correction. Sion appelle 7, ce nombre, on sait que ppcm(1,2, .. ., n) < H p < H n=

p premier p premier
p<n p<n

—1)In(2
A ot m™ > 201 do 1, > (1 DIN2)
In(n)

Indications

[ Penser a transformer les puissances en puissances positives, puis calculer, par exemple 2° et
32 modulo 11, et utiliser les régles de calcul sur les congruences.

Faire intervenir des factorielles dans I'écriture de a (I'avantage est que k! est divisible par tous
les nombres entre 1 et k)

[3 Utiliser les valuations.

[@ Pour la premiére question, utiliser I'identité de Bernoulli et penser que si n n'est pas premier,
n=mpeta”—1=(a")P—-1"..
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Poser K = max{i € N, p < n}, et compter les entiers entre 1 et n divisibles par pK, ceux
divisibles par p/~! mais pas par p¥, ceux divisibles par p~! mais par par p~?, etc.

Mémes méthodes qu’en [

[7] Ne pas hésiter, lorsqu’'on a des quantités dépendant de n, a disjoindre les cas (notamment n
pair, n impair), et écrire explicitement ce qu'est un nombre pair ou impair.

[8 Utiliser I'écriture en base 10.

Pour les deux premiéres questions, penser au fait que x = ay ...a10 + ag et que 1 est congru

a 50 ou a —20 modulo 7. Pour la derniére, penser au fait que 1000 = —1[7].
. a
IO Démontrer par récurrence sur n P, : Soit p tel que 2° < n < 2P, alors H,, = OTT avec a et
b impairs.

[T Ne pas nécessairement établir des relations de Bézout pour montrer que les nombres sont
premiers entre eux, mais, pour le 1 par exemple, montrer que le pgcd des deux nombres divise
n!, puis divise 1.

Démontrer par analyse-synthése que la CNS est m\P|m2.

I3 Démontrer que I'ensemble des multiples communs de (1,2, ...,2n) et des multiples communs
de (n+1,...,2n) sont les mémes.

[I4] Pour la premiére question, une récurrence ou le bindBme de Newton. Pour la seconde, le faire
par récurrence, ou bien remarquer que (1 —\/5)” = a,—/2b, et calculer 5;),2,—2b,27 : on obtient
alors une relation de Bézout.

Utiliser des relations de Bézout successives, ou bien démontrer que a + b et a sont premiers
entre eux, puis que a + b et b sont premiers entre eux.

Utiliser les valuations.

[I7] Pour une implication, c'est évident. Pour I'autre, écrire v/n = g et démontrer que ¢° divise

P2

[I8 Se ramener a des applications du petit théoréme de Fermat, notamment sous la forme a° =
alp.
I3 1. Dévlopper
2. Utiliser le théoreme de Gauss (sa version pour les nombres premiers)
3. Utiliser une relation de Bézout.
4. Regrouper habilement les termes du produit.
5. Montrer que g vérifie une relation de Bézout avec tous les entiers entre 2 et g — 2.

Un sens est évident. Pour le second, utiliser que pg = (k — 1)(k + 1).
21 Faire essentiellement des raisonnements par I'absurde !

23] Pour la premiére, c'est une méthode de cours. Pour la seconde, résoudre d’abord une équation
diophantienne de paramétre z € Z.

Démontrer que x Ay =1 ou 7, et discuter selon ces deux valeurs.

Comme souvent dans les taches de recherche, raisonner par analyse-synthése. Montrer que si
le produit de deux entiers naturels premiers entre eux est un carré, c'est que chacun de ces
entiers est un carré!

Pour I'utilisation des valuations, penser a utiliser que si x > 2, pour tout k > 2, k < x*71.

Pour I'étude de fonctions, ne I'étudier que sur [1, +oo].
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. Les

a+b> _ ((b+a)t  (b+1)...(b+a)

Utiliser les valuations, remarquer que a( b e G=1)

questions 2 et 3 sont beaucoup plus simples.
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