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D 15
Calcul matriciel et systémes linéaires

1 Exercices corrigés en classe

2 -2 1
Exercice 1. Sot M= 2 -3 2
-1 2 0

1. Calculer (M — I3)(M + 313) et en déduire M.

On effectue les calculs :

1 -2 1 5 -2 1
M—ls=[2 -4 2| M+35=[2 2 2
~1 2 -1 -1 2 3
d'ols
1 -2 1 5 -2 1 000
M—I)M+3)={2 -4 2|x[2 2 2]=(0o 0 0
-1 2 -1 -1 2 3 000

On obtient alors, en développant le produit, M?> — M +3M — 3/ =0, i.e. M? =3/ —2M.
1
On a M? 4+ 2M = 3/, donc 5/\/1(/\/1 + 2/3) = I3, donc M est inversible d'inverse

) L[4 2t
M—lzg(/\/ur2/3)=§ 2 -1 2
-1 2 2

2. Montrer qu'il existe deux suites (up)nen €t (Vo) nen telles que M" = u, M + v, /3. On montrera
cette existence par récurrence et on précisera la relation entre (tpt1, Vas1) et (Un, vi).

Soit, pour tout n dans N, P, : « il existe u, et v, tel que M" = u,M + v, /3. » Démontrons
cette propostion par récurrence.

Initialisation. M® = /3 =0x M+ 1 x /3.

Hérédité. Supposons que u, et v, soient construites jusqu’'a un certain rang n, avec pour tout
k € [0, n], M* = uxM + vy !I3. Alors

ML = MxM" = Mx(uyMA4val3) = uyM?+v,M = 1,y(313—=2M)+v,M = (va—2u,) MA4-3u,15.

Posons alors uy11 = v, — 2u, et vpyp1 = 3up.

On a donc construit par récurrence deux suites (u,) et (v,) telles que M" = u,M + v, /3, et
on a vérifié que

Upy1 = —2Up + Vp

up=0, p=1, etVneN,
Vat1 = 3Up
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3. Déterminer une matrice A de .#>(R) telle que pour tout n de N, (5”“) =Ax (t”)
n+1 n

On a, d'apres les régles du produit matriciel,
U1 (=2 1 o Un
Vnt1 B 3 0 Vin .

-2 1
On pose alors A = ( 3 O>'

1 1

4. On pose P = <3 1

). Calculer P71,

On peut utiliser la formule toute faite! Mais on peut aussi remarquer que si on calcule P?,

on obtient P? = (; _11> X (é _11> = (g 2) = 4/5 donc P est inversible, d’'inverse

1 1/1 1
,1_7 _ -
P _4P 4(3 —1)'

5. On note B =P~ x Ax P. Calculer B" pour tout n et en déduire une expression de A”, puis
de up, v, et enfin M".

On calcule

(1 ©

—\o -3/
B = P7AP, donc PB = AP, donc PBP~'. Montrons ensuite par récurrence sur lentier
naturel n que A" = PB"P~L. L'initialisation vient d'étre faite. Ensuite, si A” = PB"P~1,
alors A" = A" x A= (PB"P Y (PBP™1) = PB"BP~! = PB""1P~1. Héréditaire et vraie

au rang n, la proposition est donc vraie pour tout n.

, S . 1 0
On montre par une récurrence immédiate que pour tout entier naturel n, B" = (0 (_3)n>.

2/
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On en déduit que pour tout entier naturel n,

A" = pB"P!
:@ —11> ((1) (—%V)zlt(é —11>
5606 )

1 (1+3(3)” 1— (3)”)
3-3.(=3)" 3+4(-3)")"

Finalement, on montre par récurrence que pour tout entier naturel n,
(UIH—].) :An <UO>
Vnt1
1/1+3(-3)" 1-(-3)"\ (0
4 \3— 3( 3)” 3+(=3)") \1
_ 11
4 3+( 3)

7_ (=3)" etv, = 734_ (_S)H.

Donc, pour tout entier naturel n, u, = n )

Exercice 2. Matrices symétriques et antisymétriques. 1. Soient A et B deux matrices symétriques.
Montrer que A et B commutent si et seulement si AB est symétrique.

Procédons par équivalences :

A et B commutent < AB = BA
& (AB)T = (BA)T
< (AB)T = ATBT
& (AB)T = AB car A et B sont symétriques
& AB est symétrique,

d'ou le résultat!

2. Etablir un résultat équivalent pour les matrices antisymétriques.

On fait de méme :
A et B commutent < AB = BA
< (AB)"T = (BA)T
= (AB)T = ATBT
& (AB)T = (—A) x (—=B) = AB car A et B sont antisymétriques
& AB est symétrique,

donc A et B commutent si et seulement si AB est symétrique.

3]
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Exercice 3. Matrices nilpotentes. Soit n dans N*. On rappelle qu'une matrice carrée N € .#,(K)
est dite nilpotente s'il existe un entier p tel que N° = 0.

1. Quelles sont les matrices nilpotentes triangulaires supérieures ? On ne demande pas de justi-
fication particuliere.

Quelques petits calculs montrent facilement que les matrices triangulaires nilpotentes sont
les matrices triangulaires n'ayant que des O sur la diagonale.

2.

(a)

Démontrer que si A et B sont deux matrices nilpotentes qui commutent, alors AB est
nilpotente. Trouver deux matrices A et B de .#>(R) telles que A et B soient nilpotentes
mais pas AB.

Soit p tel que A? =0 et g tel que B = 0. Soit r = max(p, q). Alors A" =0, et B" =0,.
Donc, comme A et B commutent,

(AB) = A"B" =0, x 0, = 0,,

donc AB est nilpotente.

. _ (0 1 (0 0 (10 -
En revanche, si l'on poseA—(O O) etB-(1 O).Alors AB—(O O) qui n'est

pas nilpotente car pour tout n dans N, (AB)" = AB.

(b)

Démontrer que si A et B sont deux matrices nilpotentes qui commutent, alors A+ B est
nilpotente. Trouver deux matrices A et B de .#>(R) telles que A et B soient nilpotentes
mais pas A+ B.

Soit p tel que AP = 0 et g tel que BY = 0. Soit r = max(p, q). Alors, comme A et B
commutent, et par la formule du bindme de Newton,

2r < 2r k p2r—k
(A+B)=>" L JABTE
k=0

Or,si 0 < k <r—1,alors 2r — k > r donc B> % = 0 donc A*B?"~% = 0,,. De méme, si
k > r, alors AX =0, donc AKB>~% =0,. Donc tous les termes de la somme sont nuls
donc (A+ B)* =0.

- (0 1 _ (0 O (0 1
En revanche, si l'on poseA-(O 0) e‘[B—(1 O).AlorsA—i—B—(l O) et, pour

tout p dans N, on montre (par récurrence par exemple) que
(A+B)?P =1y, (A+B)*** = A+ B,

donc A + B n'est pas nilpotente.

4/
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3. Soit N une matrice nilpotente. Démontrer que I, — N est inversible et donner son inverse sous
la forme d'un polynéme en N.

Idée : utiliser la somme des termes d'une suite géométrique : on sait que si N était un réel,

p—1
1—
alors on aurait Z NF = TN Or, st NP = 0, on a en quelque sorte U'inverse de 1 — N.
k=0
Mais, comme on n'a pas le droit d'écrire de fractions de matrices, on ne va écrire que des
produits.
p—1
Soit p tel que N = 0. Posons M = Z NP (avec la convention N° =1,,). Alors
k=0

(I, — N)M = pi:(l,, — N)N¥
k=0

et, de méme, M(I, — N) =1,, donc I,, — N est inversible, d'inverse M.

Exercice 4. Matrices de permutation. On définit, si o est une permutation de [1, n], Py = (9; o(j))1<ij<n-
Représenter P, si o est une transposition, un p-cycle. Démontrer que |'application

| 6, = MH(R)
| o= P,

est un morphisme de groupes.

Exercice 5. Théoréme d’Hadamard.
Soit A = (aj)1<ij<n Une matrice carrée telle que : Vi € 1, n], Z laij| < laiil.
1<j<n
i#)
(On dit que A est a diagonale strictement dominante.) Démontrer que A est inversible.

X1
Soit X = | | tel que AX =0,;.
Xn

Soit iy tel que |x;,| = max{|xi|,1 < i < n}. Alors en écrivant la ligne fy de la relation AX =0, on
n

obtient g ai, jxj = 0, donc aj, i, xi, = — E aj, jXj, donc

J=1 1gysn
J#io
i 1% < D lawgllxl < 7 lawylxl,
1<y<n 1y<n
J#io J neqio

5/
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ce qui est impossible si |x;,| # 0. Donc |x;,| = 0, donc X = 0 donc A est inversible.

On a vu en cours une méthode théorique. On peut faire une méthode plus pratique.

Une remarque. Avoir juste |aj;| > |aj;| pour tout j ne suffit pas. Par exemple, si M est la matrice
3 0 2
0 3 2|, alors cette matrice vérifie la propriété |a;;| > |a;j| pour tout j mais n'est pas inversible
3 3 4

(la ligne 3 est obtenue comme somme des deux premiéres).

Mais la méthode d’Arthur peut fonctionner! Démontrons tout de méme que si la matrice est a
diagonale strictement dominante, alors la matrice obtenue aprés chaque étape du pivot de Gauss
est aussi a diagonale strictement dominante.

On ne le démontre qu’a la premiére étape, le reste s'en déduit de la méme maniére. Notons B la

. . C g Lo di1 . .
matrice obtenue aprés avoir fait sur A les opérations L; - L; — —L;. Fixons i dans [1, n]. Alors
a1l

bi; =0et

) aj1a1;
v_j S [[2, n]], b,'J‘ = ajj — 1l
i
Mais alors
aj1a1;
Z |bjj| = Z ajj — 1171 (la somme commence a 2 car b;; = 0)
1<<n 2<j<n 1
J#i A
dj1|.|a1j
< Z ‘alj|+| ’|a||J'
2Sen 11
J#i
ajl
<Y Jagl+ 2L S g
22 ] 2
ISN 2gy<n
J#i J#i

Mais, par le caractére strictement dominant, on peut écrire que

Z |lay| < lai1| — lauil,

2<y<n
J#
et que
> layl < laul — lanl,
2<y<n
J#i
d’oli
aj1
S Ibyl < lail — lanl + 122 (a] — Jay)
1< |a11]
JN
J#i
ai1l|.|a1j
<aijl = lain| + lain| — w
EY
ai1l|.|a1i
<|al_l_|_|l|| I|
ERY
aj1di e i . ,
< 'a;,- — par inégalité triangulaire renversée.
< |bijl

o]
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Donc la matrice B est aussi a diagonale strictement dominante. Finalement, le caractére strictement
dominant est préservé, ce qui permet d'assurer que la matrice est équivalente en lignes a I, donc
est inversible !

2 Exercices a faire en TD

Stratégie a adopter. |l y a trois types d'exercices dans cette feuille de TD :

e les calculatoires purs : les exercices [ et [7] sont des prolongements de [T} I'exercice [g] est aussi
un simple calcul; les exercices [14] et [15] sont des calculs bruts sur des systemes linéaires
(utilisation du pivot) ; les exercicesetsont des calculs bruts sur des matrices (utilisation
du pivot aussi)

e les théoriques purs : ces exercices n'ont absolument pas besoin de faire des calculs explicites
de produits matriciels (un peu comme les exercices 2] ou[3). Il s’agit des exercices [I0] et de la
seconde partie de [I3]

e les théorico-calculatoires : exercices trés importants, ils vous forcent a calculer des produits
matriciels théoriques. Ce sont les exercices[I] [I2] le début de[L3] et les exercices plus difficiles
9 et

Minimum conseillé. L'exercice[f] I'exercice[I0] si vous avez du mal a calculer, I’exercice [14] et

I'exercice [I2] (plus dur!) et I'exercice [13]

2.1 Matrices

Exercice 6. Puissances de matrices. @ @O

1. Calculer, pour tout n dans N, la puissance n-iéme des matrices suivantes :

0a=(3 1)

On calcule les premiéres puissances : A0 = 1,, Al = (1 1), A2 = (é i) A3 =

1 2"-1

1
< 7). On peut conjecturer que pour tout n dans N, A" = <O on

0 8
ce résultat par récurrence :

). Démontrons

0 _
e Initialisation. Pour n =0, A =1, = (8 2 0 1>.

1 2"-1
e Hérédité. Supposons que pour un certain n, A" = (O on ) Alors

1 1 1 2"—1 1 2"—1+42" 1 2mMl_1
n+1 __ n __ _ _
AT =AXA _<o 2>X<o 2" >_<o 2 x 2" )‘(0 P

D'otr U'hérédité et le résultat.
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ws( )

n . , n a" na"'b
De méme que précédemment, on démontre que pour tout n, B" = .

() SIBER, Ry — < cosf —sinb >

sin@  cosf

De méme, on démontre que pour tout n dans N, Rj = <

cos(nf) —sin(nd)
sin(nb) cos(n9)>

1 0 1
(dyc=[0 1 0
1 0 1
2!771 O 2/771
De méme, on démontre que pour tout n dans N, C" = 0O 1 O
2!7—1 O 2/7—1
0 1 1
1 0 --- 0
(e) Mp=1. . .| (matrice de .#,(R).
1 0 0
p—1 0 0
0 1 1
On calcule M; = e
0 1 1
puis /\/IS = ) ) ) = (p — 1)M,. On en déduit, par récurrence,
p—1 0 0

que pour tout n dans N :
e sin=2k avec k €N, alors M = (p — 1)/‘_1/\/15.
e sin=2k+1avec k€N, alors Mj = (p— 1)<M,.

o1
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2. Soit 6 € R. Soient (t,)nen et (V) nen deux suites définies par ug = a, vo = b (avec a et b des
réels et, pour tout n dans N,

Ups1 = cos(0)u, —sin(0)v,
Va1 = sin(0)u, + cos(8) v,

), donner I'expression du terme général de (up)nen
n

u
En posant, pour tout ndans N, U, = (v

et (Vn)neN-

La relation de récurrence ci-dessus nous indique que pour tout n dans N, U,11 = RgU,, donc,
par récurrence immédiate,

_ony, _ [cos(ng) —sin(nf)\ [(a\ _ [cos(nf)a—sin(nb)b
Un =Rglo = (sin(n@) cos(n@) ) (b) N (sin(n@)a+ cos(n@)b) ’

donc, pour tout n dans N, u, = cos(nf)a — sin(nf)b et v, = sin(nb)a + cos(nb)b.

1 0 2
Exercice 7. @00 Soit A= |0 —1 1. Calculer —A® + A® + 5A — I5. En déduire que A est
1 2 1

inversible et calculer son inverse.

En faisant le calcul, on remarque que —A% 4+ A + 5A — I3 = 03. Donc —A% + A + 5A = 15, donc
A(—A% + A+ 513) = I3, donc A est inversible d'inverse —A? + A + 5I5.

Exercice 8. Inversibilité des matrices d’ordre 2. @ @O Soit
a b
A= ( c d ) € M>(K)

Calculer A2 — (a+ d)A + (ad — bc)I,. A quelle condition A est-elle inversible ? Déterminer alors
AL

On calcule et on remarque que A% — (a+ d)A + (ad — bc)I, = 0. Disjoignons alors les cas :

e si ad — bc #0, alors — (A= (a+ d)A) =L, Le.

1
ad — bc

A X

————(a+ = A) =L,

donc A est inversible d'inverse

1 1 d —b
ad—bc((a+d)12_A)7 ad — bc (—c a)

o/




MPSI Pasteur 2024-2025 N.Laillet - W.Ngambou
Calcul matriciel et systémes linéaires walter.ngambou®@ac-versailles.fr

e siad—bc =0, alors A(A—(a+d)IL) = 0. Si A était inversible, alors en multipliant par A%,
onaurait A—(a+d)l, =0,ie. A=(a+d)ldonca=a+detd=a+d donca=d=0,
i.e. A= 0, absurde! Donc A n’est pas inversible.

1 _
Finalement, A est inversible ssi ad — bc # 0 et, dans ce cas, Al = ( d b).
ad — bc \—-¢c a

Exercice 9. @@®0O Soient (ay, ..., an), (b1,..., bn), (c1,. .., cn), (di, ..., dn) des éléments de K.
On considére la matrice A € .#5,(K) définie par

ai bl
C1 dl
a b (0)
Co d2
A:
(0)
an by
¢, dp

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible. Déterminer, le cas
échéant, I'inverse de A.

L'idée est de faire la méme chose que pour la question de cours! On considére la matrice

d —b
—G a1
dr  —bo 0)
—CG a2
B:
(0)
dn _bn
—Cp dn

On calcule alors A x B en faisant... des produits par blocs! On obtient alors

aldl — b1C1 0
0 aldl — b1C1
82d2 — b2C2 0 (O)
0 32d2 — b2C2
AxB =

(0)
and, — b,cp 0
0 and, —

10/R21]

bnch

(aldl — b1<
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Exercice 10. Relation de similitude. @ OO

1. Montrer que la relation ~ définie sur .#,(K) par A ~ B ssi « il existe P € .#,(K) inversible
vérifiant A= PBP™! » est une relation d’équivalence.

Démontrons que ~ est réflexive, symétrique et transitive :

(i) Réflexivité. Soit A dans .#,(K). Posons P = 1,. Alors P~' = P et A= PAP~! donc
A ~ A, donc ~ est réflexive.

(i) Symétrie. Soient A et B dans .#,(K) telles que A ~ B. Alors on dispose de P € GL,(K)
telle que A= PBP~ 1. Alors B = P 'A(P™*)! avec P~! € GL,(K) donc B ~ A. Donc
~ est symétrique.

(iil) Transitivité. Soient A, B et C trois matrices telles que A ~ B et B ~ C. Alors on
dispose de P et Q dans GL,(K) telles que A = PBP ™! et B = QCQ*. Alors A =
P(QCQ™MHP™ = (PQ)C(PQ)™!, donc A~ C. D'oli la transitivité.

Donc la relation de conjugaison est une relation d’équivalence.

On appelle cette relation relation de similitude et on dit que deux matrices A et B qui satisfont
cette relation sont semblables. Soient alors A et B deux matrices de .#,(K) semblables.

2. Montrer que si I'une des deux matrices A ou B est inversible, alors I'autre aussi.

Supposons que B soit inversible. Alors A est le produit de 3 matrices inversibles, donc A
est inversible, et son inverse est A= = PB 1P~L. De méme, B = P *AP donc si A est
inversible, B est inversible et B! = P71A7LP.

3. Montrer que si B = Al, (A € K), alors A = B. Quelle est la classe d'équivalence d'une matrice
scalaire ?

Si B =\l alors A= PBP™! = PAI,P~! = A\PI,P~t = APP~! = XI,,, donc A = B.
On vient de démontrer que si B est une matrice scalaire (i.e. B = Al,), alors la classe
d'équivalence de B est réduite a un singleton.

4. Montrer que si I'une des deux matrices A ou B est nilpotente (il existe un entier p tel que
AP =0, ou BP =0,), alors I'autre aussi.

Soit p tel que B? = 0. Alors A2 = PBP7IPBP! = PB?P ! e, par récurrence immédiate,
pour tout k dans N, A = PB*P~! donc, en particulier, A’ = PBPP~1 = P x 0, x P~ =0,.
Donc A est niplotente. La réciproque est évidente par symétrie.

Exercice 11. Matrices élémentaires. @ OO Soit n un entier non nul. Pour i et j dans [1, n], on note
E;j la matrice avec tous les coefficients nuls, sauf le coefficient (/, /) égal a 1.

11/21]
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1. Calculer E,'J X Ek,[.

Ecrivons E,'J' = (a,,s)lgr,sg,, et Ek’g = (br,s)lgr,sgno Alors ars = 6,"r6jys et br,s = 6k,r5g’5.
Posons finalement E; jEx; = (Cr.s)1<rs<n- Alors, pour tous r et s dans [1, n], on a

n n
Crs = Z ar,tbt,s = Zéi,réj,ték,tél,s-
t=1 t=1

Maintenant, une chose qui peut étre faite pour simplifier un peu cette somme est de sortir les
symboles de Kronecker qui ne dépendent pas de l'indice de sommation! On écrit alors

n n
Crs = E ar,tbt,s = 5i,r5€,s E 5j,t6k,t-
t=1 t=1

n
Il faut donc déterminer ce que vaut Zéj'ték’t :
t=1
e sij # k, alors on n'aura jamais de t tel que j =t et k = t, donc la somme est nulle.

n n
e sij =k, alors Zéj’ték't = Zéj’téjvt, et §;+ est nul sauf pour t = j, donc la somme est
t=1 t=1
réduite a un seul élément, et est finalement égale a 1.

n n

Finalement, Zéj'takvt est nulle st j # k, égale a 1 si j = k, donc Z(Sj,ték,t =0k
t=1 t=1

Finalement,

Crs = 6j,k 6i,r52,s )
~— ——
ne dépend pas de (r,s) coefficient matriciel
donc (¢rs)i<rs<n = (0j,k0i rOes)1<r.s<n = 0jk(0ir0ss)1<r.s<n €t 0N reconnait les coefficients
de Ejp. Dong, finalement,
EijExi = 6jkEi

2. Si A= (ars)1<rs<n, Calculer Ejj x Aet Ax Ej ;.

La seconde question peut aussi tout a fait se faire formellement.

Posons A = (ars)1<rs<n et Eij = (i r0js)1<rs<n (pour une fois jutilise un intermédiaire de
moins, en donnant directement l'expression de E; ;). Alors st on écrit E;j X A = (bys)i<rs<n
on a, pour tous r et s dans [0, n],

n n n
br,s - § €rtdts = § 6/’,r5j,tat,s = 6i,r g 6j,tat,5v
t=1 t=1 t=1

la somme n’ayant que des termes nuls sauf pour t = j, don

brs = 5i,raj,s-

12/21]
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Autrement dit B est une matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf la ligne i qui recoit
les coefficients de la ligne j de A
De méme si lon écrit A x E;j = C = (¢rs)1<r.s<n ON obtient

n n n
Crs = E art€ts = E ar,téi,taj,s = 51',5 E art0it,
t=1 t=1 t=1

donc, de méme, ¢, s = djsar;. Autrement dit la matrice n'a que des coefficients nuls, sauf la
J-iéme colonne qui recoit les coefficients de la colonne i de A.

Exercice 12. Questions de commutation. @ @O
A1 (0)
1. Soient A1,..., X, des éléments de K deux a deux distincts et D = ]
(0) An
Déterminer les matrices de .#,(K) commutant avec D.

Analyse. Soit A = (a;;)1<ij<n Une matrice commutant avec D. Alors on remarque que

A1ai1 A2a12 ... ... Apadin
>\132,1 )\282’2 el >\na2,n

Ax D=
>\1an,l >\2an,2 I >\nan,n
A1air Aidi2 ... ... Aidin
Aoaz1 Apaxo ... ... Xodap

etDx A=
)xna,ﬂ >\na,,,2 e A,,anvn

Donc si AD = DA, on a, pour i # j, Xjajj = \ja;j avec \; # Aj, ce qui n'est possible que si
aij = 0. Donc A est diagonale!

Synthése. On remarque facilement, avec les calculs ci-dessus, que si A est diagonale, alors
A commute avec D.

2. Déterminer I'ensemble des matrices A de .#,(K) telles que

VB € .#,(K), AB = BA.

Analyse. Si A est une matrice commutant avec toutes les autres, en particulier elle commute
avec une matrice du type de D, donc elle est diagonale. Soient alors (o, ..., a,) les coeffi-
cients diagonaux de A.

Enfin, si F;; est la matrice de permutation telle que P; ;A soit la matrice A avec les lignes i et
J échangées, on sait que AP;; est la matrice A avec les colonnes i et j échangées. Mais alors
le coefficient (/,j) de F; ;A est o alors que le coefficient (7, ) de AP;; est ;. Donc o = )
pour tous / et j. Donc finalement tous les coefficients de A sont égaux, donc A est diagonale
avec le méme coefficient sur la diagonale : on dit que A est scalaire.
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Exercice 13. Inégalité de Cauchy-Schwarz pour la trace. @ @O Soit n € N*,
1. Montrer que pour toute matrice A de .#,(R), Tr(ATA) > 0, avec égalité si, et seulement si

A=0.
Ecrivons A = (aij)1<ij<n €t B = AT = (bij)1<ij<n- Posons AB = (cjj)i<ij<n- Alors pour tout
I ety,
n n
Gij = Z aikbkj = Z Aikajk-
k=1 k=1
Donc

n n n
TrATA) =) ci=> Y a, >0,
i=1 i=1 k=1
et cette somme est nulle si, et seulement si tous les termes de la somme sont nuls (comme ils
sont positifs), i.e. ssi pour tout / et pour tout k, aj, = 0, i.e. ssi A est la matrice nulle.

2. Soient A et B deux matrices de .#,(R). Soit, pour tout x dans R, la fonction f(x) =
Tr((A+xB) x (A+xB)").

(a) Développer f et montrer qu'il s'agit d'un polyndme de degré 2 en x.

Soit x dans R. Alors

f(x)=Tr((A+xB) x (A+xB)")
=Tr((A+xB)(AT +xBT))
= Tr(AA"xAB" + xBA” + x*BB")
= Tr(AAT) + xTr(AB") + xTr(BAT) + x*Tr(BB")
=Tr(ATA) + xTr(ABT) + xTr((BA™)T) + x*Tr(B" B) car Tr(MN) = Tr(NM) et Tr(MT) = Tr(M)
= Tr(ATA) +2xTr(ABT) + x*Tr(B" B),

qui est bien un polyndome en x.

(b) En étudiant son signe et son discriminant, montrer que Tr(AB™)? < Tr(ATA)Tr(BT B).

On sait par la question précédente que pour tout x dans R, Tr((A+xB)x (A+xB)") > 0.
Donc le discriminant de ce polynome est négatif ou nul. Donc

4Tr(ABT)? — 4Tr(ATA)Tr(BTB) < 0,

d'ou l'inégalité souhaitée!
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2.2 Matrices et systémes linéaires — méthode du pivot

On présentera les solutions des systémes linéaires en utilisant la notation Vect.

Exercice 14. ® OO Résoudre les systémes linéaires suivants (en appliquant I'algorithme de Gauss),
par rapport aux indéterminées xi, X2, x3, x4 € R :

Xy —Xo +2x3+x4=0 X1+ 2% +4x3 4+ 3x4 =3
1. 31 +x3+3x4=—-2. —X1 +5x0 + 2x3 + 2Xx4 = —2
—4X1 +3X2 —6X3 —3X4=2 ) 2X1 +4X2+7X3 —2X4:13 '

3X2 + 4X3 - 5X4 =9

-2 0
Je ne donne que les réponses : pour le premier systéme, il s'agit de 'ensemble Z -+ Vect _3
0 1
2
. - . . 0
Pour le second systéme, il n'y a qu'une solution, 1
-1

Exercice 15. @ ©O Déterminer pour quels valeurs de a, b € R le systéme :

2x+3z=0
2y +az=>b
—X+ay+3z=a

1. admet une solution unique;
2. admet une infinité de solutions;
3. n’a pas de solutions.

Expliciter les solutions pour a = b = 2.

Echelonnons le systéeme

2x+3z=0 —X4+ay+3z=a L+ L3
2y +az=b & 2y +az=>b
—X+ay+3z=a 2x+3z=0

—x+ay+3z=a
& 2y +az=>b
2ay +9z=2a L3+ L3+ 2L,

—x+ay+3z=a
& 2y +az=>b
(9—a®)z=(2—b)a L3+ Ls—al,
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Dong, si a # %3, il y a une unique de solutions. St a = £3, il y a une infinité de solutions si b = 2,
aucune sinon.
Dans le cas a = b =2, le systéme se réécrit

—X+2y+3z=2

2y +2z=2

5z=0
0
Donc z=0, y =1 et x = 0. La solution est le singleton constitué du vecteur | 1
0

Exercice 16. ® OO Résoudre les systéemes linéaires suivants (en appliquant I'algorithme de Gauss),
par rapport aux indéterminées complexes x, y,z € C :

x+iy=0 X+iy—3z=1
1. 3X+2y+z=4+1, 2. ix—y—iz=-1 )
ix—y+1+i)z=2 —Xx—iy—(3+4i)z=—-3—-2j
1
Pour le premier systéme, l'unique solution est le vecteur i |. Pour le second systéme, il s'agit
1—1i
3i—1 '
2 —1
de la droite 0 + Vect | 1
=1 0
2

Exercice 17. @ ©O Calculer les inverses des matrices suivantes :

Lo 1 2 -3 2 2 3
A:<25>,B: 01 2 |,.c=( 1 -1 0
00 1 -1 2 1

2 1 1 3 13 -5 7 2 1 00

10 -1 0 01 2 -3 3.2 00

M=1lo2 1 1"V loo 1 2 ['PT]1 1 334

4 3 2 4 00 0 1 2 -1 2 3
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Ne donnons que les inverses. En cas de probléme, me demander!

I 1 -2 7 1 —4

A—lz(_2 ) ),B—lz 0 1 =2 |, ct'=( 1 -5

0 0 1 -1 6

-5 0 -5 5 1 -3 11 -38 2 -1 0

1| -2 4 6 0 01 -2 7 -3 2 0
_1—7 _1: =

M 0| -5 -10 -5 5 |V o0 1 -2 |'F 31 -19 3

0 2 3 -5 00 0 1 -23 14 -2

Exercice 18. @@ Pour chacune de ces matrices, discuter suivant les valeurs du réel m si elle est
inversible, et donner le cas échéant son inverse.

1 1 m m 1 1
1 0 m , 1 m 1
m—1 m-—-2 1—m 1 1 m
Ecrivons
1 1 m |1 00 1 m 1 00
1 0 m |01 0]—1]0 -1 0 -1 10 Lo Ly— L4
m-—1 m+2 1-m0 0 1 0 —1 ]_—m2 1-m 0 1 L3<—L3—(m—1)L1
1 1 m 1 0O O
— o 0 1 -1 0Ly« —Lo
0 -1 1—-m?*l1-m 0 1
10 m 0 1 0\ Ly« L;—Ly
— (0 1 0 1 -1 0
0 0 2—m -1 1/ L3+ L3+ L»

Deux situations arrivent alors : comme on a une matrice triangulaire supérieure, on connatt sa CNS
d'inversibilité :
e sil—m?=0,ie m==+1, alors la matrice n'est pas inversible.

e si 1 —m® # 0, la matrice est inversible. On détermine alors son inverse.
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10 m 0 1 0 10 m 9 L 0
01 0 1 -10|—fo1o b -1 0
0 0 0 0 1

2—m ol 1-m 1-m2 1-m?
1

m?—2m 14+ m—m? -m
100 1—-m? 1—m? 1—m?
—~ {0 1 O 1 -1 0
0 0 2—m 1 1
1—-m 1—m? 1— m?

m?>=2m l14+m—-m?> —m
1 2 2
=2 1—m 1—m 0
2—m -1 1
Pour la seconde matrice
m 1 1|1 0 O 1 1 mO0 0 1\ L+ L3
1 m 1|0 1 0] — (1 m 1{0 1 O
1 1 moO 0 1 m 1 1{1 0 O
1 1 m 0 0 1
— |10 m-1 1-m|{0 1 -1 Lo+ Lr—1L4
0 1-m 1—-m?|1 0 —m/) L3y« Ls—ml,
1 1 m 0 0 1
— |10 m-1 1—m 0 1 -1
0 0 2—-m—-m?l1 1 —m—1) L3+ L3+ L,

Remarque : ici, on voit bien l'intérét de ne pas avoir divisé directement par le pivot. En effet, on
a directemet une matrice trianqulaire, et on a directement la disjonction de cas suivante, faite en

remarquand que 2 — m — m?> = —(m — 1)(m + 2).
esim=1alors1—m=0et2—m—m?=0 donc la matrice nest pas inversible.

e sim=2alors1—m#0et2—m—m?=0, donc la matrice n‘est pas inversible.

e sinon, la matrice est inversible : on part de
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1 1 m 0 1
0 m—-1 1—m 0 1 -1
0O 0 2-m-m’l1 1 -m-1
0 0 1
L1 m 1 1 1
— (0 1 -1 0 —— — | Ly« Lo
00 2—-m—-m? m=1 m- -1
1 1 -m-—1
1 m
10 m+1 |0 o7 ST7 |Lieli-L
— |0 1 -1 0 1
00 2—-m-m? m—1 m-—1
1 1 -m—-1
1
0 1 om
1 0 m+1 m—1 m—1
— (0 1 -1 0 Fr—) ——
0 O 1 1 1 m+1
(m=1)(m+2) (m=1)(m+2) (m—1)(m+2)
1
3+ —F————1I
(Ls (m—1)(m+2) 2)
m+1 m+1 1 m (m+1)?
1 0 o (m=1)(m+2) (m—l)(m+2f m—1 m—-1 (m—=1)(m+2)
1 m—+ -1
I N T B GV =) (m—1)(m+2)
m—1)(m m—1)(m m—1)(m
001 1 1 m4 1
(m-1)(m+2) (m-1)(m+2) (m=1)(m+2)

(L1<—L1—(m+1)L3; [_2<—L2+L3)

On en déduit que l'inverse de la matrice est

1 m+1 -1 -1
- 21 omr1 1
(m=Dm+2) \ 1 1 p41

Exercice 19. /Inverse de la matrice des coefficients binomiaux. 000 Soit n € N*. Soit A la matrice

définie par A = (ajj)1<ij<n OU, pour tous i et j dans N, a;; = (coefficient binomial).

-1
1. Représenter A dans le cas n = 3.

Dans le casout n=3,0ona A=

=
N — O
= O O
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1
X
2
2. SoitxcRetU=| X . Déterminer les coordonnées de AU.
Xn.—l
%1 n
On calcule le produit matriciel, en écrivant que AU = [ : |, ot pour tout /, v; = Z ikl =
k=1
Vn
1
" -1 L i-1 —[i—1 . L
(k— 1>x"1 = (k—l)xkl :Z < p >Xk = (x+1)""!, donc AU = (Xfl)
k=1 k=1 k=0 :
(x +1)"1
1
x+1
2
3. Soit V le vecteur V = (x+1) . En posant y = x 4 1, exprimer les coordonnées de V/,
(X+ 1)n71

puis de U, en fonction de y. En déduire une matrice B telle que U = BV.

On écrit que

1
(yv—1)
U= | =17
(y—.l)”

dong, pour tout i dans [1, n],

i

b=y =S (- G

k=0 p
i1 : .

= Z (k _ 1) (—1) Yt = Z bik Vi,
k=1 k=1

o i
ol pour tous / et j, b = (—1)'_J<J.

1
1). Donc si l'on pose B = (bjj)i<ij<n U = BV.

4. En déduire un inverse possible de A et vérifier que cet inverse potentiel est un inverse effectif.
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On peut alors vouloir dire que B est l'inverse de A. Cependant, le fait que V= AU et U = BV,
i.e. BAU = U, ne suffit pas a affirmer que A est inversible, car U est un simple vecteur. Il faut
donc effectuer concrétement le produit matriciel AB (ou BA). Posons AB = (¢jj)1<ij<n Alors

pour tous i et j dans [1, n],
i—1 ki (k=1
(o) (o)

Cj =Y aby =)
k=1
i1\ (k-1\  (i—1)! (k—1)!
(k_ 1) (J— 1) S (k==K G = 1)K =)

n
k=1

Or,

(-1 1 L i=9)!
D e R ]
(i 1) (i —))!

=D =DM = k)(k=))!

-(2)62)

Exercice 20. Relation d’'équivalence. @ @@ Soient n et p deux entiers naturels non nuls, A et B
deux matrices de ., ,(K). On dit que A et B sont équivalentes en lignes-colonnes si on peut passer
de A a B par des opérations élémentaires sur les lignes et sur les colonnes.

1. Démontrer que A et B sont équivalentes en lignes-colonnes si, et seulement s'il existe P dans
GL,(K) et Q dans GL,(K) telles que A= PBQ.

On dira désormais, si A et B sont équivalentes en lignes-colonnes, que A et B sont équivalentes.
1

2. Démontrer que A est équivalente a une matrice de la forme J, , , ol Jp pr =

(0)

avec r « 1» dans la diagonale.

3. Démontrer que si n = p et A n'est pas inversible, alors A est équivalente a une matrice
triangulaire supérieure stricte.
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