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(avec corrigé)

Probleme 1. Suite récurrente associée a une fonction

1. Démontrer la

Proposition 1. Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.
Sif(I) C I, on peut définir une suite par

up €1
VneN, upyr = f(up).

On démontre par récurrence la proposition P, : « u, est définie et appartient a I » .
L'initialisation est évidente, et, pour l'hérédité, si n € N est tel que P, est vraie, alors u, € ],
donc f(up) est définie, et appartient a I car f(I) C L

D'oli 'hérédité et le résultat!

2. Démontrer la

Proposition 2 (Seule proposition au programme). Soit I un intervalle de R.
Soit f : I — R une fonction continue vérifiant f(I) C L

. . .. ug €1 )
On considére une suite (u,) définie par Alors si (up), converge vers
VneN, uppr = f(up).

Le I alors f(£) = 4.

On suppose que (Up)pen converge vers £ € 1. Alors, upyq —+> £ et, par continuité de f,
n—-+0o00
f(un) — F(£).
n—+o00

Donc, par unicité de la limite, £ = f(£).

3. Démontrer que si f est croissante sur I, alors la suite (u,)nen est monotone. lllustrer sur un
dessin.

Fait dans le poly de cours!

4. Démontrer que si f est décroissante sur I, alors (tap)nen €t (Uani1)nen SONt monotones, de
monotonies opposées. lllustrer sur un dessin.

Fait dans le poly de cours!
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On donne alors le point de méthode suivant.
Méthode 1. Plan d'étude d'une suite vérifiant une relation de récurrence de la forme u,1 = f(up)
ou f est une application continue.

e FEtudier f : étudier ses variations,; déterminer ses points fixes et le signe de x — f(x) — x.
Récapituler ces résultats dans un tableau unique .

e Déterminer a I'aide du tableau précédent un intervalle stable par f contenant ug.
e Placer u, par rapport aux points fixes.

e Sens de variations de (up)n - VN Une1 — Uy, = (f — Id)(uy,) de signe déja étudié.
Remarque : si f est croissante, en général (uy), est monotone.

e Conclure : les calculs précédents montrent que la suite converge (croissante et majorée, dé-
croissante et minorée). auquel cas la limite est un point fixe de f, ou au contraire tend vers
+o00 ou —oo (croissante non majorée ou décroissante non minorée).

2
1+ u;

5. Etudier la convergence de la suite (un), définie par up € R et Vn U1 = 5

1+ x?

On pose f : x — . Alors f est décroissante, puis croissante; d'oti le tableau de

1+x2—2x  (1—x)?

2
Ainsi, [0, 1] est stable par f. D'ou la disjonction nécessaire :

variations. De plus, f(x) —x = > 0 pour tout x.

e si Up = 1, la suite est constante égale a 1,

e si up > 1, comme f(u,) — u, = 0 pour tout n, (Uy)nen est croissante. Par le théoréme de
la limite monotone, elle posséde une limite dans RU{+oc}. Sa seule limite finie possible
étant 1, Uunique point fixe de f qui est continue, et ayant u, > uy > 1 pour tout n dans
N, on en déduit que u, — +oc.

n—-+oo

e si 0 < up < 1, alors par récurrence immédiate, u, € [0, 1] pour tout n. De plus, u; — Uy =
f(ug) — g = 0 donc (up)nen est croissante, majorée par 1, donc converge vers 1, l'unique
point fixe de f, cette fonction étant continue.

e si ug € [—1,0], alors u; € [0,1] et donc u, — 1.

n—+oo

e siug<—1,u >1,etdoncu, — +oc.
n—-+oo

Un

6. Etudier la convergence de la suite (u,), définie par ug €]0,1[ et Vn 41 = 3o
- n

oo X L 3 3
Soit f 1 x — 3o Alors f est dérivable sur R\ {2} et pour tout x # >

3

e —_
X B 22

. 3 3
donc f est croissante sur | —o0, 5 et sur 5,—|—oo .

X X 3x — 2x2 2x(1 — x)
De plus, F(x) =X = g =X = 30~ 3o T 3 ax

2

. x(1 — x) est positif si



MPSI1 Pasteur 2024-2025 DM12

3
et seulement si x € [0, 1]; 3 — 2x est positif si et seulement si x < 5 De plus, cette fonction

s'annule uniquement en 0 et en 1 qui sont donc les seules points fixes de f. D'ou le tableau de
variations.En particulier, [0, 1] est stable par f et donc, par récurrence immédiate, pour tout
n dans N, u, € [0, 1].

Etant donné le signe de x — f(x) —x sur [0, 1], on en déduit que si v €]0, 1], (Up)nen décroit.
Minorée par 0, elle converge vers un réel £, point fixe de f satisfaisant 0 < £ < up < 1, donc

u, — 0.
n—-+4o00

P . . 2
7. Etudier la convergence de la suite (uy), définie par ug €]0,1[ et Vn upp1 = .
n
montrera que pour une telle suite u; > 1 et on étudiera séparément les suites (un), et

(U2n+l)n-

La fonction f : x +—

est strictement décroissante sur R (qui est clairement un intervalle
X

stable) : tableau de variations.Ainsi, [0, 2] est méme stable par f! Et 1 est point fixe de f.
2 x+x2 2-x-x> —(x-1)(x+2)
De pl tout x, f(x)—x = — = = trict t
e plus, pour tout x, f(x)—x T x T4 x T x T , strictemen
positif sur 0, 1], strictement négatif sur |1, +o0].

D'aprés la proposition de la question 3, (thon)nen et (Uapt1)nen sont strictement monotones,
de monotonies contraires.

On sait que, th(py1) = f o F(un) et to(py1y4+1 = F o F(tipi1).

De plus, par le tableau de variations de f, on remarque que [0, 1] est stable par fof, et [1, 2]
ausst. Ainsi, pour tout n, us, € [0, 1] et topyq € [1,2].

Etudions plus précisément f o f :

2 2(1+x) 242x
fof:ix— — = = ,
1+ 5 1+x+2 3+ x
et
_ —x2 _ —(x —
fof—Id:xr—>2+2X—x:2+2X x(3+x)  —x x+2 _ (x 1)(X—|—2).

3+ x 3+ x a 3+ x 3+ x

Donc, comme g €]0,1[, up = f o f(ug) > up, donc (Uan)nen est croissante, majorée par 1,
donc converge vers 1, seul point fixe strictement positif de f o f. De méme pour (top41)nen,
décroissante minorée, qui converge donc vers 1.

Ainsi, u, — 1.
n—-+oo

Cas particulier d’une fonction dérivable.

8. Démontrer que si f posséde un point fixe sur I (intervalle stable par f), £, si f est dérivable sur
up €1

1, si |f’| est bornée par k €]0, 1], alors la suite (u définie par
7 par k €10, 1[ (un)nexs definie p {Vn N o — fu)

converge vers £.

M
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Fait dans le poly!

Considérations plus théoriques. Soit f une application de classe €* de R dans R.
On suppose que f admet un point fixe attractif xg, c'est-a-dire qu'il vérifie

f(Xo) = X0 et |f/(X0)| <1

9. (a) Montrer qu'il existe un réel o« > 0 et un réel k €]0, 1] tel que la restriction de f a
|x0 — @, xo + & soit k-lipschitzienne.

[F(x0)| + 1
2
existe un voisinage V' (on peut méme supposer qu'il s'agit d'un intervalle) de xp tel que
Vx € V, |f'(x)| < k. Donc f est contractante sur lintervalle V. Donc, par le cours, la

suite (u,) converge vers xg pour tout x de V.

On sait que |f'(xo)| < 1. Posons k = . Alors |f(x)] — |f'(x0)] < k, donc il
X—>X0

Ug €]x0 — a, X0 +

converge vers Xp.
Vn e N, Upy1 = f(u,,).

(b) En déduire que suite {

Démontrons alors que [xg — &, Xp + [ est stable par f. Soit x dans |xp — a, xo + a[. Alors
[f(x) —xo| = |f(x) — f(x0)| < klx — x| < ,
donc f(x) €]xo—a, xo+a[. Ensuite f est k-contractante sur un intervalle qu'elle stabilise

donc, d'apres la question 8, u, — Xxo.
n—-+oo

On suppose désormais que f admet un point fixe répulsif xg, c'est-a-dire qu'il vérifie

f(Xo) = Xo et |f/(X0)| >1
) . . up €R . .
10. Démontrer que si la suite converge vers xg, alors elle est stationnaire.
VneN, uppr = f(up).

Soit C €]f'(x0), 1[. Soit V un voisinage de x tel que Vx € V, |[f'(x)] = C > 1. Comme on a
supposé (u,) convergeant vers xp, on dispose de N dans N tel que Vn > N, u, € V. Posons
alors v, = Upi1 — Un. Alors vyy1 = f(unyi1) — f(up). Par le théoréme des accroissements
finis, on dispose de cy entre uy et uyy1 tel que vyy1 = '(cn)vy. Donc

vive| = [ (em)llvw] = Clvwl.

Donc pour tout p = N, |v,| = CP~N|vy|, suite qui tend vers +oo sauf si vy = 0. Donc, comme
v, — 0, vy = 0, donc, par récurrence évidente, v, = 0¥n > N. Donc u, est stationnaire.
+oo

f
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Probléme 2. Equivalent de Stirling

Partie I. Formule de Moivre
. . o ny"n
Nous allons établir dans cette partie qu'il existe C > 0 tel que n! ~ Cvn (E) . On pose, pour
n——+oo
. n! .
tout entier naturel n, u, = W Notre but va étre de montrer que (u,) tend vers une limite
n —_
e

non nulle.

u .
n ) Calculer v, pour tout entier naturel n.

1. Posons, pour tout entier naturel n, v, = In <
Upy1

1 1
Par le calcul, on trouve v, = (n + 2) In (1 + n> —1.

2. En rappelant le développement limité a I'ordre 3 en 0 de In(1 + x), montrer que
1 (e
Vi n—too 1202 © n?)"
2

3
On sait que In(1+x)?x—%+%

| l+1 L L + L + L
n - )= —-——=—=+z=to|—=].
n)+ccn 202  3n3 n3

Vp = n—i—1 l—i—ki—ko L —1—L+o L
e 2 n 2n2  3n3 n3 T 12m2 n )’

1
+ o(x3). Or, — — 0, donc
n —+oo

Donc

3. En revenant a la définition de o, montrer que 0 < v, < — a partir d'un certain rang.
n

Par Uexpression précédente, on dispose d'une suite (g,).en, tendant vers 0 quand n tend vers

+o0, telle que
1 En

T 12m2 2
On sait que €, +—> 0, donc on dispose de N dans N tel que pour tout n > N, on ait
o0

Vi

1 e < 1
12 7" 12
1 1 1 € 1
Soit alors n > N. On a —Egemgﬁ, donc —Wgn—ggﬁ, donc

1

1 .. .
0< v, 6 < L d'oli le résultat.

5/
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n
Convergence de la série des (v,). On pose pour ndans N, S, = Z Vk.
k=1
4. Montrer que (S,) est croissante a partir d'un certain rang.

Soit n = N. Alors Spi1 — S = Vpy1 = 0, car n+1 > N. Donc (S,,) est croissante a partir du
rang N.

. 1 1 1
5. En montrant que pour tout entier naturel k non nul, < — — ———, montrer que

(k+1)2 = k  k+1°
(S,) est bornée. En déduire que (S,) converge.

1 1 1

Soit k un entier naturel non nul. Remarquons que P Kk 1)

1 1
i k< k+1, — < -,
On sait que + 1, donc P p donc

1 1 ) 1 1 1

< .e. < -——.
kr12 Skk+r) " k+12 5k k+1

D'oli le résultat.
Maintenant, bornons S,,. Soit n > N. Alors, par l'inégalité triangulaire,

n
D
k=1

n

> w

k=N+1

|Sn|: <|5N|+

1
Or, pour k > N+1,0 < v < donc

p:

n

D w

n

n
1
:ZV;(<ZE

k=N+1 k=N+1 k=N+1
oo Pirdaatite L <11 o111
ar l'inégalité ——= < — — , réécriteen — < ———,ona
9 k12 Sk T k+1 Sk—1 k
n n
1 101 1 1
=< 2K -2K2,
ES 2 1 RSN s
k=N+1 k=N+1

par télescopage. Donc pour tout n > N,
max |Sy| + 2. Donc (S,) est bornée.
<KkSN

Shl < |Swn| + 2, donc pour tout n dans N, |S,| <

1

6. Déduire des questions précédentes que u, converge vers une limite non nulle, nommons-la C.

50
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(S,) est croissante et majorée, donc, par le théoréme de la limite monotone, elle converge

L . , 1
vers une limite réelle £. Or, par télescopage, pour tout n non nul, S, = In ( ) Donc
Upt1
u1 . —0 . - . -
— e e Upr1 —> U1€ tie u, — we qui est une limite non nulle car
Un+1 n—-+o0 n—-+oo n—-+oo
uy 7& 0.
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Partie Il. Détermination de la constante a I'aide des intégrales de Wallis

3
On définit, pour tout entier naturel n, I'intégrale W, :/ sin”(x)dx.
0

7. Soit n dans N. Déterminer par une intégration par parties que (n 4+ 2)Wpio = (n+ L)W, et
en déduire, pour tout entier p,

_m (2p)!

W2p - § 22p(p!)2 '
22p(p!)2

Waopi1 = 2+l

IPP et récurrence corrigées dans un DM précédent.

Equivalent de W,,.

8. En utilisant la relation de récurrence trouvée précédemment, montrer que Wy, ~ W,
n—-+o0o

On sait que pour tout entier naturel n, (n+ 2)W, 1o = (n+ 1)W,. W, est strictement positive
par les formules trouvées question précédente. Donc

Wn+2 n+1 n
W, — n+42 ns+oo N n—+oo

1.

Donc Wpio ~ W,
n—+o0

9. Montrer que pour tout entier naturel n, W, o < W,,11 < W,,. En déduire que W, ~ W1
n——+oo

Pour tout x dans [0, 7/2], 0 < sin(x) < 1, donc pour tout n dans n, 0 < sin™™(x) < sin”(x).
T
En intégrant les inégalités entre O et 5 on obtient 0 < Wy11 < W,. Autrement dit la suite

(W,) est décroissante. Donc pour tout entier naturel n, Wyio < W1 < W,. Par stricte
n+2 Wn+1 Wn+2 Wn+1

< < 1.0r, — 1.
w, = w, = W, W, +infty

positivité de W, — 1 dong, par encadrement,
+o0

10. Montrer que la suite ((n + 1)Wan+1)n€N est constante, et déterminer sa valeur.

Pour tout entier naturel n, posons a, = (n+ 1)W,W,1. Soit n dans N. Alors
dnt1 = (I’I + 2)Wn+1Wn+2 = (I’) + 2)Wn+2Wn+1 = (ﬂ + 1)Wan+1 = dn,

. 7 7 . 7 b 7T
par la relation de récurrence trouvée en question h. Donc (a,) est constante, éqgale a ag = 5

8/
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11.

) i
En déduire que W, ~ —.
n—+oco \l 2n

T
On en déduit que a, ~ —=.0r, a,=(n+ )W, W, ~ an2 car W, ~ W,yy1 donc
n—+oo 2 n—-+oo n—+oo

s s
2~ E,donan ~

n n—-4o00 n—-+00 2n ’

12,

Démontrer que la constante C définie dans la premiére section est égale a v2mw. On a donc

démontré que
n n
nl ~ 21n (f) .

n—+oo e

n n
On sait que n! ~ Cv/n (f) , donc
n—+oo e

m_(2p) m_Cvap ()" TV (87 w1
2 22P(p!)2 n—+oo 2 22p (C\/ﬁ B)p)2 n—>+oo 2 C22pp (g) 2P pstoo \/%C

[ T 1 NS .
Mais ng %5 o , donc ff IH%C F donc C v V2, i.e., comme C est

Wo, =

une constante, C = V2T.
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