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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Cadre de travail.

Dans tout le chapitre, on désigne par
> K un des deux corps R et C.

> n, p, q, et r des entiers naturels tous non nuls.

1 Opérations sur les matrices

1.1

Définitions

Définition 1 : Matrice, taille/format, coefficient, ligne, colonne, diagonale.

1.

On appelle matrice & n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute famille

d’éléments de K indexée par [1,n] x [1, p] ; c’est-a-dire tout élément de I’ensemble

Rl x[tp]

. On parle de matrice de taille ou de format (n,p).

. Pour tout (i,j) € [1,n] x [1,p], la composante d’indice (i,j) de A est appelée

coefficient d’indice (7, j) de A, et est notée
MiJ ou (M)i,j ou [M]ZJ

Pour tout ¢ € [1,n], la matrice

def.
Mi,~ = Mi,l Mi’Q Mi,p

est appelée ligne d’indice ¢ de M ou i-éme ligne de M.
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

5. Pour tout j € [1,p], la matrice

MLj
M

7j

| M|
est appelée colonne d’indice j de M ou j-éme colonne de M.

6. Dans le cas ol n = p, la n-liste

(Ml,l ) M2,27 L] Mnn)

)

est appelée diagonale de M.

Représentation.

On représente visuellement une matrice sous la forme

Myy My -+ My; -+ My

My Map o My - Map
M —

Miy Mg - Mg - Mip

Mn71 Mn72 e Mn7] T Mn,p

Notation.
1. On peut définir une matrice M en posant M = (m;; : (i,j) € [1,n] x [1,p]) ou M =
(mij)1<i<n-
1<y<p

2. On note M, ,(K), ou K"*P, ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients

dans K.

3. Dans le cas ou n = p, on note simplement M,,(K), et on parle de matrices carrées d’ordre n.

Remarque.
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Lorsqu’on aura a parler de matrices extraites, ou de sous-matrices, on pourra aussi indexer une
matrice par un produit cartésien de parties non vides des entiers naturels. Ici, les indices 1,2, 3

etc sont & regarder comme les ordinaux 1¢",2¢, 3¢ etc.

Exemple 1.1.
21 2

1. SiA= , A e Mas(R).
01 -1
1 %

2. Si B= , B € My(C).
-t 2+ 3

3. Sion définit C = (¢45)1<4,j<3 par
V(’L,]) € [[173ﬂ2) Cij = i+,
2 3 4
alors C = [3 4 5.
4 5 6
Exo 1.
) — 1
Représenter la matrice D = (d;5)1<i j<5 définie par, pour tout (,7) dans [1, 5], dij = <‘] 1).
i—
Définition 2 : Vecteur ligne, vecteur colonne.
Les éléments de M ,(K) sont appelés vecteurs (ou matrices) lignes ; ceux de M,, 1 (K)

sont appelés vecteurs (ou matrices) colonnes.

Remarque.

Des conventions aident & mieux manipuler les matrices
> La notation en tableau plutét qu’en np-uplet.

> L’utilisation de coefficients ayant la méme lettre que la matrice : on écrira A = (a;j)1<i<n,
I<i<p

B = (bij)1<i<n7 etc.
1<g<p

> La confusion de M 1(K) et K.
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

1.2 Addition, multiplication par un scalaire

Définition 3 : Matrice somme.
On considére deux matrices A et B de M,,,(K). On appelle matrice somme de A et
B, qu’on note A + B, la matrice de M,, ,(K) définie comme suit :

(i, 5) € [Ln] x [L,p],  (A+ B)iy € (A)i; + (B)iy.

Représentation.
Si A = (a5)1<i<n et B = (bij)1<i<n,
1<j<p 1<j<p
ailr a2 - Qi bir bz - by a1 +bi1 aig+biz - ap +bip
a1 G2 - A2p N bar  baz - bap ao1 +ba1  aga +bao - agy + by
_anl Gp2 - anp_ _bnl bn2 e bnp_ _anl + bnl Gn2 + bn2 o Gpp + bnp_

Définition 4 : Produit par un scalaire.
On considére une matrice A de M, ,(K) et un scalaire A € K. On appelle matrice
produit de A par A, qu'on note A.A ou A.X ou AA ou A\, la matrice de M,, ,(K)

définie comme suit :
.. def. def.
\V/(Z,j) - [[1,n]] X [[l,p]], ()\A)z,] = /\<A)z,j = (A)z,j)\ = (A)\)z,] .

Représentation.

Si A = (aij)1<i<n,

1<j<p
ai;  aiz - G1p Aair Aaiz - Aayp
a21 Q22 - QA2p Aag1  Aazz - Aa2p
A =
apl Ap2 - Qpp )\anl )\an2 e )\anp
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Définition 5 : Matrice nulle.

La matrice nulle de taille (n, p) est la matrice 0,,, = (0)1<i<n
I<y<p

Propriété 1 (Structure d’espace vectoriel).
Le triplet (M, ,(K), +,.) est un espace vectoriel sur le corps (K, +, x) :
1. (Mn,p(K), +) est un groupe commutatif qui admet pour élément neutre 0, ;

2. M,,,(K) x K - M, ,(K), (M,\) — M\ est une LCE externe sur M,,,, telle

que :
a) la LCE . est compatible avec X :

i. VM e M,,,(K), M= MIlx.

ii. VM € M,,,(K), YA\ € K, VAs € K, (M.A1). o= M.(A X Ag) .
b) la LCE . est doublement distributive :

iii. VM € M,,(K), VA1 €K, YAy € K, MM + MAy = M.(A; + Ay) .

iv. VM, € Mmp(K), VM, € Mmp(K), Ve K, M A+Ms X\ = (M1+M2)>\ .

Définition 6 : Symbole de Kronecker.
lsit=y
<1 .. 2 Lo def.
On considere (i, j) € N*. On définit 6;; = 1y—jy =
Osiiz#£j
Remarque.
On a noté 1p la valeur numérigue d’une proposition P : 1 si P est vraie, 0 si P est fausse. On

rappelle que 1-p =1 —1p et 1prg = 1plg.

Exemple 1.2.

02024,2025 = -, 020252024 = "+, 020252025 = -
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

Définition 7 : matrices élémentaires de M,, ,(K).

On considére a € [1,n] et b € [1,p]. On appelle matrice élémentaire de M,, ,(K)
d’indice (a,b), qu'on note E,;, la matrice de M,, ,(K) dont tous les coefficients sont
nuls, sauf le coefficient de la ligne a et de la colonne b qui est égal a 1 :

.. def.
V(i j) € [1,n] x [Lpl, (Eap)ij = l@.j)=(ab)} = 0i.a0.;-

Remarque.

Il faut avoir précisé n et p pour parler de E, .

Exo 2.

Représenter visuellement les matrices élémentaires pour

n=1letp=1, n=1etp=2 n=1letp=3
n=2etp=1, n=2etp=2 n=2etp=3,
n=3etp=1, n=3etp=2, n=3J3etp=23.
Propriété 2 (Décomposition canonique).
Soit M € M,, ,(K). Alors
np
M=23 > (M)i;E
i=1 j=1
Et pour toute famille de scalaires (\; j)1<i<n,
1<g<p
nop
ZZAi]’Ei,j =M = V(k,0) € [1,n] x[1,p], Ak = (M)ke
i=1 j=1

Remarque.
C’est que toute matrice se décompose de maniére unique comme une combinaison linéaire des
matrices élémentaires de la base canonique de méme taille. Cette décomposition est dite cano-

nique et on parle de base canonique de décomposition.
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Commentaire :  Dans la suite, les matrices élémentaires seront appelées matrices élémentaires

de la base canonique ou simplement matrices de la base canonique.

Exo 3.

1 70
Décomposer canoniquement la matrice M = ;

8§ 2 1

puis la matrice (15— @ 1<4,5 <n)

1.3 Produit matriciel

1.3.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 8 : Produit d’un couple de matrices.
On considére A dans M,, ,(K) et B dans M,, ,(K). On appelle matrice produit A par

B, qu’on note A x B ou AB, la matrice de M,, ,(K) définie comme suit :
V(i, k) € [L,n] x [1,q], (A X B)ix dg'Ai,lBl,k + Ai2Bay
+"'+Az‘,ij,k+"'

+ Ai,p—pr—l,k + Ai,po,k

p
= Ai;Bji.
=1

Représentation.
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

Visuellement, on écrit

r p p p p 7
> AuBia | Y AuBa || > AuBik |- | D A1Big
j=1 j=1 j=1 j=1

p p p p
D AsiBjn | D> AsiBja || Y AsiBjk || Y As;Big
j=1 j=1 j=1 j=1
AB = P P D D
> AiiBja | Y AijBja || > AiiBik > AijBig
j=1 j=1 j=1 j=1
p p p
D AniBia | D AniBja | | Y AnBik |- AnjBigq
L j=1 =1 i=1 =1 ]

Exo 4.

Soient une matrice ligne L une matrice colonne C' a coefficients dans K.

1. Calculer CL.

2. Calculer LC si L et C sont de méme taille.

Remarque.
Le coefficient d’indice (i, k) de AB est égal au produit de la ligne d’indice i de A par la colonne
d’indice j de B :

(AB); = Ai B

Ce qui donne I’écriture

Al’.B.’l AL.B.’Q s Al’.B.,]c s AL.B.’q

A27.B.’1 A27.B.72 s A27.B.7k s A27.B.7q
AB =

AZ',.B.J AZ‘7.B.72 s A@.B.ﬁ s Ai,.B.,q

Ap.By Ay.By -+ A,By - An.B,

On a aussi la relation suivante, en multipliant chaque colonne de gauche par la ligne de droite
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

de méme rang :

AB = A.JBL. + A.’QBQ,. —+ o+ A.J,Bp’.

Définition 9 : Matrice identité.
On appelle matrice identité d’ordre n, qu’on note I, la matrice de carrée M, (K)
définie comme suit :

def.

V(i g) € [Ln]? (T)iy == dij = L=y -
Représentation.
1 00 0
1 (0) 010 0
In = == 0 0 1
(0) 1
0 0 1
Exo 5.

n n
1. Soient (x1,...,zy,) € K". Soit k € [1,n]. Calculer Zémxj et le@k

j=i i=1

n
2. Soit (i, k) € [1,n]?. Calculer Zdi,jéﬂ?k
i=1
Remarque.
A priori on ne peut pas commuter un produit de matrices : les formats ne sont méme pas

compatibles!

11 00
Et méme lorsque les formats sont les mémes! Contre-exemple avec et

01 10

ExX0 6 Deuz applications importantes du produit matriciel.
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

1. Soit z,y, z € K. Le systéme d’égalité suivant
z—3y+4z=1
20 — 2 =10
4 + 5y — 2z = =3
peut s’écrire matriciellement AX = b ot ...

2. Suites récurrentes linéaires. Soit u une suite complexe telle que pour tout n dans N, wp49 +

U
2Up+1 — Uy, = 0. Pour tout n € N on pose U, = " 1. Alors pour tout n € N|

Un4-1

Up+1 =AU, ou A=-...
Donc pour tout n € N,
Uny1 = A"Uy
Propriété 3 (Multiplication).
1. (associativité) Pour toutes matrices A de M,, ,(K), B de M, ,(K) et C' de M, .(K),
A(BC) = (AB)C.
2. (distributivité) Pour toutes matrices A et B de M, ,(K), C et D de M, ,(K),

A(C+D)=AC+ AD et (A+ B)C = AC + BC

3. (comportement avec les scalaires) Pour toutes matrices A de M, ,(K), B de

M, ,(K) et pour tous scalaires A de K et p de K, (AA)B = \(AB) = A(AB).

4. (élément neutre) [, A = A et AL, = A.
» Démonstration.

Déja, chaque produit est bien défini : AB € M,, ,(K), donc (AB)C € M,, (K). De méme,
BC € M, ,(K) donc A(BC) € M,, .(K).
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Soit (i,7) € [1,n] x [1,7]. Alors
q

[(AB)Cli; = > [ABla[Cli;

k=1

— Z Z[A]iﬂ[B]ék[C]kj

k=1 (=1

= [Alul Bl[Clxs

= [l Y [Blu[Cly

12 k=1

=l

[A]ie[BCOe

/=1

= [A(BCO)]j,

d’ou I'égalité des coefficients, donc des matrices. QFED «

1.3.2 Produit et matrices élémentaires de la base canonique

Propriété 4 (Produit de matrices élémentaires de la base canonique).
On note, pour cette proposition E!

ailb’p ) la matrice élémentaire de M, »(K) d’indice
(a,b). Alors

EYP x B9 = 5, B,

» Démonstration.

Ar] n,p p,q S : n,p p,q
On écrit EJy” = (8ia0)1<icn et B3V = (8ie8ja)1<ip, d'ott, si ESP < EDY = (my;)1<icn,
1<j<p 1<j<q 1<j<p
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

on a
n
mg; = E 5ia5kb5kc5jd
k=1
n
- 5z'a5jd E 5kb5kc
k=1
= 5ia5jd5bc
Donc
(M) 1<isn = Ope(iadja)1<i<n,
1<<p 1<y<p
i.e.

E(Tgp) % Ec(zq) — 5bcE(§qu)-

a,

EXo0 7 VECTEURS LIGNES/COLONNES ELEMENTAIRES.
Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p], on pose

o) b g o o) b p(io)

QED <

Calculer égn)ég-p) pour (i,7) € [1,n] x [1,p]. Calculer égn)égfl) pour (i,7') € [1,n]>.

Soit une matrice A de taille (p, q).

Opr la colonne 7 de A.

Op.q la ligne 5 de A.

walter.ngambou@ac-versailles.fr 12 / 48

Propriété 5 (Multiplication par une matrice élémentaire).

Propriété 6 (Egalité de deux matrices et produit).

1. Multiplier par la droite la matrice A par EZ-(f]j’T) revient a ajouter a colonne j de

2. Multiplier par la gauche par une matrice par EZ-(Z’p ) revient a ajouter a ligne ¢ de

Soient deux matrices A, B de taille K"*?. Ainsi, les propositions suivantes sont équi-
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

valentes :

1. VX e K™, vX e KP!, XAX = XBX.
2. VX e K”', AX = BX.

3. VX e K", XA=XB.

4. A= B.

Remarque.

Pour tout X € K'*" et pour tout X € KP*!, X A est une combinaison linéaire des lignes de A,
AX est une combinaison linéaire des colonnes de A et X AX est un élément de K1 confondu

avec un scalaire du corps K.

1.3.3 Produit par blocs

Propriété 7 (Lignes et colonnes d’un produit).

Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K).

1. Si Ay, As.,..., A, désignent les lignes de A, alors
AL. x B
A,
A27. x B
AxB=| ' | xB=
A,
A,. x B

2. SiB.1,By...,B. , les colonnes de B, alors

AxXB=AX|B, B,y --- B.,q}Z[AB.J AB., --- AB

-q

Commentaire :  Plus généralement, on a les propriétés ci-aprés, qu’il faut savoir mettre en

oeuvre, en faisant un produit de deux matrices 3 x 3 par exemple !
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

Propriété 8 (Produit par blocs, coupe a gauche horizontale).

Si Ae M, ,(K) et BeM,,(K), avec

Ao |
A
ou Ay € M, »,(K), Ay € M,, ,(K), alors
AB
AB =
A B

Propriété 9 (Produit par blocs, coupe a droite verticale).

Si Ae M, ,(K) et BeM,,(K), avec
B = |:Bl BQ:| )
ou By € M, ,,(K), By € M, ,,(K), alors

Propriété 10 (Produit par blocs, coupe verticale — horizontale).

Si Ae M, ,(K)et BeM,,(K), avec

By
A:{Al A/J et B = ,
B

oit A} € M, (K), A} € M, (K), By € M,, ((K), B € My ,(K), alors

Propriété 11 (Produit par blocs, coupe horizontale — verticale).
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1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Si Ae M, ,(K) et BeM,,(K), avec

Ay
A= etB:[B1 BQ],
Ay

ou A1 € Mm,p(K)a AQ € MnQ,p(K); et ou Bl € Mp,!h (K), B2 c Mp’qQ (K)7

AB — A1By A1 B,

A2B1 A2B2

Propriété 12 (Produit par blocs, découpe).
Si Ae M, ,(K)et BeM,,(K),avec

A A B, B
A=|"" Mep=|

Ay Al B, B,

Y

oit Ay € My, p, (K), Ay € My, (K), A € M, 1 (K) et Ay € M,,, 1 (K) ; et ot
B, € Mp1,q1 (K), By € Mm,qz (K), Bi S Mp’l,ql(K)a et Bé € Mp'l,qg (K)> alors

A\By+ A\B,  AB,+ A,B),

AB =
AyBy + AYB,  AyB, + A,B,
Remarque.
A1 By —I—A&Bi A1 By —i—A/lBé B A1B1 A1Bs N AllBi AllBé
AsBy + ALB] AyBy + ALB) AsBy  AsBs ALB,  ALB,
Exo 8.

Soient A € K™, B € K", C' € KP*" et D € KP*P.

Calculer
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

Et factoriser

A Opp
¢ D

1.4 Transposition

Définition 10 : Matrice transposée.
On considére A dans M,, ,(K). On appelle transposée de A, qu’on note AT ou'tA, la

matrice de M,, ,(K) définie comme suit :

V(kag) € [[Lp]] X [[Ln]]a (AT)k,f déf. Aﬂ,k'

Exemple 1.3.
x ' a

SiX = |y| et X =|y],alors XTx X' = [:c y z] X |y'| = zz' +yy' + 22" On reconnait
z 2 2

alors le « produit scalaire des deux vecteurs X et X’ ».

Exo 9.

Soient A € K3*2 et B € K**3. Soient a, b, ¢, d, e, f € K.

a b
1. SiA=|¢ d,alorsAT:-~-
e f
a ¢ e
2. SiB= ,alorsBT:...
b d f

Exo 10.

Soit 0 € S, on pose P, et (Lji=o(j)y : 1<, <n). Exprimer PT.

walter.ngambou@ac-versailles.fr 16 / 48 Lycée Pasteur, 2024-2025



1. Opérations sur les matrices Chapitre 15. Matrices 1

Propriété 13 (Composition, combinaison linéaire et produit).
Soient A et A" deux matrices de M,, ,(K), B dans M,,,(K), (A, 1) € K2 Alors
(i) (AH)"'=4

(i) (AA + pA)T = AAT 4 pAT,

(iii) (AB)T = BT AT,

» Démonstration.

3. Calculons le coefficient (i, j) de chaque matrice. Déja les formats coincident : (AB)"

et BT A" sont toutes deux dans M, ,(K). Soit (i,5) € [1,q] x [1,n]. Alors

[(AB)"];; = [ABl;;
= [A]jk[Blr.
= A" [B i

p
= [B"ixA" |k
k=1
= [BTA™];;,

d’ou I'égalité des deux matrices.

QED <
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Chapitre 15. Matrices 1 1. Opérations sur les matrices

1.5 Opérations élémentaires

Définition 11 : Opération élémentaire sur les lignes.

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice & n lignes I'une des

opérations décrites symboliquement par :

1. Ly < L;, pour (i',i) € [1,n]? avec i # i; opérations appelées échanges ou
permutations (élémentaires sur les lignes).

2. Ly + Ly + AL, pour A € Ket (7/,i) € [1,n]?, avec i’ # i; opérations appelées
transvections (élémentaires sur les lignes).

3. L; < pL;, pour p € K\ {0} et i € [1,n]; opérations appelées dilatations (élémen-

taires sur les lignes).

Définition 12 : Opération élémentaire sur les colonnes.
On appelle opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice & p colonnes 'une

des opérations décrites symboliquement par :

1. Cy « Cj, pour (4,5') € [1,p]? avec j # j; opérations appelées échanges ou

permutations (élémentaires sur les colonnes).

2. Cj + Cy+ Cj\ pour X € Ket (4,5') € [1,p]?, avec j # j'; opérations appelées

transvections (élémentaires sur les colonnes).

3. C; < Cyu, pour p € K\ {0} et j € [1,p]; opérations appelées dilatations (élé-
mentaires sur les colonnes).

Définition 13 : Matrice d’opération élémentaire.

On appelle matrice d’opération élémentaire d’ordre ¢ I'une des matrices :

1. Poy =1, — Exx, — Evy + Exy + Eoy, pour (k,0) € [[1,q]]2, avec k # (; appelées
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matrices de permutation (d’ordre q).
2. Tpy(N) = I, + X Ey g, pour (k,¢) € [1,q]?, avec k # £, et X\ € K; appelées matrices
de transvection (d’ordre q).

3. Dy(p) = I+ (=1 + p)Ey, pour k € [1,q], p € K\ {0}; appelées matrices de

dilatation (d’ordre q).

Représentation.
On a donc ) i
1
1
0 1
1
Py =
1
1 0
1
1
puis
1
1
The(N) =
A 1
L 1_

A a la position (k,£) avec k > £ ici
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puis
1
1
Dy(p) = 7
1
L 1_
le p est a la position (k, k)
Exo 11.
1 2 3
Soit A = |—-1 1 0]. Ecrire les matrices T12(5), D3(—2) et P; 3 et effectuer rapidement les
-2 0 1
produits

a) T172(5)A b) D3(*2)A C) P173A d) AT172(5) e) ADg(*Q) f) AP173

Commentaire :  Les deux propriétés suivantes disent qu’effectuer une opération élémentaire
sur les lignes (resp. sur les colonnes) est comme multiplier par la gauche (resp. par la droite)
par une certaine matrice carrée. Laquelle ? La matrice obtenue en effectuant ’opération sur la

matrice identité du bon ordre.

Propriété 14 (Opération élémentaire sur les lignes et produit).
Soient A € M, ,(K); (7,4) € [1,n]* avec i’ #1i; A € K; et u € K\ {0}.
Si Py, Ty i(X) et D;(p) sont respectivement trois matrices de permutation, de trans-

vection et de dilatation d’ordre n comme définie ci-haut, alors
1. La matrice Py; x A est obtenue a partir de A en effectuant L; < L,.

2. La matrice Ty ;(A) x A est obtenue a partir de A en effectuant L; < Ly + \L;.

3. La matrice D;(u) X A est obtenue a partir de A en effectuant L; < uL;.
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Propriété 15 (Opération élémentaire sur les colonnes et produit).
Soient A € M,,,(K); (4,7) € [1,p]* avec j # j'; A € K; et u € K\ {0}.
Si P; v, Tj/(\) et D;(p) sont respectivement trois matrices de permutation, de trans-

vection et de dilatation d’ordre p comme définie ci-haut, alors

1. La matrice A x P;; est obtenue & partir de A en effectuant C} < C;.

2. La matrice A x T} () est obtenue a partir de A en effectuant Cy < Cj + C;\.
3. La matrice A x D;(u1) est obtenue a partir de A en effectuant C; - C;p.
Propriété 16 (Enchainement d’opérations élémentaires de méme type).

On a les relations suivantes :

1. Poyx Py =1, et Py = Py

2. T]ag(()) = Iq et Tk7g()\) X Tk7g(>\,) = Tk,g()\ + )\/)

3. Dy (1) =1; et Dy (p) x Dy (1) = Dy (upt')

2 Systémes linéaires

2.1 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Remarque.

On rappelle qu’un systéme de n équations linéaires & p inconnues s’écrit sous la forme
(

a1r1  +aprs +... Fapr, =b
a21r1  +agery +... Faxprp, = by
ap1T1  +ap2T2 + ... FapprTp, =0by
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Ce systéme d’égalités entre scalaires peut s’écrire matriciellement :

aiy a2 - alp T b1
a1 a2 - ag T2 by
X =
Gpl Aap2 - Gpp Tp bn
Commentaire :  Cela motive la définition suivante.

Définition 14 : Systéme linéaire matricuel.

Un systeme linéaire matriciel a n équations et p inconnues est la donnée d’une matrice
A e M, ,(K) et d'un vecteur-colonne b € M,, ; (K).

Une solution du systéme est un vecteur-colonne X € M, ;(K) tel que AX = b.

Le vecteur-colonne b est le second membre du systéme. Si b = 0, on dit que le

systéme est homogeéne.

Exo 12.

Soit le systéme linéaire

r+2y—z+t=4
3xr — 8y =2

2t = —1
Ecrire ce systéme sous la forme AX = b.
2.2 Structure de ’ensemble des solutions

Soit A € K™ b e K™, On considére le systéme linéaire AX = b d’inconnue X € KP*!,

Définition 15 : Systéeme linéaire compatible.
On dit que le systéme linéaire AX = b est compatible si, et seulement si, le vecteur

colonne b est une combinaison linéaire des colonnes de A.
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Propriété 17 (Systéme complet et systéme homogéne).

Si le systeéme linéaire AX = b est compatible alors I’ensemble de ses solutions est

{X0+Xh : XhEKpX1, AXhIO}

ot X, € KP*! en est une solution particuliére : AX, = b.

« Les solutions du systéme complet »

« UNE solution particuliére » + « les solutions du systéme homogéne »

Remarque.

Interprétation géométrique des équations de droites, de plans, et des recherches d’intersection.

2.3 Opérations élémentaires et méthode du pivot

Propriété 18 (Préservation des solutions).
Dans un systéme linéaire, faire des opérations élémentaires sur les lignes ne change

pas I’ensemble de solutions.

» Démonstration.

Soit AX = b un systéme linéaire d’inconnue X. Si on fait une série d’opérations élémen-
taires sur le systéme linéaire, cela signifie que I'on dispose de By, ..., B, p matrices d’opé-
rations élémentaires telles que le systéme soit transformé en (B, ... B1)AX = (B, ... B1)b.

Or, ces matrices étant toutes inversibles, on a leur produit B, ... B; qui est inversible,

donc (B,...B))AX = (B,... B))b& AX =b. QED <«

Définition 16 : Matrice échelonnée en lignes/colonnes.

On considére A € M,, ,(K).

1. Soient Lq,...,L, les n lignes de A. On dit que A est échelonnée en lignes
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si, et seulement si, il existe r € [1,n] tel que pour tout ¢ € [1,n],

(@) (i<r="Li#0) A (i>7=Li=01,),

(ii) « <r = val(L;) < val(L;41),

ou val(L;) est I'indice du premier coefficient non nul de L;, pour tout ¢ € [1,n].

2. Soient C,...,C, les p colonnes de A. On dit que A est échelonnée en colonnes

si, et seulement si, il existe r € [1,p] tel que pour tout j € [[1, p],

(l) (] <T’:>Oj %0,171) A (] >7“:>Cj :On,1>.

(ii) j <r = val(C;) < val(Cj1).

ou val(C}) est I'indice du premier coefficient non nul de C}, pour tout j € [1, p].
Définition 17 : Systéme linéaire échelonné en lignes/en colonnes.

On dit qu’un systéme linéaire est échelonné en lignes (resp. en colonnes)

si, et seulement si, sa matrice est échelonnée en lignes (resp. en colonnes).

On dit absolument qu’un systéme linéaire est échelonné pour dire qu’il est échelonné

en lignes.

Propriété 19 (Echelonnement par opérations élémentaires).

Soit A une matrice de M,, ,(K).

Par des opérations élémentaires sur les lignes (resp. sur les colonnes), on peut

transformer A en une matrice échelonnée en lignes (resp. en colonnes) :

Il existe une matrice B dans M,,(K) (resp. M,(K)), produit de matrices d’opérations

élémentaires, telle que BA (resp. AB) est échelonnée en lignes (resp. en colonnes).
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Commentaire :  C’est le résultat central de ce chapitre.

Méthode 1 [Méthode du pivot, Gauss].
Voici une procédure pour échelonner en lignes (resp. en colonnes) une matrice donnée

suivant la méthode du pivot de Gauss :

TANT QUE la table matrice est non vide, REPETER :

> SI la premiére colonne (resp. la premiére ligne) est nulle, considérer la sous-matrice

obtenue en supprimant la premiére colonne (resp. la premiére ligne) ;
> SINON,

e par un échange et/ou des transvections sur les lignes (resp. sur les colonnes),
transformer la matrice en une matrice dont les coefficients de la premiére colonne
(resp. la premiére ligne) sont nuls a ’exception du premier;

e considérer la sous-matrice obtenue en supprimant et la premiére colonne et la

premiére ligne.

> FIN SL

FIN TANT QUE.

Cela donne une méthode pour résoudre un systéme linéaire : on échelonne sa matrice

a ’aide du pivot de Gauss, et on répercute les opérations sur le second membre.

Remarque.
Echelonner une matrice en lignes (resp. en colonnes) revient a échelonner sa transposée en

colonnes (resp. en lignes).

» Démonstration. Non ezigible.

On démontre ce résultat par récurrence. Plus précisément, on montre que pour tout £
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dans [1,n], il existe By, produit de matrices d’opérations élémentaires, tel que By A est

une matrice dont les k premiéres colonnes forment une matrice échelonnée.

Initialisation. On considére la premiére colonne de A. Ou bien elle est nulle et alors
By = 1,, convient (la premiére colonne de A constitue une matrice échelonnée). Sinon,
alors A posséde une ligne i, telle que a;,; # 0. On multiplie alors A par P, ;,. On obtient

donc une matrice dont le premier coefficient est non nul. Ensuite, on multiplie la matrice

P ;,A par D, (

. Ceci permet de transformer la matrice en une matrice dont le
Qip,1

premier coefficient est égal & 1. On note D, ( ) Py, A= A, de coefficients (a;j;). On

Qiy.1
effectue alors sur A’, pour tout i dans [2,n], les opérations L; < L; — a;; L. Cela permet

1
0

de transformer la premiére colonne de A en

0
En posant B; comme le produit de toutes les matrices de transvection correspondantes,

1
de D, < ) et de P ;,, on a donc le résultat.
Qg1

Hérédité. On suppose que l'on dispose, pour un certain k dans [1,n — 1], de By, produit
de matrices d’opérations élémentaires tel que les k premiéres colonnes de By A constituent
une matrice échelonnée. Notons M = By A, M = (m;;).

On considére alors la colonne k + 1 :

> ou bien tous les coefficients myi1 41, Mk+2k+1, - - -, M 41 Sont nuls, et alors la matrice

By A est déja échelonnée.

> ou bien ¢a n’est pas le cas. On prend alors ky tel que kg > k + 1 et my, 41 7# 0, et on

effectue les opérations suivantes
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® Ly < Ly,

o Ly, < Ly, /My kt1,
1
akmk—l—l

coefficients (m;;)1<i j<n, dont le coefficient (k+ 1,k 4 1) est égal a 1. On effectue enfin

i.e. on multiplie ByA par Dy ( ) Pri1ko, afin d’obtenir une matrice M’ de
les opérations suivantes : pour tout ¢ dans [k+2,n], on fait L; <— L; —mj;  Ly+1. Cela
permet de supprimer tous les coefficients de la colonne k + 1, et d’avoir une matrice

dont les k + 1 premiéres colonnes forment une matrice échelonnée.

1
En posant Bj, le produit de toutes ces matrices de transvection, de Dy ( ),
ak07k+1

de Pyi1x, €t de By, on a le résultat !

Conclusion. D’ou I'hérédité et le résultat, en particulier au rang n : on dispose d’une

matrice B, inversible, telle que B, A est échelonnée. QED «

Propriété 20 (Matrice non carrée).

Soit A € K™*P.

1. Si p > n alors on peut trouver un vecteur colonne X € KP*! tel que
AX =0, ET X#0,.
C’est que I’équation AX = Gn, d’inconnue X € K? %1 admet au moins une solution

non nulle.

2. Sin > p alors on peut trouver un vecteur ligne Y € K™ tel que
Y#0, ET YA=0,.

C’est que I’équation VA= Op, d’inconnue Y € K", admet au moins une solution

non nulle.

» Démonstration. Non exigible.
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1. On échelonne en colonnes.
2. On échelonne en lignes ou on applique ce qui précéde a la transposée.

QFED «

Exo 13.
Soit A € K™*P. Donner une condition nécessaire portant sur la taille de A pour que la fonction

KP*! — K™ X — AX soit injective/surjective/bijective.

Propriété 21 (Systéme linéaire non carré).

Soit un systéme linéaire de taille (n, p).

1. Si p > n alors le systéme admet plus d’une solution.

2. Si n > p alors on peut changer le second membre en sorte que le systéme soit
incompatible.

Propriété 22 (Forme d’une matrice carrée échelonnée).

Soit T une matrice de M,,(K).

1. Si T est échelonnée en lignes, alors T" est triangulaire supérieure.

2. Si T est échelonnée en colonnes, alors 1" est triangulaire inférieure.

» Démonstration.
Par récurrence, on montre que pour tout k dans [1,n], Py : les k — 1 premiers termes de

la ligne Lj sont nuls. QED «

Commentaire :  Les notions ci-aprés seront notamment utiles pour décrire simplement la trans-

formation d’une matrice par un enchainement d’opérations élémentaires.
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Définition 18 : Equivalence en lignes/en colonnes.

On considére deux matrices M et M’ de M,, ,(K).
1. On dit que M est équivalente en lignes a M’, et on note M ~ M’ pour dire qu’il
existe Q € GL,(K) tel que M' = Q x M.

2. On dit que M est équivalente en colonnes a M’, et on note M 3 M’ pour dire

quil existe P € GL,(K) tel que M x P = M'.

Propriété 23 (Deux relations d’équivalence).
Sur 'ensemble M, ,(K), I’équivalence en lignes et I’équivalence en colonnes sont deux

relations d’équivalence.

Définition 19 : Equivalence.

On considére deux matrices M et M’ de K™*P. On dit que M est équivalente a M’, et
on note M ~ M’ pour dire qu'il existe (Q, P) € GL,(K) x GL,(K) tel que M x P =
Q x M.

3 Matrices carrées

3.1 Formes particuliéres de matrices carrées

Cadre de travail.

Dans cette section on désigne par M un élément de M, (K).
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Exo 14.

En termes de cardinalité et d’opérations, quelles sont les qualités de la fonction

K — /\/ln(K)7

A — AL,

Définition 20 : Matrice scalaire.

On dit que M est scalaire si, et seulement si, il existe A € K telle que M = \I,,.

Exo 15.

Montrer que les PSSE :

(i) La matrice M est scalaire.

(ii) La matrice M commute avec toute matrice de K"*™.
(iii) Pour tout X € K™ MX e K.X.

(iv) La matrice M7 est scalaire.

Définition 21 : Matrice diagonale.

On dit que M est diagonale si, et seulement si,

V(i,5) € [1,n]?, i#j= (M)i; =0

Notation.

On note D, (K) 'ensemble des matrices diagonales d’ordre n & coefficients dans K.

Notation.

Pour tous dy,ds, ..., d, € K, la matrice diagonale de diagonale (d; , da , ... , dy) est notée
Diag(d1 N d2 Y ey dn)

Représentation.

walter.ngambou@ac-versailles.fr 30 / 48 Lycée Pasteur, 2024-2025



3. Matrices carrées Chapitre 15. Matrices 1

Pour tous di,ds,...,d, € K, on écrit

d 0 0 --- 0

dq (0) 0 do 0 --- 0
ou 0 0 ds

(0) dn

Propriété 24 (Caractérisation des matrices diagonales).

On a 'équivalence :
M e D,(K) < Vke[l,n], Meé, € Ké.

On a noté, pour tout k € [1,n], &, la matrice élémentaire de K™*! d’indice (k, 1).

Exo 16.

Ecrire la décomposition canonique de toute matrice diagonale.

Exo 17.

Par la donnée de combien de coefficients une matrice diagonale est-elle déterminée ?

Exo 18.
Soit D une matrice diagonale a coefficient diagonaux deux & deux distincts. Décrire les matrices

qui commute avec D.

Définition 22 : Matrice triangulaire.

On dit que M est

1. triangulaire supérieure si, et seulement si,

V(i,j) € [1,n]?, i>j= (M),;=0.
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2. triangulaire inférieure si, et seulement si,

V(i,j) € [1,n]?, j>i= (M),;=0.

Notation.
On note respectivement 7,7 (K) et 7, (K) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures et

I’ensemble des matrices triangulaires inférieures d’ordre n & coefficients dans K.

Exemple 3.1.
119 100

La matrice |9 ( 2| est triangulaire supérieure et la matrice |1 (0 (| est triangulaire infé-

0 0 5 9 2 5

rieure.

Propriété 25 (Caractérisation des matrices triangulaires).

On a les deux équivalences :

MeTHK) < Vke[l,n], Mé e (Ké + - +Ké&).

Me T, (K) < Vke[l,n], Mé& € (K& +- - +Ké,).

On a noté, pour tout k € [1,n], & la matrice élémentaire de K™*! d’indice (k, 1).

Exo 19.
Exprimer de telles caractérisations avec les matrices élémentaires de K'*", transposées des ma-

trices élémentaires de K™*1.

Exo 20.

Ecrire la décomposition canonique de toute matrice triangulaire.

Exo 21.

Par la donnée de combien de coefficients une matrice triangulaire est-elle déterminée ?

Remarque.

La transposition réalise une bijection de 7, (K) sur 7, (K) et 7, (K) N 7,7 (K) = D, (K).
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Définition 23 : Matrice symétrique, antisymétrique.

On dit que M est
1. symétrique si, et seulement si, M7 = M :
V(i,j) € [1,n]?, M;; = M.
2. antisymétrique si, et seulement si, AT = —A :
v(i,j) € [1,n]?*, M;; = —M,;.
Notation.

On note respectivement S, (K) et A, (K) ensemble des matrices symétriques et I'ensemble des

matrices antisymétriques d’ordre n a coefficients dans K.

Exemple 3.2.

Toute matrice diagonale est symétrique.

Remarque.

Toute matrice antisymétrique a nécessairement ses coefficients diagonaux nuls.

Exo 22.

Ecrire la décomposition canonique de toute matrice symétrique (resp. antisymétrique).

Exo 23.
Par la donnée de combien de coefficients une matrice symétrique (resp. antisymétrique) est-elle

déterminée ?

Propriété 26 (Partie symétrique et partie antisymétrique).

il existe un unique couple (5, A) dans S,,(K) x A,,(K) tel que M = S + A.

» Démonstration.

On va raisonner par analyse-synthése.
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Analyse. Soit (5, A) dans S,(K) x A, (K) tel que M = S + A. Alors
M=S+A
M =5T4+AT=9- A
Ainsi, en sommant et en soustrayant les deux lignes, S = %(M +MT)et A= %(M —M").

D’ou 'unicité.

1 1
Synthése. Posons S = §(M +MT) et A= §(M — M™). Alors

> ST = %(MT + (M) = %(MT + M) =S, donc S € S,(K),

o AT = Ly = T 0y = 4 dome A€ 4,(8)

> S+A—%(M+MT)+%(M—MT)—M,

d’on I'existence ! QFED «
Exo 24.

1 -1 1
Effectuer la décomposition « symétrique + antisymétrique» de A= |3 (o —4].

-3 4 1

3.2 Structure d’anneau non commutatif

Propriété 27.
L’ensemble (M,,(K), +, x) est un anneau non commutatif, de neutre pour + 0, et

de neutre pour x I,. On notera alors A* =1, x Ax Ax...x Apour k €N.

~
k fois

Remarque.
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0 1 0 0
Attention! M,,(K) posséde des diviseurs de 0 : =

0 0 0 0

Définition 24 : Matrice nilpotente.

On dit que M est nilpotente s’il existe k € N* tel que M* = 0,.

Exo 25.

Parmi les matrices élémentaires de la base canonique, lesquelles sont nilpotentes 7

Exo 26.

Montrer que toute matrice triangulaire & diagonale nulle est nilpotente.

Comme dans tout anneau, on a les formules ci-apreés.

Propriété 28 (Différence de puissances d’'un méme ordre, formule de Bernoulli).

Soient A et B deux matrices de M,,(K). Si AB = BA, alors pour tout k € N\ {0},

A* — B¥ = (A - B) (kiAk—l—fo)

=0

Exo 27.
Montrer que si on ajoute a I, ou si on soustrait de I,, une matrice nilpotente alors on obtient

encore un matrice inversible.

Propriété 29 (Puissance d’une somme, formule du bindéme de Newton).

Soient A et B deux matrices de M,,(K). Si AB = BA, alors pour tout k € N,
k

(A+ B)* Z( )AHBZ.

=0

Remarque.

Remarque importante : la distributivité de x permet de factoriser une somme de matrices. Ainsi,

A2+ Ax B+2A=Ax (A+ B+2L,)
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Attention ! On ne peut pas faire n’importe quoi! Ainsi,
AB + BA

n’est pas factorisable par A.

Exo 28.

Montrer que la somme de deux matrices nilpotentes qui commutent est une matrice nilpotente.

Exo 29.

Calculer les puissances successives des matrices suivantes :

1 --- 1 1 0 1
Jo=1|' . ‘|l onneN,etB=1|0 1 0
1 -1 0 01

Propriété 30 (Sous-anneaux).
T.H(K), 7.7 (K) et D,(K) sont des sous-anneaux de M., (K).

De plus, si (A, B) € T,7(K)?, 7,7 (K)? ou D,(K)?, alors les coefficients diagonaux de

AB sont obtenus en faisant le produit des coefficients diagonaux de A et de B.

» Démonstration.
On ne fait la démonstration que pour 7,1 (K). Soient A et B dans 7,"(K). Notons A =

(aij>1<i’j<n, B = (bij)lgi,jgn et AB = (Cij)lgi,jgn- SOlt (Z,j) € [[1,71]]2. AIOI'S

n
Cij = E ik
k=1

> si¢ > g, alors
i—1
e Vk € [l1,i— 1], k < i, donc ay, = 0, donc Zaikbkj =0,

k=1

e Vk € [i,n], k > j donc by; = 0, donc Zaikbk‘j = 0.
k=i
Donc ¢;; = 0.
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> si i = 7, alors
i1
e Vk e [l,i—1], k < i, donc ay, = 0, donc Zaikbki =0,
k=1
o Vk € [i+1,n], k> donc by; =0, donc Zaikbki = 0.
k=i

Donc ¢;; = a;by;.

D’ou le résultat désiré! QFED «

3.3 Matrices carrées inversibles : groupe linéaire

Définition 25 : Groupe linéaire d’ordre n sur un corps.
Les éléments inversibles (pour x) de M, (K) sont appelées matrices inversibles. On

appelle leur ensemble groupe linéaire d’ordre n sur le corps K et on le note GL,,(K).

Propriété 31 (Matrices inversibles élémentaires).

Les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles.

Remarque.

Sim > 1 alors les matrices élémentaires de la base canonique de K™*™ ne sont pas inversibles.

Exo 30.
Pour 0 € S,, on pose P, def (Lfi=oj)y = 1 < i,j < n). Montrer que la fonction S, —

GL,(K), o+ P, induit un homomorphisme de groupes.

Propriété 32 (Inverse d’une matrice d’ordre 2).

a b
Soit A = € My (K). Alors A est inversible si et seulement si ad —be # 0. Dans

c d

ce cas,
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Propriété 33 (Comportement de l'inversion).

Soient A et B deux matrices de GL,(K). Alors
(i) I, e GL,(K) et I,' = 1,,.
(ii) A™' est inversible d'inverse A : A= (A~
(iii) AB est inversible d’inverse B~'A™*

(iv) Pour tout entier naturel k, (A%)™" = (A™1)*.

(v) AT est inversible, d’inverse (A7,

Exo 31.
2 0 =2

Soit A= |2 —1 o0 |.Calculer A% + A, en déduire que A est inversible et déterminer son
2 1 -1

inverse.

Propriété 34 (Inversion par résolution de systéme.).

Soit A dans M,,(K). On a I’équivalence :

A€ CL,(K) <+ <Vb € Myi(K), 3w € Muy(K), Az = b).

Méthode 2.
Soit A une matrice carrée. On peut décider de l'inversibilité de A et calculer son
inverse le cas échéant en résolvant le systéme Az = b d’inconnue z € K" et de

paramétre b € K"*!.

Commentaire :  Etant donnés les résultats des sections précédentes, on est en droit de se de-
mander si les opérations élémentaires ne nous permettraient pas d’obtenir linverse d’une ma-

trice. La réponse est oui!
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Propriété 35 (Inversibilité et équivalence en lignes/en colonnes).

Soit A € M,,(K). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible.
2. A est équivalente en lignes a I,,.

3. A est équivalente en colonnes a I,,.

Propriété 36 (Inversibilité et opérations élémentaires).
La multiplication par une matrice inversible préserve l'inversibilité. Par suite, les opé-

rations élémentaires préservent l'inversibilité de toute matrice.

Propriété 37 (Léminaire a la continuation de 'inversion par pivot total).
Soit A € M,,(K), avec
a L
A=
On—l,l A/
outa €K, L e M, 1(K), Aec M,_1(K). Ainsi, si A € GL,(K) alors a € K* et

A" e GL,,_1(K).

» Démonstration.

(1) On peut montrer que le scalaire a est non nul en montrant que la premiére colonne

de toute matrice inversible est non nulle.

(2) On peut montrer séparément, en écrivant des systémes d’égalités entre scalaires, que
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la fonction ci-apres est injective et qu’elle est surjective :

K(n—l)xl — K(n—l)xl

_x2_ _:UQ_
T3 Y T3
_x"_ _x"_
QED «
Commentaire :  On peut aussi démontrer propriété ci-avant en utilisant des produits par blocs

comme dans la démonstration de la propriété 40 de la page 42.
Propriété 38 (Inversion par opérations élémentaires).
Par des opérations élémentaires sur les lignes,

1. On peut transformer toute matrice inversible en une matrice triangulaire supé-

rieure de méme ordre dont tous les coefficients diagonaux valent 1.

2. On peut transformer toute matrice inversible en la matrice identité de méme ordre.

(Adaptation avec les colonnes en considérant la transposition.)

Méthode 3.

Soit A une matrice carrée. Une méthode pour déterminer 'inverse de A est de partir
de la matrice A, a laquelle on accole la matrice identité, d’essayer de transformer A
en la matrice identité a ’aide d’'une méthode de pivot de Gauss, et de répercuter les

opérations sur la matrice identité. La matrice obtenue a droite est alors 'inverse de A.

Explications : Si on transforme A en I, par des opérations élémentaires,

c’est que l'on a des matrices d’opérations élémentaires Bi,..., B, telles que
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B,B, 1By ... BiA =1,. Donc At = B, ...B;. Mais su on a reporté les opérations

sur I,,, cela signifie que la matrice obtenue a droite est B, ... Bil,, donc AL

ATTENTION! On ne fait que des opérations sur les lignes, OU que des opérations
sur les colonnes. On ne méle surtout pas les deux fagons!

En exemple, visons a calculer la matrice carrée inverse, si elle existe, de la matrice

carrée )
11
A —
1 2
Dy
> Invariant de boucle au cours du temps avec |
B

«Ax P,=D;, ET P, € GLy(K). »

1 1 1 0
1 2 1 1
fE; (02%02—01)
1 0 1 -1
0 1 0 1
1 0
0 1
’(\; (01%01—02)
2 -1
-1 1

> Invariant de boucle au cours du temps avec {Gt

o]

«Gr=0Q x A ET @ € GLy(K). »
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1 11 0 1 111 0
’E’ (LQ <— L2 — Ll)
1 20 1 0 1}1-1 1
1 00 2 -1
fI\j (Ll — Ll — LQ)
0 1}1-1 1
Suivant les deux procédures, on trouve que :
-1
A€ GLy(C) ET A ! =
-1 1

C’est bien ce qu’on trouve par la propriété d’inversion d’une matrice carrée d’ordre 2.

Commentaire :  Comme pour la décomposition des permutations d’un ensemble fini en produits

de transpositions, on trouve ainsi le résultat suivant.

Propriété 39 (Génération du groupe linéaire).
Les produits de matrices d’opérations élémentaires d’un méme ordre décrivent toutes

les matrices inversibles de cet ordre.

3.4 Inversibilité et matrices triangulaires
Propriété 40 (Caractérisation des inversibles parmi les triangulaires).
Soit A € 7,7 (K). Ainsi,

1. La matrice A est inversible si, et seulement si, ses coefficients diagonaux sont tous

non nuls.

2. Si A est inversible, alors A™! est aussi triangulaire supérieure et ses coefficients

diagonaux sont les inverses des coefficients diagonaux de A.

Remarque.

Le résultat est bien str tout aussi vrai pour les matrices triangulaires inférieures (il n’y a qu’a
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prendre la transposée) et pour les matrices diagonales (comme elles sont triangulaires supérieures

et inférieures, c’est évident).

» Démonstration.
Cependant On démontre le résultat par récurrence sur n en appliquant le lemme 37 de

la page 39. Cependant voici une autre démonstration par les produits par blocs.

Initialisation. Toute matrice triangulaire supérieure de taille 1 est une matrice de la

forme (a) avec a € KK, inversible ssi @ # 0. Dans ce cas, (a) ' = (a™ ).

Hérédité. Supposons le résultat vrai pour un certain n dans N*. Soit A dans 7,,1(K).

B C
On peut écrire A sous la forme A = avec B € T,"(K), C € M,,1(K), d € K.
O1n d
B
1. si A est inversible, alors on peut écrire son inverse sous la forme ou
Ll d/
B' e M, (K), C" € M1,(K), L' € M, 1(K) et d € K. On a alors
B C||B L, 0,1
> AA™' = 1,4, donc, par produit par blocs, comme =
O, d| |L d 01, 1

1
. dd’zldoncd'%Oetd’:E,
e L' =0;, donc L' =0y,
e BB'+CL' =1, donc BB’ =1,
> A'A =1,,1, donc de Méme, B'B = 1,,, donc B est triangulaire supérieure inver-
sible, donc tous ses coefficients diagonaux sont non nuls

Donc, comme d # 0, tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls.
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. si A est a coefficients diagonaux non nuls, alors par hypothése de récurrence, B

est inversible. On pose alors
1

B! —=B7lC
M = d
1 9
Ol,n E

et on vérifie aisément que MA = AM = 1,,,;. Le fait que les coefficients diagonaux de
M soient les inverses de ceux de A est alors évident, car B~! est triangulaire supérieure
a coefficients diagonaux inverses de ceux de B, et le dernier coefficient de M est —

d
qui est bien l'inverse du dernier coefficient diagonal de A.

QFED «

3.5 Trace d’une matrice carrée

Définition 26 : Trace d’une matrice carrée.
On considére A € M,,(K). On appelle trace de A, qu’on note Tr(A), 'élément de K

défini par

Exemple 3.3.

1 7 8

SiA= |0 -3 §|,alorsTr(4)="---.

2 1 5
Propriété 41 (Trace d’une combinaison linéaire et d’un produit).
1. (linéarité) V(A, N) € M, (K)*, V(\, n) € K%, Tr(AA + uB) = ATr(A) + pTr(B),

2. (rapport au produit) VA € M,, ,(K), VB € M, ,,(K), Tr(AB) = Tr(BA).
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» Démonstration.

2. On écrit

QED <«

Exo 32.
1. Quelles sont les solutions de I'équation XY — Y X =1, d’inconnue (X,Y) € M, (K)??

2. Soient A et B dans M,,(K). Démontrer que s'’il existe P € GL,(K) telle que AP = PB,

alors Tr(B) = Tr(A). La réciproque est-elle vraie ?

Exo 33.

Pour A, B € K™*P, exprimer Tr(AT B) en fonction des coefficients des deux matrices.

Propriété 42 (Sommes des carrées des coefficients).

Soit A € M, ,(R). Alors

Tr(ATA) =0 < A=0.

» Démonstration.

Pour le sens indirect, il suffit de 1’écrire.
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Pour le sens direct, notons A = (a;;)1<i<n. Alors
I<y<p

Tr(ATA) = i[ATA]M

i=1

= > (Al Al

i=1 k=1

P n
ZE E Qi Qi

i=1 k=1

Or, comme les (ay;) sont réels, ai;, > 0. Une somme de termes positifs est nulle si et

seulement si chacun des termes est nul, donc Tr(ATA) = 0 si et seulement si V(i,j) €

[[1,71]] X [[1,]?]], Qi = 0.
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