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« Syaeh, dit le ciel. L’homme dit : Analyse ! »
Victor Hugg Toute la Lyre

Introduction.

Deées 1858, dans ses cours de calcul différeatiePolytechnikum de Zurich, Richard Dedekind
déplorait 'absence de fondements rigoureux dealigme réelle, et tentait de donner une définition
purement arithmétique de la continuité et des nemiorationnels. Il publia en 1872 le résultat de
ses recherches, sous le tiBtetigkeit und irrationale ZahlefContinuité et nombres irrationnels). En
1869 le francais Charles Méray avait défini leationnels comme limites de suites de Cauchy de
rationnels, et Georg Cantor développa une apprachigue en 1872 et 1883.

Richard Dedekind (1831-1916) Georg Cantor (1845-1918)

L'idée de Dedekind est géométrique : tout nombes x, qu’il soit rationnel ou irrationnel, coupe
la droite réelle en deux demi-droites, donc il apissi la droite rationnelle en deux demi-droites,
disons : a={rdQ;r<x} et B={sOQ;s=2x}

a et sont deux demi-droites adjacentesgdormant une partition d@. Du coup, pour construire
la droite réelle en supposant connue la seuleadrattonnelle, Dedekind définit les « coupures » de
Q, comme des couples de demi-droites adjacentedt feunensembléd d’'une structure de corps
commutatif totalement ordonné et complet. EnfimpldngeQ dans9, en identifiant le rationnel r a
la coupure qu'il détermine ={qO0Q;q<r} etfp={q 0Q;q =r}

L'idée de Méray et Cantor, fort différente, pgde également par analyse et par synthése : &lut ré
est limite d'une suite de rationnels ; cette suésfie le critere de Cauchy. On peut donc défimir
réel au moyen d’une suite de Cauchy de rationnelais comme deux suites de Cauchy dont la
différence tend vers 0 ont méme limite, il faut tptuvoir un nombre réel comme une classe



d’équivalence de suites de Cauchy de rationnels petie relation d’équivalence. Vue sous cet
angle, la droite réelle est un espace quotient.

L’approche de Dedekind met I'accent sur les péd@s de l'ordre, mais la définition des
opérations (addition, multiplication) est assezilpén John Conway a généralisé cette approche en
direction des nombres surréels. Dans I'approch#émy-Cantor, la définition des opérations est
aisée, mais la définition de I'ordre est plus tegha. Par la suite, Hensel et Ostrowski ont géiséral
cette approche en cherchant toutes les valeurduglsssur le corp® et en définissant les corps

adiquesQy, par le méme procédé de complétion. L’exposé wmppse est écrit en langage moderne ;
on trouvera dans le livre de Jacqueline Boniface ebdraits des mémoires de Méray, Cantor,
Dedekind, mais aussi Weierstrass, Heine, etc.

Comme on voit, les mathématiques ont une histditais I'enseignement des mathématiques a
aussi une histoire. Lorsque j'étais éleve en teaieilC, au lycée Berthollet d’Annecy, en 1968-69, le
professeur de maths Henri Dupont-Roc a construdrtate réelle par la méthode des coupures.
L’année suivante, en math. sup., Georges Vidianomstruit la droite réelle par la méthode de
complétion de Cantor. En ce temps-l3, les professg® mathématiques construisaient, par analyse
et par synthese, les ensembles de nombres avanédidier les propriétés. Cette époque lointaine
est révolue. L’'empirisme régne en maitre dans émmement actuel : il est impératif, pour la bonne
marche du systéeme, que les jeunes gens d’aujouraimeettent et acceptent le monde, y compris le
monde mathématique, tel qu’il est, et qu’ils nerchent pas a le reconstruire par la voie de la
pensée. Cela pourrait développer l'imagination,séns de I'abstraction, et donner des idées
subversives : lire Spinoza, Marx, Freud, Bourbakiterroger sur l'intérét de bétonner les 2000
hectares de Notre-Dame-des Landes pour le plus gnafit des marchands de béton.

1. Coupures de Dedekind

« Si les points d’'une droite sont répartis emndelasses, de telle
maniére que tous les points de la premiere classent placés a
gauche de tous les points de la seconde, alorgistesun unique
point de division, qui engendre cette répartitiom @eux classes,
cette coupure de la droite en deux parties. »

Richard Dedekind
1.1. Coupures et complété de Dedekind d’'un ensbia ordonné

Dans ce paragraphe, E désigne un ensemble munodiue total, noté.
Onnote x<ye (x<yetxzy) l'ordre strict associé.
Nous supposerons que E possede au moins deux &gmeieverifie les deux propriétés suivantes :

(S1) E n’a ni plus grand élément, ni plus petitegét ;
(S2) L'ordre de E est « dense » : entre deux él&rdistincts de E il y en a toujours un troisieme :
Ox,yYYOEXE x<y = WOE x<v<y.
Ces deux propriétés sont équivalentes a celle-ci :
(1) OxX,y)OEXE x<y = u,v,WOEXEXE u<x<v<y<w.
Elles impliquent que I'ensemble E est infini. Laipfoque est fausse : pour I'ordre natulne
vérifie pas (S2), tandis qu@ vérifie (S2).
Définition 1 : On appelleeoupure de Dedekindde E un couple d = (A, B) de parties de E vérifiant
(D 1) (A, B) est une partition de E , i.e. ABesont non vides, disjoints et de réunion E.
(D2) OxOA) (OyOB) x<y;
(D 3) A n’'apas de plus grand élément.

A est appelépartie gauche et Bpartie droite de la coupure d.
On noted ouD(E), 'ensemble des coupures de Dedekind de E.

Propriétés
1) Il découle de (D1) et (D2) que (D'J)aldA x<a = xUA ; bOB b<y = yOB.
2) Réciproqguement, si (A, B) vérifie (D1) et @); alors (A, B) vérifie (D1) et (D2).



3) A tout élément X1 E on associe la coupure d(x) = (A(x), B(x)), ou :
AX)={alDE;a<x}=]<,x[ et BX)={bUOE;x<sb}=[x%, - [.
d(x) est bien une coupure car, en vertu de ( [}) A'a pas de plus grand élément.
De plus, x =sup A =min B.
Sans 'axiome (D3), tout Kl E définirait deux coupures : 4], X[, [x, =) et (], X], IX, = D).
Les coupures de la forme d(x) seront déEsnentaires Les autres, si elles existent, seront appelées
ouvertes’ : dans ce cas, B n’a pas de plus petit élément.

4) B est le complémentaire de A, et c’est alisasemble des majorants de A. La donnée de d
équivaut donc a celle de A. A est une partie deds,vide, majorée, telle que :

OadA x<a = xUOA, etne possédant pas de plus grand élément.
Réciproguement, si A possede ces propriétés, (AAEest une coupure de E.

5) A est le complémentaire de B. La donnée dquivaut donc a celle de B. B est une partie non
vide minorée, telle quélo 0B b<x = x[OB, etque, si B aune borne inférieure dans fece
borne inférieure appartient a B. Réciproque facile.

Exemple: Les ensembles A:a{DQ;a2< 2o0ua<0} et B={b0Q;b>0 et sz}
définissent une coupure €& qui n’est pas de la forme d(r), ollrQ. Cela a été démontré dans le
chapitre sur la droite reelle.

Définition 2 : Soient d = (A, B) et d’ = (C, D) deux coupureskeOn dit que & d’ si A C.

Proposition 1: i) La relationd < d’ est un ordre total dans I'ensemEé¢E) des coupures.
i) L'application xUOE - d(x) O 9(E) est strictement croissante.
iii) Toute partie non vide majorée €@¥E) admet une borne supérieure.

Preuve: i) Il est immédiat que est réflexive, antisymétrique et transitive.

Soientd = (A, B) et d’ = (C, D) deux coupuresASil C, d< d'.

Sinon, il existe un élémeatde E tel que 0 A eta 0 C. Donca O D.

Tout élément y de B vérifia<y ; commead D, yO D. AinsiBO D ; du coup GI A, etd’' < d.

i) Six <y, A(x) O A(y), donc d(x)< d(y).

De plus, I'application x-» d(x) est strictement croissante, car si x < y,)A{XA(y) et A(x) # A(y),
puisque X A(y) et xO A(X).

i) Soit (di)ig) = (A, Bj)ior une famille d’éléments de E, majorée par d = (C, D

Soient A =U AetB= ﬂ B . A et B sont complémentaires.

it il
A est non vide car chacun degést non vide, B est non vide car B contient D.
SoientxJ A ety B ;il existe i tel que X1 Aj ; alorsyllBjetx<y;
Enfin, si A avait un plus grand élémemtcet élément appartiendrait a I'un des &t il en serait le
plus grand élément ; c’est impossible. Aidsk (A, B) est une coupure. |l est clair qué)(d; < d.
Enfin, si (i) di<d = (A", B),alors i) AjOA’,donc AOA etd<d.
Conséquence Ainsi, D(E) est un ensemble totalement ordonné dans |éguiel partie majorée non

vide posséde une borne supérieure. On plonge E 9éf)s en identifiant 'élément x de E a la
coupure d(x) qu’il détermine.

Proposition 2: Soitd = (A, B) une coupure de E. Alors da®¢E), d=sup A=infB.

Preuve: En effet, soiena un élément de A un élément de B.
Onaa=d@<d<b=dp),car },a[0OA0 ]J]~,b[;onamémea<ds<b.
Ainsi, d majore A et minore B.

! Si I'on munit E de la topologie de I'ordre, topgle ayant pour base les intervalles ouverts engeuses de
E, A et B sont alors bien ouverts. Mais peu importe



Soit maintenand = (C, D) un majorant de A. Pour toat] A,a=d@ <d,i.e.]—,a[OC.

Je dis que A1 C, donc qué < &'. En effet, soita 0 A ; comme A n'a pas de plus grand élément, il
existea’' 1 Atelquea<a.Ona J—,a[ OC, doncalC.

Enfin, soitd’ = (C, D) un minorant de B. Pour tont]1 B, <b=d(), i.e. CO ]—,b].

Je dis que €1 A, donc quey < 0. En effet, soit [1 C ; pour toub [J B, ¢c <b, doncc # b.

Ainsi c [J B, doncc [ A. Cqgfd

Proposition 3: Soient d et d’ deux coupures telles que d 4l @xiste un élément K E tel que
d < x < d.

Preuve: Notons d = (A, B), d’ = (A’, B).

A est strictement inclus dans A’, donc il existed@ment X1 E tel que ] A’ et r O A.

Il en existe méme un deuxieme, sinon A’ £1Ax} aurait un plus grand élément.

Soient donc x et y deux éléments de E tels que xappartenant a A’ mais pas a A.

Ona AOA(x) O A(y) O A, les deux premiéres inclusions étant strictdenc d <d(x) <d'.

Autre preuve utilisant davantage l'identificationxd(x) : d’=sup {xOE ;x<d'}.
Comme d < d’, il existe forcément unkE tel que d <x < d'.

Définition 3 : On dit que E estompletau sens de Dedekindi toute partie majorée non vide de E
admet une borne supérieure.

Proposition 4: Pour que E soit complet, il faut et il suffit qlegpplication d : xJ E - d(x) 0 D(E)
soit bijective, autrement dit que toute coupuré dlgimentaire.

Preuve: 1) Supposons E complet. Soit d = (A, B) une coeple E.
A est majorée non vide ; soit X sa borne supérielg@is que A =4, X].
En effet, xO A en vertu de (D 3), donc B ] —, X[. Réciproquement, si y < x,[y B, sans quoi Al
] <, y[ et x ne serait pas borne sup de A. DofcA.
Ainsi, A =], X[, donc B = [x,-[ et d = d(x).
2) Supposons réciproquement d bijective. SainX partie majorée non vide de E.
Posons A=fa0E;[Xx0OX a<x} et B=E-A={pUOE;OxOX x<b}; B estl'ensemble
des majorants de X. Je dis que d = (A, B) est onpure.
En effet, A est non vide, majoréélaJ A x<a= x A, et A n'a pas de plus grand élément, car
sialJA, [Xx[OX a<xet, envertude (b0 X a<b<x.DucoupbA.
Comme d est bijective, il existellE tel que (A, B) = d(u). Alors u = sup A. Je dieequ = sup X.
En effet, u est le plus petit élément de B, qui'essemble des majorants de X.

Conséquence Avec ces notations, on dit g&¥E) est un complété de Dedekind de E. Il découle de
la prop. précédente q@D(E)) = D(E). Ainsi, la complétion de Dedekind est un fgsiin coup.

1.2. La droite réelle

La droite rationnell&® munie de son ordre naturel, vérifie (I).

Définition 4 : On nommaedroite réelle, et on noteR, I'ensemble?(Q), complété de Dedekind de la
droite rationnelle. Les éléments @Q), c’est-a-dire les coupures Qe s’appellenhombres réels

Propriétes
1) Soit d = (A, B) un nombre réel.

A est une demi-droite « ouverte »@een ce sensquelald A [EOQ*; Ja—-¢g,a+g OA.
De plus, les ensembles A et B sonhtigus, en ce sens que :

Oe0Q*+ [a b)) 0AxB b—-a<e.
En effet, choisissoray 0 A etbg 0 B. Q étant archimédien, il existeI N tel que :
ap<agte<..<agtne<bhg<ag+ (n+1lk.
Soitk le plus grand indice n tel que ag + ke O A. Alors le couple &, b) = (ag + ke, ag + (k+1)g)
répond & la question.



2) La droite rationnell® n’est pas complete au sens de Dedekind. Ainserieembles
A={a0Q:a’°<2 oua<0} et B={bJQ:b>0 et xb’}

définissent une coupure @ qui n’est pas de la forme d(r), ollIQ.
Les réels qui ne sont pas de la forme r = d(r)edpntnombresirrationnels. Les irrationnels sont
exactement les coupures ouvertes d = (A, BRdeB n’a pas de plus petit élément, et est une demi
droite ouverte d€).
Proposition 5: On a les équivalences :

i) 0sd=(A,B) = Q*~0A = BOQ;:.

i) 0<d=(A,B) « OUA = Q-UA = BOQ*;.

Preuve 0< d = (A, B) signifie que d(0Xx d = (A, B), c’est-a-dire A(0) ©*_ 0 A.

0 < d = (A, B) signifie que A(0) ©*_ 0 A, l'inclusion étant stricte ; A contient un ratioel> 0,
donc contient O.

1.3. Le corps des nombres réels

Il reste a définir danR une addition et une multiplication. Cela ne va e si facile.

Si X et Y sont deux parties non vides@gon note :
X+Y={x+y;xIXetylY} et XY={xy;xOXetydY}
Rappelons qu’'une coupure d = (A, B) est entiererdéfihie par la donnée de sa partie gaukha

condition d'imposer a A d’étre non vide, majorédletque a0 Ax<a= xOA, et ne possédant
pas de plus grand élément.

Définition 5: Sid = (A, B) et d’ = (A", B’) sont deux coupwseleQ, on note
d+d = (C,D)ou C=A+A’, D étant le complémentaireCle

Proposition 6: d + d’ est une coupure, &,(+) est un groupe commutatif de neutre 0 = d(0).
L'application r - d(r) est un morphisme injectif du grougg, #) dans le groupeR( +).
De plus l'ordre est compatible avec l'addition <d’ = (0d”) d+d” <d’ +d".

Preuve: 1) C = A + A’ est non vide, majorée. C n’a paspdus grand élément, carcska+a O C,
il existea >adans Aetr’ > a dans A', de sorte que<y=a +a’ OC.
Enfin, soient =a+a [0 C et x<c. Ecrivons x=a+y.Ona ¥ a,doncylA etxC.

2) L'associativité, la commutativité de I'additiaes coupures découlent de l'associativité et le la
commutativité de I'addition des parties Qe

3) d(0) = 0 est élément neutre, car Si d = (A,/B), Q*_ = A.

4) Je dis quel(r, s)0 QxQ d(r +s) = d(r) + d(s).
Celarevientadired,r[+]—,s[=]-,r+s[.Eneffetx<rety<s x+y<r+s.

Inversement, si z <r + s, soit x un rationnelge z—s<x<r. Alorsz=x+y,oux<retg<

5) Reste a trouver I'opposée de la coupure d BJAC’est la qu’il y a un probléme.

Je dis que si d est le rationnel d(r), 'opposée @st dfr), et que, si d = (A, B) est un irrationnel,
c'est-a-dire si les demi-droites A et B sont ouesrtd = (-B, —A). Vérification laissée au lecteur.

6) Enfin, d<d’ = (0d”) d+d” <d +d". Idem.
Définissons maintenant le produit de deux couparés Rappelons qu’une coupure d = (A, B) est

entierement définie par la donnée de sa partigedBoiB est une partie non vide minorée, telle que
(bOB bs<x = x0OB; de plus, si B a une borne inférieure dansediecborne inférieure

appartient a B. Enfin,d >0 BOQ*..
Définition 6 : Sid = (A, B) et d’ = (A’, B") sont deux coupwge 0, on note :
d.d = (C)Dou D=B.B’', C étantle complémentaire de D



Proposition 7: R*, est un groupe multiplicatif commutatif de neutre H(1), et r— d(r) est un
morphisme injectif de@* ;, X) dans R*, x).
Preuve: laissée au lecteur.

Extension &R de la multiplication des coupures
On ne peut étendre en I'état la définition 6 aamgures de signe quelconque.
Pour multiplier deux coupures de signe quelcongatns que toute coupure d s’écritd =a—b, ou a
et b sont des coupures > 0. Sid = a— b, et d—=b& on définit le produit d.d’ par :

dd =(ax(® -b)=aa +bb —-ab -b.a.
La coupure ainsi obtenue ne dépend pas des cd@aplbyet (a’, b’) choisis. De plus, quand d et d’
sont positives, cette définition coincide avecdianne.

Proposition 8: R est un corps commutatif pour I'addition et la riplication.

Preuve: La vérification des axiomes restants est lorgfuastidieuse. On la trouve, parait-il, dans E.
Landau (Grundlagen der Analysis, 1930, une tradoainglaise existe).

Proposition 9: R est archimédien £i(x, y) O R* xRy [hON y<n.x.

Preuve: La propriété est évidente pougx. Supposons donc 0 < x <.

En vertu de la prop 3, il existe r efl*, telsque O0<r<x<y<s,

(L’existence de s découle de la prop 3 appliquégr

Comme le corp® est archimédien, il existe[] N tel que < n.r. Et alors & n.r <n.x. Cqfd.

Ainsi, R est un corps totalement ordonné, archimédienraptai au sens de Dedekind. La propriété
des segments emboités, la complétude au sens dbyCaien déduisent aisément, comme on I'a vu
dans le chapitre sur la droite réelle.

1.4. Droite de Souslin, hypothése de Souslin

Soit S un ensemble totalement ordonné non vidéaéti:
(S1) S n’a ni plus grand élément, ni plus petitrédat ;
(S2) L'ordre de S est « dense » : entre deux élégmlistincts de S il y en a toujours un troisieme ;

(S3) Toute partie majorée non vide de S a une k&upérieure, toute partie minorée non vide de S a
une borne inférieure ;

(S4) Toute famille d’intervalles ouverts non vidksix & deux disjoints est dénombrable.

Les ensembles S vérifiant (S1), (S2) et (S3) sppekéscontinus Tout continu qui admet une partie
dense dénombrable est isomorpHe. #ppelonscontinu de Souslian continu tel que toute famille
d’intervalles ouverts deux & deux disjoints soitphus dénombrable. hypothése de Sousliest
I'assertion : tout continu de Souslin est isomorake

On a montré gue cette hypothese est indépendastxiames ZFC de la théorie des ensembles.

La compatibilité de cette hypothése et de I'hyps¢hdu continu a été établie par Jensen en 1971.
Les liens de I'hypothése de Souslin avec I'axioreeMhrtin sont évoqués dans I'E.U., Théorie
axiomatique des ensembles.

2. Complétion de Méray-Cantor

« Veux-tu me compléter et que je te complete ? »
Edmond Rostan@yrano de Bergerac

Soits = QN 'anneau des suites de rationnels, pour les daeigxukuelles : addition et multiplication
terme a terme.

2.1. Le corps des nombres réels

2 Mikhail Souslin (1894-1919), mathématicien rugdéye de Lusin, a rectifié une erreur dans uneréssele
Lebesgue relative aux ensembles boréliens. ll@adisau cours de I'été 1919, pendant la guerréecivi



Définition 1 : Une suitea = (a,) de rationnels est dite :

* bornées'il existe MO Q4 tel que [On) |an|< M.

» convergentes'il existe un rationnehtel que : De 0 Q*+ [hg On=ng |ag—a|<e€

* de Cauchy(ou fondamentale) sile 0 Q*+ [hg Up,gq=ny |ap—ag|<e.
Théoreme 1: a) Les suites bornées forment un sous-an@edes.

b) Les suites de Cauchy forment un sous-an@em®.

c) Les suites convergentes forment un sous-ar@dag@.

d) Les suites de limite nulle forment un id®@ade®, donc de? et deC.
Preuve: a) est facile.
b) Une suite de Cauchy est bornee, ¢ary Op, q=ng |ap —aq|< 1, donc pour toud

mingg, a1, ... ,8n0-1, 30— 1) < Uy £ max(ag, ag, ..., &no-1, o + 1 ).

Si (an) et () sont deux suites de Cauchg, € by) est de Cauchy, ainsi quan([,), car :

| ap.bp —ag.bg| = |ap.(bp—bg) + @ —ag)bg| < |ap|.|bp—bg| + |ap—ag|.Ibg|< (A +B)e
apcr, en supposantlf) fan|< A et by < B.
c) Toute suite convergente est de Cauchy, ca,sténd vers,

Oe0Q*+ [hp On=znp |ap—al<e/2 , etalor§lp,q=nyg |ap—agq|<e.
Ainsi, € est inclus dan@. Et@ est un sous-anneau @ecar si @) tend vers, et pp) tend vers,
(an — by) tend versa - b, et @,.by) tend versa.b. Enfin, la suite constante égale a 1 converge.
d) Les suites de limite nulle forment un idé&lde®, car elles forment un sous-groupe additif, et si
(an) tend vers 0 et sbf) est bornée a;.by) tend vers 0.

Remarques: Le lecteur démontrera les deux résultats suivants
1) Toute suite de rationnels croissante majoesy. décroissante minorée, est de Cauchy.

n
2) L'inclusion@ 0 @ est stricte Ainsi, les deux suites de rationneh;:EZ% ySH=(1 +%)n et
k=0 """

n
an = ZW sont de Cauchy, mais elles ne convergent versnaationnel.
k=0

On exprime cette propriété en disant Qua’est pas complgau sens de Cauchy).

Proposition 2: i) Si (a,) est une suite de Cauchy, il en est de méme sigitia ().

Si (ap) et () sont deux suites de Cauchy, il en est de mémsudes (Sugy, b)) et (inf(a,, bp)).
ii) Soit (@) une suite de Cauchy vérifianth >0 [hg On=ng |ay|=0.

Alors la suite (14,,), définie poum = ng, prenant des valeurs arbitraires avant, est detgau

Preuve: i) La premiére assertion découle de la majonatidy| - lag| [< |ap —aq | -
La ?™assertion découle de sup(x, y%-:( X+y+|x—-y])etinf(x,y) --% (xX+y—-|x=vy|).
i) Pour toute > 0, | -1 - L |=|272 | < £ 3 partir d'un certain rang.
@ & Ap.cq a
La suite (1/y) n'est pas toujours définie ponrk ng, mais peu importe.
Théoréme 3: L’anneau quotien®/ 9T est un corps commutatif.

Preuve: Soit @) une suite de Cauchy de rationnels ne tendantgra<0.
Cela s’écrit : NonleOQ*+ [hg On>ng |ap|<€e ).

® @ comme Augustin Cauchy.



Autrement dit : b O0Q*+ Ong h>mng |ap|>a ™*
- a
Comme &) estde Cauchy, [h; Op,q=m |ap—ag|< 5

En vertu de (*),Lhp;>m [& |>a.Onadonc, soianz>0(, soit a, <.
2
¢ Si - a a
Si u > a, Opzmnp o an2|s 2,donc ap > >

e Si - - a -a
SIUn2< a, Opzm |ap anzlsz,donc ap < >

Danslesdeuxcas,(B>0 [hy Op=ny |an|>B.

En vertu de la prop. 2, ii), la suith,], égale a (H,) a partir de p, et prenant des valeurs arbitraires
avant, est de Cauchy. Elle vérifeeb = (an.bp) = 1 (mod9n).

Revenant a I'espace quotient, il viemtb = 1. Tout élément non nul d&9X est inversible. Cqfd.

Définition 2 : Le corps®/9t est appeléorps des nombres rée|st noter.
Un nombre réel est donc, par définition, une classe d’équivaledesuites de Cauchy de rationnels
pour la relation agfb < limp_+e0|an—bn|=0.

2.2. Plongement de Q dans.R

A tout rationnel r associons la suite (r) constagale a r. C’est une suite de Cauchy.
L’application r — (r) est un morphisme injectif d’anneaux@edansg@.

La classe de la suite (r) moduds est I'ensemble des suites de rationnels tendastrvenotons-la
f(r). L'applicationf : r 0 Q — f(r) O @9 =R est un morphisme de corps, nécessairement injectif
Ainsi, Q est isomorphe a un sous-corpsRieSi I'on convient d’'identifier r ef(r), ce que nous
ferons dans la suite, alo@devient un sous-corps &e

2.3. R est un corps ordonné

MunissonsR d’une relation d’ordre total compatible avec sacure de corps.
Considéerons I'ensemb des suitesa = (a,) de rationnels telles quer 0 Q*+ [hy Ug=n; ag>r.

On a aussitotag b) 0 PxP = a+b0QP etabU?P ;[alP eta=b(modd)]= b
NotonsR* ;. 'ensemble des Kl R tels que si x :5, alorsa [0 @, propriété indépendante de la suaite
choisie.Notons enfinRy = R*. 0 {0} , R*_=-R*; , R.=-R;.

Proposition 3: Larelation xy = y—xOR4 estun ordre total siR compatible avec la structure
de corps.

Preuve: Il suffit de montrer queR; + Ry U Ry, R+ . Ry Ry , Ry n R-={0} , Ry O R_-=R.
Cela est laissé en exercice.

Conséquencesen tant que corps cordonn®, posséde toutes les propriétés énoncées dans le
chapitre sur la droite réelle, § 2. En particulteyt réel a une valeur absolue.

2.4. R est archimédien

Proposition 4: Ox OR*y [ 0 Q*;+ 0 <r <x.

Preuve: Soit @,) une suite de Cauchy @ereprésentant x.
Cette suite est élément @ec’est-a-dire quelr 0 Q*+ [hy Og=ng ag>r.
La suite &, — r) est élément d&, puisqu’a partir d’'un certain ran@y, — r/2 > r/2. Donc 0 € < X.

Proposition 5: Le corpsR est archimédien (x, y) O R*;xRy [hON y<n.x.



Preuve: La propriété est évidente poug. Supposons donc 0 <x <.

En vertu de la prop 4, il existe r efl*, telsque 0<r<x<y<s,.
( L’existence de s découle de la prop 4 appliquésy a.
Comme le corp® est archimédien, il existe[] N tel que < n.r. Et alors & n.r <n.x. Cqfd.

2.6. Suites réelles convergentes

Définition 3 : Une suite (¥) de réels est diteonvergentes'il existe un réel x tel que :
OedR*y [hg On=ng |[x-X|<Ee.

Propriétés des suites réelles convergentes

1) La condition précédente équivaut dle 0 Q*y [hg On=ng | X —X|<E.

L’équivalence de ces deux propriétés découle gedp 4 : Oe OR*, [E' 0Q*; 0<g' <eg.

2) Il'y a unicité de la limite.

3) Si (%) tend vers x et @) tend vers 'y, (x—yn) tend vers x —y.

4) Soient &,) une suite de rationnela,un rationnel. Il revient au méme de dire gag (end versa

en tant que suite de rationnels ou gag {end versa en tant que suite de réels.
Ces points, faciles a justifier, sont laissés ateler. Etablissons maintenant un résultat capital.

Proposition 6 : Soient(a;) une suite de Cauchy de nombres rationnels, ofabine réel qu'elle
définit. Alors la suited,) tend vers x danR au sens précédent.

Preuve: On sait quelle 0 Q*+ [y Op,q=ng |ap—ag|<e.

Je dis que Oe0Q*+ hg Ogznyg [x—aq|<e.

En effet, notons xle réel défini par la suite constante égaig.a

Cela découle de ce que les suifes- (an — ag))n et ((an — ag) — €)n sont toutes deux éléments@le
Donc les deux class¢s— (x — ag)) et ((x — ag) — €) sont positives.

2.7. Suites de Cauchy réelles ; R est complet

Définition 4 : Une suite (¥) de réels est ditde Cauchys'il existe un réel x tel que :
OeOR*+ [hp Op,g=znp [%—Xql|<Ee.

Propriétés des suites de Cauchy

1) La condition précédente eéquivaut &e 0 Q*+ [hg Op,q=ng [ % —Xq|<E.

2) Soient &,) une suite de rationnels. Il revient au méme de gie &,) est une suite de Cauchy en
tant que suite de rationnels ou gag) st une suite de Cauchy en tant que suite de réel

3) Toute suite réelle convergente est de Cauchy.

Théoréme 7: Toute suite de Cauchy de nombres réels est cgpente.

Preuve: Soit (%,) une suite de Cauchy de nombres rédle [1R*+ [hg Op,q=ng | % —Xq|<E.
Par densité d® dansR, pour toutn on peut choisir un rationnej, tel que h, - x,|<E€.

Alors Op,qzng |ap—aqls|ap=Xp|+ % —Xq| +|4—2agl< 3e.

Donc (@) est une suite de Cauchy de rationnels. Soitrgdéqu’elle définit.

Il découle de la prop. 6 quey) tend vers x. Commeyx-a,, tend vers 0, xtend vers x. Cqfd.

2.8. Segments emboités

Proposition 8: Toute suite croissante majorée de réels estergante.

Preuve: Il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Raisons pas absurde.



Supposons qu'il existe ] R* . tel que, pour toutq, il existeq>p=ng Xq—Xp €.
On construirait deux suites extraiteg, () et (%)) telles que m(0) < n(0) <m(1) <n(1) < ... et
(0K Xn(k) = Xm(k) = €. En vertu de I'axiome d’Archimede, la suitg,@§ — %) serait non majorée.
Proposition 9: R satisfait I'axiome des segments emboités :
(CD) Si ([xn, Ynl) est une suite de segments emboités, a@s Xn Yol 20 .

N

Preuve: La suite (x) est croissante majorée par;\elle a une limite x.

La suite (y) est décroissante minorée pagr;>elle a une limite y.

Il est facile de montrer quexy et que ﬂ [Xn, Ynl = [X, y]. Laissons cela au lecteur.
nN

3. Quasi-morphismes de Z

En 1975, une autre construction Bea été proposée. Elle repose directement sur lande et
'étude de ses « quasi-morphismes ». Dans cet éxposus nous contentonsadalyser cette
méthode et supposons connue la droite réelle.

Définition 1 : Unquasi-morphismedeZ est une applicatioh: Z - Z telle que I'ensemble
f{m+n) —f(m) —f(n) ; (m,n) 0 ZxZ } est fini,

autrement dit, tel queélIC(f) N [0O(m,n) 0 ZxZ  |f(m+ n) —f(m) —f(n) | < C(f).

Exemples:

1) Toute fonction bornée d& dansZ est un quasi-morphisme, carfgirend un nombre fini de
valeurs, il en est de méme i + n) — f(m) - f(n) .

2) Les endomorphismes du groupe additfont des quasi-morphismes.
Sif est I'un d’eux, on &(m + n) =f(m) + f(n) pour tout coupler), n).
On en déduit qu&0) = 0 et qud est impaire, puis qugn) = n.f(1) pour toutn O N, puisn O Z.
En définitive, les morphismes desont les applications — an, oua [0 Z.

3) Soita un réel. La fonctiomp, : n - [na] est un quasi-morphisme.
En effet, -1 =(Mm+n)a—1-ma—na<[(m+n)a] —[md —[na < (m+n)a—ma—na+ 2 =2. Etc.

Notons que@;, =@, = a=b. Cela découle de ce ql%e[na] - aquandn - +oo.

On démontre de méme qoe- | nal etn - (na) sont des quasi-morphismes

Notons@ I'ensemble des quasi-morphismesZded I'ensemble des fonctions bornéeszle
Proposition 1: L'ensembleQ est un sous-groupe additif &€, Z).

Proposition 2: L’ensembleQ est stable par composition.

Preuve: Soientf etg deux quasi-morphismes. Ecrivons :
(fog)(m+n)-(fog)m - (fog)(n)
=f(g(m +n)) —f(g(m) +g(n)) +f(g(m) + g)) - (fog)(m) - (fog)(n)
Et f(g(m) + g(n)) - (fog)(m) — (f og)(n) prend un nombre fini de valeurs ¢ast élément d@.
De plus,f(g(m + n)) — f(g(m) + g(n)) prend aussi un nombre fini de valeurs, en veutu

Lemme: Sif est un quasi-morphisme et si (u,[l¥YxZ est tel que u — v est bornée, alffty —f(v)
est bornée.

En effet: f(u) —f(v) —f(v—u) |< C(f) implique [f(u) —f(v) |< |f(v—u) | + Cf).
Comme v — u prend un nombre fini de valef(s;- u) également.
Il suffit d’appliquer ce lemme au couple (u, v)géra + n), g(m) + g(n)).

La loi o induite est associative, unifére d’'unig.i

10



Elle est toujourslistributive a gauche par rapport a I'additioncersens quef(+g) oh=foh+go
h, par définition de I'applicatioh+ g.

Mais elle n'est pas distributive a droiten n’a pas en généralo (f+g) =hof+hog.

C’est vrai sih est un morphisme, pastsest un quasi-morphisme

Cependant, le fait quel] Q implique que :ho (f+g)-(hof+hog) est élément d&.

Définition 2 : Deux quasi-morphismésetg sont dits congrus modu@® si : f—g 0 B.

Exemple: sia# b, @, et@, ne sont pas congrus modydio car@,(n) — @y(n) Ln.(a—b) sin - +ow
Proposition 3: Cette congruence est une relation d’équivalelars@ compatible avec I'addition et
la composition. L'ensemble quotie®t® est un groupe additif et méme un anneau de néditre

Preuve: @ est un sous-groupe additif @edonc la congruence est compatible avec I'addition
Sif,g)UBxQouf,g)0Q@xB, alorsfogd B . On en déduit que la congruence est compatible

avec la multiplication. La loi quotient est asstigiaet a pour neutréd; .

Enfin, comme f+g)oh=foh+goh etho (f+g)=hof+hog, la multiplication des classes
sera distributive & droite et a gauche par rappdaddition.

Remargue nous démontrerons dans la suite que cet anrst@ommutatif.

Proposition 4: Sif est un quasi-morphisme :

OkON*  O(ng, ....n) OZ5 [f(ng + ... +n) — () — ... — f(n) |< (k= 1).CE).

Preuve: Cette formule est vraie pokiF 1 et 2. Si elle est vraie au rakeelle est vraie au rarigt 1.
En effet f(ny + ... +ng + ng+1) —f(ng) — ... — (k) — f(Nk+1)

=f(ng + ... +ng +nge1) —f(ng + ... +n) — f(neq) (N + ..o +n) —f(ng) — ... = f(nK).
Donc |f(ny + ... +ng +nNiyq) = F(ny) — ... = f(nk) = f(nk+) | < CF) + (k= 1).CF) =k.C(f).
Proposition 5: Soitf un quasi-morphisme. La suﬁef(nl))nzl est de Cauchy dafgou R.
Preuve: Il découle de la prop. 4 que, pour toor ) O N*xN* | f(mn) —m.f(n) |[< (m-1).Cf).
On en déduit : |M - M|s Mlen< leg .

mn n mn n

De méme, |% - % | < —%C(f) . Par conséquenﬂ% - @ | < (_r:rL1 + %).C(f) .

Soite > 0. Choisissonsgtel que—r% C(f) < €. Alors |% - @ | < € pourmetn = ng. Cqfd.

()
=

_f(n)
=

Pour toutf 0 @, notons ;| W) =1limp_ +o

Observons que I'on a aussi :fL€ limp_ -

En effet, sn> 1 |f(0) —f(n) —f(-n) | < C(f), donc | f(no) - f(n”) + f(_‘r:‘) | < Cr(]f) . Etc.

Au fond, un quasi-morphisme est quasi-impair, esazes quef(n) + f(—n) est bornée.

Proposition 6: L'application L :@ — R est un morphisme surjectif d’anneaux, dont le nast®.
Tout quasi-morphismes’écrit de facon unigue= @ + g, oua est réel et g est bornée.

Preuve:

1) Soita un réel. Le quasi-morphisngg : n — [na] vérifie L(f) = a. Par conséquent, L est surjectif.
2) Le point important de la preuve est I'équivakencLf) =0 < O B.
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Sif est bornée, il est clair qu(];%m - 0. Réciproquement, supposon$)IX 0.
Fixonsn > 1. Pour toum=>1: |m _ ) < ™lem<leg.
mn n mn n

Faisons tendre vers +o. Il vient |@ | < %C(f), c'est-a-dire {(n) |[< C(f) . cgfd !

3) Il est clair quc(]c +?])(n) = f(nn) + g%n) ; par conséquent lf(+ g) = L(f) + L(g).

4) Soitf un quasi-morphisme. $s’écrit f = @, + g, olia est réel et g est bornée, alors
L(f) = L(gy) = a. Réciproquement, si= L(f) et g =f — @, , alors L(g) = 0 donc g est bornée.

5) Sig est bornée. Alorsm = w - 0, carf(g(n)) est bornée ; donc £ g) = L(f).L(g).

n
Sig est non bornée, écrivon—goaﬂ = % @ - L(fog) = L().L(g).

Ceci est légitime car g # 0, doncg(n) LIL(g).n quandn — +co.
En particulier gf) # 0 pourn assez grand.

Et, que gf) tende vers e ou—oo, % - L(g) en vertu des deux expressions di.L(

Corollaire : L’anneau quotien®/$% est un corps commutatif isomorphe au corps dds IRée

Ces propriétés montrent un moyen di&finir, de construirele corpsR : il faudrait démontrer
directement que I'anneau quotiéth est un corps commutatif, et munir cet anneau dhefetion
d’ordre total compatible, archimédien, etc.

4. Nombres surréels, réels non standard

Les mathématiciens ont créé des surcorps ordormés droite réelle. Ces corps n'ont rien a voir
avec les corps des complexes et des quaternioaseniles algébres d’octonions et de sédénions.
Construits pour répondre a d’autres « cahiers dasges », ils ne sont pas archimédiens.

4.1. Les nombres surréels

Le corps des nombres surréels contient le corpsndetbres réels, ainsi que tous les ordinaux
transfinis et leurs inverses, qui sont respectiverpius grands et plus petits que tout réel > @scC’
un corps non archimédien dont la construction cambiidée des coupures de Dedekind et la
récurrence transfinie.

Ces nombres ont été introduits par John Conwaytilprisés par Donald Knuth en 1974. On en
trouvera un exposé dahes nombregVuibert, 1999), H. Herme®ombres et jeyxchap. 13.

4.2. Réels non standard

A Jean-Claude Deuville,
émeérite statisticien non-standard.

Les réels non standard ont été créés par Abrahdnim&m en 1966. Le probleme suivant en propose
une construction par la technique des ultraproduits

Probleme

On se propose de construire un surcorpR,dedonné et non archimédien, le corps des « nigls
standard » (A. Robinson, 1966).

1) Soit | un ensemble. Untrafiltre sur | est un ensembf de parties de | vérifiant les axiomes :
unoooua (U2)UA,B)Uuxuw AnBOU (U)DALDX) AU ou FAD AU
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Montrer qu'alors ()OAOU OBOX() AOB=BUO%.
(iDA,BOP() AUBOU =>A0%U ouBOAUA.
2) a) Soit i un élément fixé de I. Vérifier g@&i) = { A O (1) ; i 0 A} est un ultrafiltre sur I.
Un tel ultrafiltre est ditrivial .

b) Montrer que si | est un ensemble finittoltrafiltre A sur | est trivial.
(Considérer l'intersection de tous ses éléments).

Dans la suite de ce probleme, | est un enseimfite et I'on admetqu’il existe sur | un ultrafiltre
non trivial % (cette existence découle de I'axiome du choix).

On note@ = R' I'anneau des familles x = il de réels indexées par I'ensemble |, muni des deux
lois usuelles : O+ i = 6+ Wi et (i (i = O6-yaio -
Enfin, pour tout X X;)i;; , on note N(x) = {i01;Xj=0}.

3) a) Montrer quél ={x 0 @; N(x) O U } est un idéal d&, et que :
OxO0@ xUOU = yO@ x.y=1modl.
b) En déduire que I'anneau quoti@it] est un corps commutatif.

Ce corps est notéR+; on note *x la classe de x modulb.

4) a) Montrer que larelationxy < {i O1;x <y;} 0% est réflexive et transitive dags
b) Montrer que x=x"mod , y=y'mod et x<y] = X <Yy
¢) En déduire I'existence sURt’une relation d’ordre, notée **y.
d) Montrer que cet ordre est total, et caibp@avec I'addition et la multiplication.

5) A tout réel xJ R, on associe la classe modilbde la famille constante égale a x. Montrer

qgu’on définit ainsi un morphisme de corpsRidans R, injectif et strictement croissant. On plonge
R dans R au moyen de ce morphisme.

Dans la suite du probléme, on suppose I'ensemidadmbrable.

6) a) Montrer(¥xo 0 *R OnON—{0} 0<*xq < %
b) En déduire queRest non archimédien. La su(t%) a-t-elle une borne inférieure darkR ®

7) Un « réel non standard » FXR est dit :
e infinitésimal si Or OR*; |*x|<Tr
e illimité si OnON n<|*x|
elimité si (hON [*x|<n
* appréciables’il est limité et non infinitésimal.
Enoncer et démontrer diverses propriétés de cesrdnias de réels non-standard.
Montrer que pour tout réel non standard limitéitexiste un unique réel standardR tel que
*X =X, i.e.*x — X soit infinitésimal Indication : si *x > 0, considérer A={f R ; r<*x}].
Ce réel s’appelle imbre, ou la partie standard, de *x.

8) Caractérisation non standard de la continuité

a) Soif une fonction R - R. Construire un prolongement naturét *R - *R.
b) Montrer qué est continue engssi 00 [0 *R = 0= *f(Xg + 0) = f(Xp).
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