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ADS : équations algébriques

Consignes générales

temps minimal de préparation : 2h.

vous devez lire I'article, le comprendre dans les grandes lignes, afin de restituer les idées
importantes de I'article. Certains résultats peuvent étre prouvés, ou, du moins, les idées des
preuves doivent étre données.

votre présentation doit étre faite sur papier blanc (avec de feutres, en format paysage), ou
bien en pdf (avec PowerPoint — ou version libre de PowerPoint, KeyNote ou Beamer).

faire moins de 10 pages/slides, avec peu de texte dessus.

|'oral durera 15 minutes : il s'agira de présenter ce que vous avez compris de |'article.

Consignes particuliéres

cet article peut parafitre assez vide par rapport a d'autres articles d'’ADS que vous pourrez voir.
Il n"est pas trés long et demande donc d'étre compris assez en profondeur.

vous devrez pouvoir exposer les preuves de la maniére la plus agréable possible, afin que les
lignes de calcul ne soient pas que des lignes de calcul.

essayer de dégager des méthodes communes de résolution des équations : il sera important
de ne pas faire une présentation linéaire.

ne restez pas hors-sol et n'hésitez pas a illustrer les méthodes sur des équations concreétes.
quelques points sont admis en passant, essayez de vous y attarder un peu (par exemple, lorsque
X

I'on parle de cos 3

en connaissant cos(x))
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Guide pour le candidat

Le dossier comporte au total 10 pages (excluant celle-ci).

Travail suggéré au candidat : Faire une étude et une présentation structurée
des documents suivants (article et annexe).

Conseils généraux pour la préparation de I’épreuve :
* Lisez le dossier en entier dans un temps raisonnable.
* Réservez du temps pour préparer I’exposé devant le jury




Equations algébriques

Une équation n’est rien d’autre qu’une égalité entre deux membres. Souvent,
il s’agit de déterminer une certaine quantité, connaissant simplement une égalité
qui fait intervenir cette quantité inconnue. Comme le fait de nommer les choses
permet souvent de mieux les étudier, 'on donne alors un certain nom a notre
inconnue (le plus souvent on I'appelle z). On obtient ainsi une égalité que doit
vérifier x, c’est ce qu’on appelle une équation. Bien sir, il y a des équations
de toutes sortes. Il y a les affines, c’est-a-dire celles de la forme ax + b = 0.
Il y a les équations de degré 2, celles de degré 3, etc. Mais il y en a aussi une
multitude d’autres, par exemple celles de la forme a® = b, ou encore 1’équation
cos (br +1) = 3%* — 2z, Résoudre une équation, c’est trouver tous les nombres
x qui vérifient 1’égalité de départ.

Enfin, on appelle équation algébrigue une équation pouvant se mettre sous
la forme a,z" +...+ag = 0, ou les a; sont des nombres réels. Ce sont en fait les
équations polynomiales, d’un certain degré. Nous allons ici nous intéresser plus
spécifiquement a ce type d’équation, et voir notamment des méthodes générales
pour résoudre les équations algébriques de degré allant de 1 a 4.

Soit donc une équation apz™ + ...+ ap = 0, (n entier) On appelle P (x)
la quantité polynomiale a,z" + ... + ag. L’idée fondamentale est que, si I'on a
trouvé une solution, c’est-a-dire un nombre a vérifiant P (a) = 0, on est ramené
a un probleme plus simple qui est celui de résoudre une équation de degré n—1.

En effet, pour tout entier k et tous réels x et y, on a la factorisation :
oy = (z—v) <xk71 Fyrt 2 42 2 ykq)

En conséquence, P () —P (y) s’écrit sous une forme (x — y) Q, (z), ou Q, est
une expression de degré n — 1 en z. En particulier si a est solution de P (z) = 0,
on peut écrire :

P (z) = (z —a) Qa (z)

Pour résoudre 1'équation de départ, on est ramené a résoudre ’équation
Qqu(z) =0, de degré n — 1. On en déduit entre autre qu'une équation de degré
n a au plus n solutions.

1 Premier et second degré

Pour ce qui est du premier degré, il n’y a pas grand chose a dire... Ou rien

que de tres connu : les équations du premier degré sont celles qui peuvent se
—b

mettre sous la forme ax + b = 0. Il y a une unique solution qui est x = —.
a



Signalons toutefois qu’il faut faire attention au cas particulier ot @ = 0. Dans ce
cas, l'expression —b/a n’a aucun sens. Mais alors, résoudre I’équation est encore
plus simple. En effet, si b = 0, tout x est solution et si b # 0, il n’y a aucune
solution. Passons au second degré.

L’équation générale se met ici sous la forme az? + bx 4+ ¢ = 0. Bien entendu,
I’on peut supposer que a # 0, car sinon I’équation serait en fait de degré 1 et
donc releverait du paragraphe précédent. La aussi, la résolution de ces équations
est tres classique.

Tout d’abord, quitte a diviser par a (que I'on vient de supposer non nul),
on peut supposer que a = 1. Autrement dit, en divisant par a # 0 ’égalité
ax® + bx + ¢ = 0, on obtient I’équation :

b
P4 2r4 =0
a a

qui a exactement les mémes solutions que 1’équation de départ. Il s’agit d’une
équation de la forme précédente, a la différence pres que désormais le coefficient
de 22 vaut 1. Ainsi si I'on sait résoudre les équations du second degré dont le
coefficient dominant est 1, on saura résoudre toutes les équations du second
degré. Ensuite, quitte a poser 2’ = x + b/2, on peut supposer que b = 0. En
effet, I'équation x2 + bz + ¢ = 0 devient, en remplacant = par 2’ — b/2 :

2

_Z—I—C:O

On s’est ainsi ramené & une équation sans terme en . Et si l'on sait résoudre
cette derniere, alors on saura trouver z’ et donc z, c’est-a-dire que 'on sait
résoudre I'équation z2 4 bx + ¢ = 0.

12

On s’est finalement ramené au probleme de résoudre ’équation simplifiée
22 + ¢ = 0. Celle-ci & 2 racines réelles /—c et —/—c lorsque ¢ < 0, une racine
double égale a 0 lorsque ¢ = 0, et aucune lorsque ¢ > 0.

En fait, dans la pratique, on présente les calculs de la fagon suivante. On
cherche & résoudre az? + bz + ¢ = 0. Pour cela, on calcule ce que I'on appelle le
discriminant de Péquation qui est le réel A = b — 4ac. La nature des solutions
dépend alors du signe de A.

— Si A <0, I'équation n’admet pas de solutions réelles.

— Si A =0, I"équation admet une unique solution —b/2a.
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— Si A > 0, I"équation admet deux solutions réelles

Signalons pour finir que la résolution de I’équation générale du second degré
ax? + bx + ¢ = 0 (avec a non nul) est équivalente a la résolution du systeme :

r+y=-b/a
x-y =cla
En effet, si 21 et 29 sont solutions de ax? + bx + ¢ = 0, alors le polynome

aX? + bX + ¢ se factorise par X — z1 et X — 29, c’est-a-dire que I'on a :

aX? +bX +c=a(X —z1) (X —z2)



Développant le membre de droite, on obtient par identification des coefficients :
x1+x2=—-b/a et xi13=c/a

et donc le couple (x1,x2) est solution du systéme. Inversement, si le couple
(21, x2) est solution du systeme alors 9 = —b/a — x1, donc en remplacant dans
la seconde équation :

z1(=b/a —x1) =c/a

soit az?+bry+c=0

Autrement dit, 21 est alors racine de I’équation az?+bx+c = 0. Il en va bien siir
de méme pour xs... Inversement, ceci sert a résoudre les systeme de la forme :
r+y=S
z-y =P
Une solution de ce systeme, si elle existe, est en effet nécessairement formée
d’un couple de racines de ’équation 22 — Sz + P = 0.

2 Le troisieme degré : méthode de Cardan

L’équation & résoudre ici est ax® +bx? + cx +d = 0. Comme précédemment,
on va supposer a # 0, car sinon ’équation serait en fait de degré 2 et releverait
de ce qui précede.

Quitte a diviser par a puis a poser ' = x + b/3, on peut supposer que
a =1 et que b = 0. On se ramene en effet & une équation en z’ sans terme de
degré 2. Et, bien siir, la détermination de ' permet de déterminer z également
(x =2'—b/3).

Ainsi, équation qu’il nous faut résoudre devient z3 + cx +d = 0, ce qui est
quand méme a priori plus simple. L’idée pour ce faire est de chercher z sous la
forme d’une somme p + ¢, en espérant que ceci donne suffisamment de liberté
pour pouvoir imposer au moins une autre condition sur p et ¢, et obtenir ainsi
un probleme plus simple. En substituant p + g a z, I’équation devient :

(p+q)?+clp+q +d=0

soit P+ ++q) Bpg+c)+d=0

La condition supplémentaire que I'on aimerait imposer sur p et ¢ est alors
3pq+c = 0, pour éliminer le terme du milieu. On obtient ainsi le systeme suivant
dont une solution va nous donner une solution de notre équation de départ.

3pg = —c
PP +q’ =—d
Ce systeme ressemble assez fortement au systéme somme/produit. Elevant

la premiére équation au cube (ce qui ne change rien a l’ensemble des solution,
la fonction cube étant une bijection de R dans R), on obtient le systeme :

PP = —3)21
PP +q’=—d



3
—c
p> et ¢ sont donc racines de 1’équation du second degré X2 + dX + ETa 0,
4¢3
de distriminant d? + 57 Lorsque celui-ci est positif, on obtient alors p3 et ¢?,

dans le désordre, comme les nombres :

4¢3
42+ 2=
+ 27
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D’oll une racine = p 4+ ¢ du polynéme z3 + cx + d, & savoir :

o _d_ Jd2 &8 ) 4 J& S
2 VaTar 2" Va Ty

N.B. On peut montrer que si % + g—; > 0, alors la solution que l'on a trouvé
précédemment est en fait 'unique solution de 1’équation. Il suffit pour cela
d’étudier la fonction f définie par f (z) = 23 +cz+d. Dans le cas ou %—Fg—i =0,
I’étude de la fonction montre qu’il y a en fait deux solutions, celle donnée par la

méthode précédente qui est —2 {’/g et une autre racine, double, qui est {’/g . (Ces
deux solutions n’en sont en fait qu'une dans le cas treés particulier ou ¢ = d = 0).

Le dernier cas, lorsque % + g—; < 0 est beaucoup plus frustrant. On peut
montrer, toujours en étudiant la fonction f, qu’il y a trois solutions réelles, mais
la méthode précédente n’en fournit aucune. En fait, ce que 'on aimerait faire,
c’est donner un sens aux racines carrées de nombres négatifs. Ceci se résout
par I'introduction des nombres complexes qui ont d’ailleurs été développés a
Iorigine précisément pour résoudre ce genre d’équations.

EXEMPLE : La méthode décrite est impuissante face & ’équation 23 —2x+1 =0
sans l'aide des complexes : si l’'on pose x = p + ¢, on se ramene a I’équation :

P+E+p+a)Bpg—2)+1=0

. N - R =2
La méthode consiste a chercher p et ¢ vérifiant le systeme { ]?;g q+ F=—1
8
Donc p? et ¢® sont solutions de Y = 27
z+y=-1

8
On cherche donc p? et ¢* comme racines du polynéme X2 + X + o7 Mais ce
dernier polynéme a pour discriminant —5/27 < 0, donc pas de racines réelles.

i Sl ) VA

On vérifie pourtant que 1, 5 e 5 sont trois solutions de

I’équation 22 — 2z +1 = 0. (Ce sont les seules puisque le polynome est de degré
3). Si 'on s’autorise les complexes, on obtient p3 et ¢% sous la forme :
1 ¢ /5 " 1 n i /5
e e
2 6V3 2 6V3

Mais cette fois (dans C), nos deux nombres ont 3 racines cubiques chacun.
Soit au total 9 possibilités pour = p + ¢, qui ne peuvent toutes étre racine
du polynome de degré 3. Ceci s’explique par le fait qu’élever au cube ’équation



3pq = 2 est légitime dans R, mais dans C on perd de I'information. Il s’agit de
trouver un couple de racines cubiques de nos deux nombres dont le produit vaut

2
3 Pour un tel couple, on aura une racine du polynoéme de degré 3.

N.B. On est ramené au probleme de 'extraction d’une racine cubique dans
C. Celui-ci est en général équivalent a la résolution d’un polynéme de degré 3,
puisqu’il s’agit de déterminer cosz/3 connaissant cosz. (En pratique, si l'on
cherche la rascine cubique du complexe sous forme algébrique, on retombe assez
rapidement sur I’équation de départ.)

Enfin, il n’y a pas de méthode plus simple, c’est-a-dire qui ne demanderait
que de savoir résoudre des problemes de degré 2. Sinon, on saurait trisecter un
angle quelconque a la regle et au compas. . .

3 Le quatrieme degré : méthode de Ferrari

L’équation & résoudre ici est ax+bx3+cx? +dr+e = 0 et comme d’habitude
on va supposer que a # 0. Comme précédemment, quitte a diviser par a puis

a faire un changement de variable 2’ = x + T on peut supposer que a = 1 et
b=0.

L’équation & résoudre devient alors z* + cx? +dr +e = 0. Si d = 0, c’est
en réalité une équation « bicarrée ». Le changement de variable X = 22 permet
alors de se ramener a une équation de degré 2, on sait donc résoudre. ..

Sinon (d # 0), on introduit un parametre ¢ (que l'on va choisir judicieuse-
ment par la suite) et 'on réécrit I’équation sous la forme suivante :

(@ +1)° = [2t —)a® —da+ (> —€)] =0

L’idée sous-jacente est d’essayer de faire en sorte que la partie entre cro-
chets de ’expression précédente puisse s’écrire comme un carré, car dans ce cas,
on saurait factoriser notre expression et ’on n’aurait plus qu’a résoudre deux
équations de degré 2, ce que 'on sait déja faire.

Si ¢ est tel que 4 (2t — ¢) (t* — e) = d* (discriminant nul), alors on a :

d 2
A —c)z?—de+ (2 —e) =2t —c —
@2t )a? ~dat (P =) = (2t =) (- 305 )
Pour conclure, il suffit de voir que trouver un nombre ¢ vérifiant la relation
4(2t —c) (t2 — e) = d? est un probleme de degré 3. On peut toujours trouver un
réel qui marche (par la méthode de Cardan, quitte a passer par les complexes. . .).

4 Et apres ...

De telles méthodes générales n’existent plus pour les degrés supérieurs a
5... Abel a en effet montré, au XIX®™¢ siecle, que la résolution par radi-
caux de l’équation du cinquieme degré était impossible dans le cas général.
Indépendamment, Galois a généralisé cette démonstration a tous les degrés
n > 5 (voir par exemple [3]). On est souvent réduit a chercher une racine



« au hasard » pour pouvoir se ramener a une équation de degré inférieur. Dans
quelques cas tres particuliers, il existe des méthodes efficaces. Par exemple,
lorsque I’équation n’a que des termes de degré pair (généralisation des équations
bicarrées), un changement de variable X = 22 permet de diviser par 2 le degré
de I’équation a traiter.

Les équations réciproques : Signalons enfin un cas particulier, celui des
équations réciproques, c’est-a-dire les équations de la forme apa™ + ...+ a9 =0
ou n est pair et a, = ag # 0, ap—1 = a1, ap_2 = ag, etc.

Ici, le fait de diviser par z™/2
constant est non nul (a9 = a,, # 0), on sait que 0 n’est pas solution.

On pose ensuite X = = + % La structure de I’équation de départ permet de
prouver que X vérifie une certaine équation algébrique de degré plus petit, n/2
plus précisément.

Le résultat est clair pour n = 2 : I’équation de départ est de la forme
ax? 4+ br + a = 0, on se rameéne donc & 'expression ax + b+ a/z = aX + b.

Supposons le résultat établi jusqu’au rang n (n pair). Soit une équation
réciproque de degré n + 2. Apres division par /211, on a une expression du
type :

ne change pas les solutions : comme le terme

n/2+1
bo+ Y bi(a' +1/2') (1)
k=1
n/2+1

/

Or, par la formule du binéme, on a (z+1/z)"/?t1 = 3 Cfb/%rla:k(1/%‘)”/2*1*’1C
k=0

Et, comme on a la relation CZZE% = C]:z/2+1’ on obtient (x + 1/1:)”/”rl
n/2+1 ) )
sous la forme d’une somme co+ ) c¢;(z'+1/2%), avec ¢, /o4 = 1. Cela signifie
k=1
que l'on a une relation du type :

n/2
(J:n/2+1 + l/xn/QJrl) _ Xn/2+1 — o+ Zcz(xl + l/xz)
k=1

Dans 'expression (1), ceci nous donne :

n/2+1 n/2

bot+ S bilw ) = by X P4 (b —bnjas1c0)+ Y (bi—bnyzyrci)(x +7)
k=1 =1

n/2 ) )

Or, par hypothese de récurrence, 'expression ) (b; — by 241¢i) (2" + 1/2°)
k=1

s’écrit comme un polyndéme en X de degré au plus n/2. On a donc obtenu

lexpression (1) comme un polynoéme en X, de degré n/2 + 1, et le résultat
annoncé est établi par récurrence.

EXEMPLE : Par le changement de variable X = x 4+ 1/z, on se rameéne ainsi de
I'équation de degré 6 : 26 — 22° + 32% — 323 + 322 — 2z + 1 = 0 a I’équation
de degré 3 : X3 — 2X2 41 = 0. Il ne reste plus qu’a appliquer la méthode de
Cardan, puis a résoudre des équations du type = + 1/z = ¢, de degré 2 donc.



Annexe : historique

Antiquité : La notion moderne d’équation n’émerge qu’assez tardivement, et
ce que 'on appelle « algebre » dans 'antiquité correspond le plus souvent a la
résolution de problemes numériques concrets visant a déterminer une certaine
quantité, qui dépend algébriquement des données.

A cet égard, les mathématiciens Mésopotamiens furent particulierement
avancés. Les Babyloniens, par exemple, sans pour autant dégager de formule
générale, disposent de méthodes systématiques de résolution des problemes de
degré 1 ou 2, dont certaines mettent en jeu des systemes, linéaires ou non. Dans
quelques cas particuliers, ils résolvent méme des problemes de degré 3 ou 4.

Par comparaison, l'algebre égyptienne de la méme époque (début du II¢
millénaire avant notre ére) peut paraitre assez rudimentaire. Pénalisés par un
systéme de numération inadapté et des notations lourdes (pour les fractions par
exemple), les Egyptiens résolvent au cas par cas des probléemes du premier degré
uniquement, et ce par des méthodes qui nous sembleraient aujourd’hui bien peu
rigoureuses.

Les Grecs eux-mémes, a cause peut-étre de la fameuse crise des irration-
nels, se méfient un peu de l'algebre et 'ont peu fait progresser. Ni les Py-
thagoriciens (plus préoccupés des entiers), ni les successeurs d’Euclide (qui se
consacrent avant tout a la géométrie) ne s’y sont beaucoup intéressés. Le dixieme
livre des Eléments constitue néanmoins le fondement de nombreuses recherches
algébriques du Moyen-age.

Exception éclatante : Diophante d’Alexandrie, mathématicien du III¢ siecle
apres J.C., dont les Arithmétiques constituent peut-étre le premier traité qu’on
peut qualifier d’« algebre classique ». Il y introduit en effet la notion d’équation
algébrique, c’est-a-dire la relation entre les puissances successives d’un nombre
inconnu (arithmos) qu’il s’agit de déterminer par des transformations succes-
sives de la relation. Sa démarche déductive est certes en recul par rapport a la
démarche axiomatique d’Euclide, mais il se permet notamment de considérer les
fractions et les irrationnels comme des nombres a part entiere, ce qui renforce
la généralité de ses méthodes.

Du IV¢® au XIV® siecle : S’inspirant peut-étre de la numération chinoise,
les Indiens inventent un systeme décimal de position comportant le zéro et les
relatifs négatifs des le IV€ ou le V¢ siecle apres J.C., ce qui permet des notations
algébriques bien plus élégantes.

Ainsi, au VII® siecle, le mathématicien Brahmagupta, dans son traité Brah-
masphutasiddhanta, énonce-t-il des regles générales de transformation des ex-
pressions algébriques qui contiennent éventuellement des quantités négatives ou
nulles, et donne explicitement la solution de I’équation générale de degré 2. Au
VIII® siecle, Bhaskara généralise ces méthodes, qu’il étend a des équations par-
ticulieres de degré supérieur a 2. Il tient compte, en outre, de la seconde racine
des équations de degré 2.

L’algebre arabe fait en quelque sorte la synthese des mathématiques grecques
et indiennes, et constitue le sujet de prédilection des mathématiciens arabes. Au
IX€ siecle, al-Khwarizmi remarque que la transformation des équations constitue
une théorie a part entiere, dont il écrit les principes dans le Kitab al-jabr wa-I-



mugqabala, dont I'algebre tire son nom. Il reprend les méthodes de Diophante et
la numération indienne, qu’il contribue a populariser. Néanmoins, il est encore
gené par les nombres négatifs, ce qui n’est pas le cas de son principal successeur,
Abu Kamil.

Forts des progres de 'algebre arabe vers ’abstraction, al-Karaji a la fin
du X¢ et al-Samaw’al au XII¢ siecle développent une puissante arithmétique
des polynomes et des fractions rationnelles : multiplication, division, et méme
extraction des racines et une sorte de développement limité en O <xln> . Des le
XI¢ siecle, ’équation cubique suscite par ailleurs un vif intérét. Le Persan Umar
al-Khayyam donne notamment de nombreux éléments d’une étude géométrique,
voire en des termes modernes « analytique » du probleme.

Les travaux de Léonard de Pise (le célebre Fibonacci) au début du XIII®
siecle diffusent en Europe le savoir algébrique arabe. Son Liber Abaci constitue
la source principale des nombreuses recherches de ses successeurs. De plus, il pro-
pose avec I'empereur Frédéric 11 des sortes de « défis scientifiques », sous forme
de problemes réunis dans le Liber Quadratorum et comprenant la résolution de
plusieures équations de degré 3.

La renaissance : Pendant la renaissance, les mathématiques et plus par-
ticulierement l’algebre se développent rapidement en Italie, sur la base d’un
héritage gréco-arabe. Les premiers progres s’effectuent sur le terrain du sym-
bolisme, de plus en plus concis et suggestif. Nicolas Chuquet et Luca Pacioli
présentent sous une forme concise les résultats alors classiques sur les équations
algébriques. Jusqu’au XVII¢ siécle, beaucoup s’attachent & perfectionner le sym-
bolisme, qui atteint & peu pres sa forme actuelle avec Descartes. . .

Mais le grand apport des mathématiciens italiens a I’algebre est la résolution
par radicaux des équations de degré 3 et 4. A la toute fin du XV® siecle, Scipione
dal Ferro parvient a I’expression par radicaux des racines de I’équation cubique
sans terme en 22 (ce qui est équivalent & la résolution compléte, mais il sem-
blerait qu’il ne le savait pas). Quoi qu’il en soit, dans une tradition médiévale
un peu surrannée, il choisit de garder sa découverte secrete. Il la confie a sa
mort a son gendre Annibale della Nave et a son éleve Antonio Maria Fior,
qui la gardent secrete. En 1535, Tartaglia, établi & Venise comme professeur
de mathématiques, propose une méthode de résolution des équations cubiques
sans terme en x, mais Fior lui en conteste la priorité. Ce genre de querelles se
réglaient souvent par des défis : Fior met Tartaglia au défi de résoudre I’équation
sans terme en 2, et celui-ci y parvient également, assurant sa victoire.

Quelques années plus tard, un médecin et mathématicien milanais du nom
de Cardan vient trouver Tartaglia pour obtenir 'autorisation de publier ses
formules dans la grande somme mathématique qu’il prépare, I’Ars Magna. Tar-
taglia refuse que ses formules soient publiées, mais consent a exposer a Cardan
sa méthode devant l'insistance de celui-ci, ce avec la promesse qu’elle ne sera
pas publiée. Pendant quelques années, Cardan tient parole... Jusqu’au jour ou
Annibale della Nave fait connaitre la méthode de son défunt beau-pere. Cardan
se sent alors délié de son serment, et c’est ainsi qu’apparaissent les fameuses
« formules de Cardan » dans I’Ars Magna (1545), ce qui provoque violente que-
relle avec Tartaglia, querelle qui ne prend fin que trois ans plus tard. Dans ce



traité, on trouve également la solution de I’équation générale de degré 4 que
l'on peut attribuer avec certitude a ’éleve de Cardan, Ferrari (auquel on pense
en fait devoir un grand nombre des résultats publiés par Cardan). ..

Une particularité de la méthode de Tartaglia est de faire intervenir, au cours
des calculs, des racines carrées de nombres négatifs, ce qu’il avait d’ailleurs du
mal & prendre en considération. Le premier a avoir véritablement admis les
complexes en tant que nombres, plutot qu’artifices calculatoires, est Bombelli. 11
présente les regles générales de calcul sur les complexes et tous les progres récents
de l'algebre peu avant sa mort, dans Algebra, parta maggiore dell’arithmetica
(1572).

Vers ’algébre moderne : Apres le XVI€ siecle, les mathématiciens semblent
se désintéresser de I’algebre au profit de la géométrie et de la toute jeune analyse.

Les diverses tentatives de résolution de 1’équation de degré 5 sont infruc-
tueuses, de méme que les essais de démonstration de la « conjecture » de Gi-
rard, selon laquelle toute équation algébrique de degré n admet exactement n
racines distinctes ou confondues. Etrangement, le rigoureux Descartes semble
avoir considéré ce résultat comme évident.

En tous les cas, 'algeébre pure fait peu de progres jusqu’a la seconde moitié
du XVIII® siecle, a 'exception des recherches liées a I'analyse, sur ’approxima-
tion des racines notamment (Rolle, Newton). Le tournant majeur se situe aux
alentour de 1770, lorsque Lagrange et Vandermonde entament des recherches
sur la théorie des Substitutions.

Lagrange saisit, en particulier, I'importance de la notion de permutations sur
la famille des racines d’une équation algébrique, et développe avec Waring 1’idée
selon laquelle, si la conjecture de Girard est vraie, alors les coefficients d’une
équation algébrique sont au signe pres les fonctions symétriques élémentaires
de ses racines (Viete puis Girard avait remarqué ce résultat longtemps aupa-
ravant, mais seulement dans quelques cas particuliers). Ce résultat lui permet
de présenter une méthode élégante de résolution des équations de degré 3 et
4. Vandermonde étudie les fonctions invariantes par permutations circulaires,
et en déduit les solutions par radicaux de certaines équations particulieres (au
groupe de Galois cyclique), telle I'équation z'! — 1 = 0.

Une nouvelle étape est franchie avec la premiere démonstration rigoureuse de
la conjecture de Girard, publiée par Gauss en 1799. D’Alembert s’y était essayé
avant lui, mais sa démonstration était incomplete. Gauss percgoit par ailleurs
I'importance du groupement des opérations (selon I'expression de Galois) et dans
ses recherches sur les formes quadratiques et sur 'arithmétique modulaire se
dégagent déja les concepts qui fondent I’algebre moderne. Il développe également
les idées de Vandermonde, et montre notamment que le polygone régulier a 17
cOtés est constructible a la regle et au compas.

Ruffini, appliqué a 1’étude de la théorie des substitutions, effectue des re-
cherches sur les valeurs prises par une fonction de cinq variables par toutes les
permutations de ces variables. Il parvient a des résultats, généralisés par Cau-
chy, qui 'ameénent a conclure en 1813 a 'impossibilité de résoudre par radicaux
I’équation de degré 5.

Ses arguments ne suffisent pas pour une démonstration rigoureuse, cepen-
dant Abel apporte rapidement des arguments plus probants sur ce point, et



parvient aux alentours de 1826 a I'impossibilité de la résolution par radicaux de
I’équation générale de degré premier supérieur ou égal a 5.

Son raisonnement présente encore des difficultés, il maitrise mal ses propres
méthodes, qui ne se formalisent correctement que dans le cadre de la théorie des
corps (laquelle n’émergera que bien plus tard). Galois est le premier a adopter
une méthode tres générale, en introduisant la notion de groupe d’une équation
(lensemble des permutations des racines conservant les relations algébriques
entre celles-ci). Dans des mémoires successifs rédigés de 1830 a 1832, il dégage
le critere général de résolubilité par radicaux d’une équation algébrique. Ainsi
Galois clot-il définitivement la question essentielle de ’algebre classique, tout
en posant, plus encore que Gauss, les jalons de ’algebre moderne.
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