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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Vocabulaire et principe de base

1.1 Vocabulaire
Définition 1.
Soit T un intervalle de R, n € N*.
1. On note D"(I,R) I'ensemble des fonctions n fois dérivables de I dans R.
2. On note ¥"(I,R) I'ensemble des fonctions de I dans R n fois dérivables, de dérivée n-ieme
continue.
Définition 2.

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

Vx €1, y(”)(x) + ni: ak(x)y(k)(x) = b(x),
k=0

I est un intervalle de R,

e ncN,

y est la fonction inconnue (dérivable n fois),

(ao, ..., an) sont des fonctions continues de I dans R appelées coefficients de I'équation

différentielle linéaire,
e b est une fonction continue de I dans K appelé second membre de I'équation différentielle.
Si a, n'est pas la fonction nulle, on dit que I'équation différentielle est d'ordre n.
Si b est la fonction constante égale a 0, on dit que I'équation est homogene.
Définition 3.
Résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre n, c'est trouver I'ensemble des fonctions de

D"(I,R) solutions de I'équation.

Remarque.

Trés souvent, on ne notera pas la variable réelle de la fonction inconnue. Par exemple

17
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« Résoudre I'équation différentielle y” + xy' — 2e*y = 2sin(x) »
est & comprendre comme

Résoudre I'équation différentielle :
Vx € R, y'(x) + xy'(x) — 26" y(x) = 2sin(x)

d’inconnue y € D*(R, R).

Exo 1.

Montrer que toute fonction solution d'une équation différentielle d'ordre n est indéfiniment dérivable.

Exemple 1.1.
1. L'équation ¥y’ = y est une équation différentielle linéaire d'ordre 1, de solution x — e*.
2. L’équation
y" +In(x)y’ —sin(x)y = ch(x)
est une équation différentielle linéaire d'ordre 2, de second membre ch(x).
3. "+ Asin(8) = 0 n'est pas une équation différentielle linéaire car sin n'est pas linéaire.

4. 1—x2y’—y =1, a résoudre dans | — 1, 1[, n’est pas a proprement parler une équation différentielle

linéaire. En revanche,
, 1 1

7\/1—x2y: V1—x2

y

en est une.

Méthode 1.

Pour résoudre une équation différentielle du type

M+ 2, 1)y 4+ ag(x)y = b(x),

on commence par diviser par a,(x) : I'équation ne peut donc étre résolue que sur un intervalle

sur lequel (&g, ..., a,) sont définies et a, ne s’annule pas.

Remarque.
Attention, on résoudra toujours une équation différentielle sur un intervalle.

En exemple : ' = 0 a comme solution une constante si on la résout sur un intervalle uniquement.
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1.2 Principes fondamentaux
Propriété 1.
Soient f et g deux fonctions de D"(I, K). Alors pour tous X et w dans K,

(A + ug)™ = AFO) 4 g™

1.2.1 Linearité

Propriété 2.
Soit (E) une EDL (Equation différentielle linéaire) homogéne.
Soient f et g deux solutions de (E), X et i dans K.

Alors A\f 4 pg est solution de E.

» Démonstration.

n—1
(E) s’écrit sous la forme y(" + Z ay®™ =0, avec n € N*, (ao, ..., ap—1) des fonctions de I dans
k=0
K, I intervalle de R.
Alors
n—1 n—1 n—1
OF +59) + 3" acAF +pg)® = A 4 ug™ + 37 a0 + 37 aug®
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
=2 (f(”) +Y° akf(k)> +u (g(”) +) akg(k)>
k=0 k=0
=0+0=0.
D'ol la proposition. QED «
1.2.2 Forme des solutions
Propriété 3.
Soit (E) une EDL,
n—1
v+ ay® = b, (E)
k=0
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oll a, ..., an—1,b: 1 — K. Soit (Ep) I'équation homogehe associée a (E) :
n—1
k
y(”)+zaky( ) =0, (Ep)
k=0

Soit S;, I'ensemble des solutions de (Ep). Alors si fy est une solution particuliere de (E), I'en-

semble des solutions de (E) est

{fo+9 ge€Sn}

Remarque.

Retenir la formule que vous utiliserez en physique :

solution générale

solution particuliere
+

solution générale de I'équation homogene

1.2.3 Principe de superposition

Propriété 4.

Soient f une solution de I'équation différentielle

n—1

_)/(n) + Zaky(k) = b,
k=0

et g une solution de I'équation différentielle
n—1
Y0+ ay® = b
k=0
Alors f + g est solution de I'équation différentielle
n—1

Y9+ S ay® = b,
k=0
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1.3 Probléme de Cauchy
Définition 4.
Un probléme de Cauchy associé a une équation différentielle
n—1
Y+ a0 =

k=0

est un systéme de la forme

n—1
Y0+ 3 a0 = b,
k=0

y(x0) = Yo

y/(Xo) =»

Yy (x0) = Yo

ouxgelet (yo,..., y¥n—1) € K" sont les conditions initiales du probleme de Cauchy.

Théroéme 5.

Tout probléme de Cauchy associé a une EDL admet une unique solution.

Exemple 1.2.
1. La chute libre 2" = —g, z(ty) = z0 et Z'(to) = vo.

2. Certains problémes de physique ne sont pas des problémes de Cauchy.
Exemple. Déterminer la trajectoire d'un projectile que I'on lance depuis la position initiale (xo, yo) et

qui arrive a la position finale (x1, y1).
2 Equations différentielles du premier ordre
On veut résoudre sur un intervalle T
y'+a(x)y = b(x),

ou a et b sont des fonctions continues de I dans K.
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Propriété 6 (Rappel).
Si f € €41, K), si xo €1, alors
X
X / f(t)dt
X0

est I'unique primitive de f s’annulant en xg. Ainsi,

Vx €1, f(x)="f(x)+ /X f'(t)dt.

X0

2.1 Le cas homogéne

Propriété 7.

Soit a € K. Alors I'ensemble des solutions définies sur R a valeurs dans K de y' + ay = 0 est

{x = Xe ™, A eK}

Si on note fy 1 x — e~ alors I'ensemble de ces solutions est noté

Vect(fy).
Remarque.
1. Attention au signe —.
2. Pour o = —1, on retrouve y' =y, qui sert, en terminale, a définir la fonction exponentielle.

» Démonstration.
Soit S I'ensemble des solutions de y’ + ay = 0.
Soit T I'ensemble Vect(fy).
e Montrons que 7 C S.
Soit f € E. Alors on dispose de X € K tel que f : x — \e™ X,
Alors f est dérivable et, si x € R, f'(x) + af(x) = —aXe”* + aXe™®* = 0.

D’ou I'inclusion directe.

e Montrons que S C 7.
Soit f € S.

: f(x)
Posons g : x — i f(x)e*.
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Alors g est dérivable et pour tout x dans R,
g (x) = F(x)e™ + af (x)e™ = e (f'(x) + af(x)) =0, car f € S.
Donc g est constante sur R : on dispose de A € K tel que
Vx €R, g(x) =X, i.e. Vx € R, f(x) =Xe” .

Donc f €T.

D'ou I'inclusion réciproque et I'égalité ! QED «

Propriété 8.
Soit I un intervalle de R, a une fonction de I dans K continue. L'ensemble des solutions de
I"équation différentielle

y' +a(x)y =0

est

{x = xeA0 X €K},

oll A est une primitive de a. Si xg € I, cet ensemble est

{X — e o aAtdt ¢ K} .

Définition 5.
On note I'ensemble précédent Vect(e™).

On dit que I'ensemble des solutions a une structure de droite vectorielle.

Remarque.
Ceci signifie que toutes les solutions d'une équation différentielle homogéne du premier ordre sont propor-

tionnelles !

» Démonstration.

Soit A une primitive de a, S I'ensemble des solutions de I'équation, 7 I'ensemble Vect(e ™).

e Montrons que 7 C S. Soit f € 7. On dispose de A € K tel que f = Xe ™. Alors, si x €1,

f'+af =xe A (—A)+axe™ = —axe ™ +are ™ =0,

]
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d'ou I'inclusion.

. . f .
e Réciproquement, soit f € S, notons g = ey = e”f. Alors g est dérivable et

g = A’ + e = ae''f + ef = (' + af) = 0,

donc comme g est de dérivée nulle sur I'intervalle I, g est constante, donc on dispose de A € K

telque g= X\, ie. f=Xxe? ie feT.

QED «

Exemple 2.1.

Donner I'ensemble des solutions réeles de
e y' +tan(x)y =0,

o (1-xX°)y +xy=0.

Propriété 9.
Soit T unintervalle de R, xg €I, yp € K, a: B — K, continue. L'unique solution du probléme de
Cauchy
y' +ax)y=0
y(x0) = yo
est x — yoeff:o a(tyde,

» Démonstration.

X a(t)dt

. X
Existence. Posons f : x yoefon . Alos si on note ¢ : x — / a(t)dt, @ est I'unique
Xo

primitive de a s'annulant en xg. Donc, pour tout x dans I,

F(x) + a(x)f(x) = yoe ?%) x (—¢/(x)) + a(x)f(x) = 0

et £(xp) = yoe o 20" =

yoe*O = yp, d'ou I'existence.

Unicité. Soit f une solution. Comme @ est une primitive de a, on dispose de A € K tel que f = Ae™%.
Or, f(xo) = yo, donc e P00) =

Or, ©v(xp) = 0, donc A = yp,

donc f = yge™%, d’ol I'unicité! QED «
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Méthode 2.

Si I'on veut résoudre
y' +tan(x)y =0

()=

1. Solution générale : on remarque que —Inocos est une primitive de tan sur I, donc I'en-

semble des solutions de I'équation est
{x — Aelneost)) -y ¢ R} = {x+— Acos, X\ €R}.

2. On résout le probléeme de Cauchy.
Soit f une solution du probléme. On sait que I'on dispose de A € R tel que f = X cos.

2
Or, f (%) = 3v/2, donc Ag = 3v/2. Donc A = 6, donc f = 6 cos.

Donc, par existence et unicité des solutions du probléme de Cauchy, la solution est f = 6 cos.

2.2 Equations du premier ordre avec second membre

On cherche désormais a résoudre une équation différentielle du premier ordre, mais avec un second
membre.

Par le théoreme de structure, on sait que I'ensemble des solutions est de la forme
fo + Sh.

ol fy est une solution particuliére de I'équation et S, est I'ensemble des solutions de I'équation
homogeéne.

Notre but est donc de déterminer une solution particuliére de I'équation avec second membre.
Idée principale. De méme que, pour déterminer les solutions de I'équation homogéne, on prenait
une fonction solution et on montrait que e—LA était constante, si f est solution de |'équation avec
second membre, on peut essayer de considérer g = gLA ou bien d'écrire f(x) = g(x)e A%,

On a ainsi procédé en remplacant le X de e AX) par une fonction g(x) : on a fait varier la constante.

Propriété 10 (Variation de la constante).
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Soit I un intervalle de R, a et b continues de I dans K, (E) I'équation
y' +ay =b.
Alors si A est une primitive de a, si g est une primitive de x — eA(X)b(x), la fonction

x = g(x)e AX

est une solution particuliére de E sur I.

» Démonstration.
C'est presque la méthode de la démonstration qui est plus utile que la proposition.
Soit f une fonction dérivable de I dans K, g : x — f(x)e*®). Alors f : x — g(x)e ™ et, pour

tout x dans I,

F1(x) + af (x) = g (x)e ™) + g(x)(=A'(x))e ™) + ag(x)e ™)

= g'(x)e "™ — a(x)g(x)e ) + ag(x)e )

= g'(x)e ™.

Donc on a les équivalences suivantes

f est solution de I'équation < f'(x) + af (x) = b(x)Vx €1,
& g (x)e ™ = p(x)vx €1,
& ¢'(x) = b(x)e"Pvx e,

& g est une primitive de x — %) p(x).
D'ou le résultat désiré! QED «

Méthode 3.

_ _ L T .
[l faut toujours refaire la méthode ! Ainsi, si I'on veut résoudre sur } —5 E{ I’équation

y' +tan(x)y = sin(x),

10/227
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alors

1. On résout I'équation homogeéne : comme une primitive de tan est x — —In(cos(x)), donc

I'ensemble des solutions de I'équation homogéne est

{x = Acos(x), A € K}.

f(x)

cos(x)’

2. On résout I'équation avec second membre. Soit f € Dl(I,K), g X — Ainsi,
f:x+— g(x)cos(x).

Alors on a les équivalences suivantes

f est solution de I'équation < f'(x) + tan(x)f(x) = sin(x)
& ¢'(x) cos(x) — g(x) sin(x) + tan(x)g(x) cos(x) = sin(x)
< ¢'(x) cos(x) = sin(x)

& d'(x) = tan(x).

Or, une primitive de tan est x — — In(cos(x)), donc une solution particuliére de I'équation

est

x — —In(cos(x)) cos(x).

3. Ainsi, I'ensemble des solutions de |'équation différentielle est

{x = —In(cos(x)) cos(x) + Acos(x), X € K}.

Notation.

On note alors I'ensemble des solutions sous la forme
—A
fo + Vect(e ),

avec fy une solution particuliére de I'équation.
On dit que I'ensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire non homogéne du premier ordre a
une structure de droite affine (droite car il y a un seul élément dans le Vect, et affine car elle ne passe pas

nécessairement par 0).

Exo 2.

Résoudre les équations suivantes :

11/27]
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1. V1—x2 +y=-1,

2.y + ey =e* y(0) =1

Propriété 11 (Existence et unicité de la solution d'un probléme de Cauchy).

Soit T un intervalle de R, a et b continues de I dans K, xp € I, yy € K, et le probléme de Cauchy

y +ay=»>b

y(x0) = Yo

Alors ce probléme admet une unique solution f, donnée par

X, :
Vx el, f(x) = / el a(s)dsb(t)dt +y0e7on a(t)dt

X0

» Démonstration.

La encore, c'est la preuve qui m'intéresse le plus, la formule n'est clairement pas a connaitre par
coeur !
X
Résolvons déja I'équation ¥y’ + ay = b. Notons ¢ : x — / a(t)dt, I'unique primitive de a qui
X0
s'annule en xg.

1. Equation homogeéne. L'ensemble des solutions de I'équation homogéne est
{x = xe™?™ XeK}.

2. Recherche d’une solution particuliére. On cherche une solution particuliére de la forme
f x> g(x)e™™ oii g est dérivable sur I. Alors on sait que f est solution de I'équation si,

et seulement si

d(x) = e?®p(x).
X
Ainsi, si g : x — / e?p(t)dt, x — g(x)e™?™) est solution particuliére de I'équation
X0

Donc I'ensemble des solutions de y’ + ay = b est

X
{x — e—W)/ e?Wp(t)dt + Xe ™), X e K} .
X

0

Déterminons I'existence et I'unicité de la solution au probléeme de Cauchy par analyse-synthése.

12/27]
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e Analyse. Soit f une solution du probléme de Cauchy. Alors on dispose de A\ dans K tel que

X
Vx el f(x)=e? / #Op(t)dt + Ae ).

X0

X
Or, f(xg) = ¥, donc, comme p(xg) =0 et / e?Op(t)dt =0,

X0

X0
e P(x0) / e‘p(t)b(t)dt + e 0 =4 ),

X0

donc A = y.

Donc

X
Vx el, f(x)=e®X / e?Op(t)dt + ype ™

X0

_ / " #0000 p( 1)t 4 ype— o)

X0

X t
soit, en écrivant p(x) = / a(t)dt, et comme @(t) — p(x) = / a(s)ds,

X0

X, y
vxel, f(x)= / el a(s)dsb(t)dt T yoe” Ie a(t)dt.

X0

e Synthése. Posons

X
Wx €T, F(x) = e ™) / PO (1) dt + yoe o)

X0
Alors

X0
— f(x0) = e*‘P(Xo)/ e?Op(t)dt + ype ?00) = .

X0
— f est dérivable et pour tout x dans I,

f'(x) = —¢'(x)e™¢X) / e?Op(t)dt + e ?X PP p(x) + —' (x)ype ™)

X0

X
= —a(x)e ™) / e?Op(t)dt + b(x) + —a(x)yoe ™),
X(

0

13/227
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donc

F(x) + a(x)f(x) = —a(x)e ™) /X e?Db(t)dt + b(x) + —a(x)yoe ?™)

X0

+ a(x)e ™ / e?Db(t)dt + a(x)yoe ™)

X0

= b(x),

donc f est solution de I'équation différentielle, et du probleme de Cauchy!

QED «

Remarque.
Remarquez que lorsqu’on a un point privilégié (en I'occurrence xo, il est naturel de prendre, comme primitive

d'une fonction h, x |—>/ h(t)dt)
X0

3 Le cas du second ordre a coefficients constants

Pour le second ordre, on ne va pas traiter n'importe quel type d'équation mais seulement celles a

coefficients constants!

3.1 Equations homogénes

Remarque Heuristique du second ordre a coefficients constants.

Soient (a, b, c) €K, a#0, et (E) I'équation
ay" +by +cy=0

Etant donné que pour une équation du premier ordre a coefficients constants, les exponentielles étaient une
bonne base de solutions, il peut paraitre naturel de chercher des solutions sous la forme d’exponentielles. Si

a € K, on se demande a quelle condition f : x — e** est solution. On calcule alors
af"(x) + bf'(x) + cf(x) = (ac® + ba + c)e™*.

Donc f est solution si et seulement si aa® 4+ ba 4+ ¢ = 0. C'est la notion-clef des propositions qui suivent.

Propriété 12 (Le cas complexe).

14/27
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Soit (a, b, ¢) € C* x C?, soit (E) I'équation différentielle
ay" + by’ +cy=0. (B)
Soit (e) I'équation caractéristique de (E) :
ar’+br+c=0, (e)

d’inconue r € C. Soit A le discriminant de I'équation, A = b* — 4ac.

1. Si A #0, (e) a deux solutions r; et r», donc I'ensemble des solutions est
{x = Xe"* + pe”*, (X p) € C*} = Vect(x — e, x — ).

2. Si A =0, (e) a une solution ry et I'ensemble des solutions de (E) est

{x = XA+ px)e™, (A p) € C*} = Vect(x — e, x = xe™).

» Démonstration.
Rappel avant la preuve. On rappelle que pour une équation du second degré ar® + br + ¢ = 0, si

A est le discriminant et § est une racine de A,

+96 o
et = T donc, en particulier

e dans le cas ol A # 0, les deux solutions sont r; =

n—+rn=—.
a

e dans le cas ol A = 0, la solution est ry = 57
a
L’idée ensuite est de procéder comme pour le premier ordre, i.e. de diviser par une exponentielle.

1. Cas ou A # 0.
f(x)

ernx :

Alors f : x —

e Analyse. Soit f une solution de I'équation (E). Notons g : x —

g(x)e™ . En particulier,

flixi= g'(x)e™ 4 g(x)re™

" x = g (x)e™ 4 2g (x)rne™ + g(x)rie™™

15/127
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Donc pour tout x dans R,

af”(x) 4+ bf'(x) + cf'(x) = ag”(x)e"™ + 2ag (x)rie™ + ag(x)rie™
+ bg' (x)e"™* + bg(x)rie™~
+ cg(x)e™*

= ag”(x)e"™ + (2an + b)g'(x)e™ +  (ar? + br, + c)
~—_————

=0 car r; est solution de (e)

= ag”(x)e™ + (2ar; + b)g'(x)e"*.

g(x)e

Donc, comme f est solution de I'équation, ag”(x) + (2an + b)g’(x) = 0, c'est-a-dire,

comme a # 0,

g"(x) + (2r1 + S) g(x)=0,

b b
ou encore, comme 2rn +—=n+n+—=n — nr,
a a

9"(x) +(n —r2)g'(x) = 0.

Donc ¢’ est solution de I'équation du premier ordre y' + (r; —r2)y = 0, donc on dispose

de a dans C tel que
Vx € R, ¢'(x) = aelr)x,

donc on dispose de B € C tel que

Vx €R, g(x) = ﬁe(ﬁ_”)x +0.

Donc

Vx € R, f(x) =e"g(x) = % enx + Be"*.
r—n

Donc f est de la forme souhaitée!

alors f est bien solution (facile a vérifier).

2. Casou A = 0.

f(x)

e Analyse. Soit f une solution de I'équation (E). Notons g : x — ——=. Alors f : x

elox :

16/127
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g(x)e™*. En particulier,

o x = g (x)e™ + g(x)rpe™

7 x = g"(x)e™ + 29 (x)rpe™ + g(x)rozerox
Donc pour tout x dans R,

af”(x) + bf'(x) + cf'(x) = ag”(x)e"™ + 2ag’(x)rpe™ + ag(x)rie™
+ bg'(x)e™* + bg(x)roe™*
+ cg(x)e™

= ag”(x)e™ + (2ary + b) g'(x)e™ + (ar02 +bro+c) g(x)e™
—— —

=0 car ro=752 =0 car ry est solution de (e)

nx

= ag”(x)e"*.

Donc, pour tout x dans R, g”(x) = 0, donc on dispose de X et de u tels que pour tout

x dans R, g(x) = A + ux. Donc,
Vx € R, f(x) = (X4 ux)e™,

donc f est de la forme souhaitée!
e Synthése. Si |'on dispose de X et de u tels que pour tout x dans R, f(x) = (A + ux)e™,

alors f est bien solution (facile a vérifier).

QED <«

Remarque.

1. On dit que I'ensemble des solutions d'une équation homogene d'ordre 2 a une structure de plan

vectoriel.

2. La notion d’équation caractéristique peut aussi « servir » pour I'ordre 1 a coefficients constants : pour
résoudre y' + ay = 0, I'équation caractéristique associée est r + a = 0, d'unique solution r = —a,

donc I'ensemble des solutions est {x — Xe™**, X € K}.

3. Attention! La notion d'équation caractéristique ne s'applique que pour des équations a coefficients
constants! Si I'on veut résoudre y” + x°y’ + sin(x)y = 0, on ne peut pas parler d’une équation

caractéristique dont les coefficients dépendraient de x.
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Exemple 3.1.
Quelques exemples :
1. Résolvons y” —2y' 4+ y = 0. L'équation caractéristique associée est rP—2r+1=0, d’unique solution

ro = 1. Donc I'ensemble des solutions de I'équation est
{x = (A4 ux)e*, (\u) eC?}.

2. Résolvons y” — 3y’ + (3 — i)y = 0. L’équation caractéristique associée est r* —3r + (3 — i) = 0, de
discriminant A =9 —4(3—1i) = =3+ 4i.
Déterminons alors les racines de A.

Soit w = a+ ib € C. Alors on a les équivalences suivantes

) _ a—b=-3
w'=-3+4i &
2ab=4
a—b=-3
©q a+b=|-3+4i=v25=5
2ab=4
a—b=-3
< 2a° =2
2ab=4
a—b=-3
&= a==1
2ab=+4

Donc, comme a et b sont de méme signe, les deux solutions sont (1 + 2/). Donc une racine de A

est 1+ 2/, donc les deux solutions de I'équation caractéristique sont

r1:73—(1+21) =1—1et I’2:73+1+2’ =2+
2 2
Donc I'ensemble des solutions de I'équation est

{x = e 4 eCHX (XN 1) € €%} = Vect(x — e x s eBTX)

Propriété 13 (Le cas réel).
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Soit (a, b, ¢) € R* x R?, soit (E) I'équation différentielle
ay" + by’ +cy=0. (B)
Soit (e) I'équation caractéristique de (E) :
ar’+br+c=0, (e)

d’inconue r € R. Soit A le discriminant de I'équation, A = b* — 4ac.

1. Si A >0, (e) a deux solutions réelles r; et r, et I'ensemble des solutions réelles est
{x = Xe"* + pe”*, (X p) € R?} = Vect(x — e, x — ).
2. Si A =0, (e) a une solution réelle ry et I'ensemble des solutions réelles de (E) est
{x = A+ px)e™, (X pu) € R?} = Vect(x — e, x — xe®).

3. Si A <0, (e) admet deux solutions complexes conjuguées, 1 = a+ iB et n =a—iB.

L'ensemble des solutions réelles de (E) est donc

{x = e**(A.sin(Bx)+B. cos(Bx)), (A, B) € R’} = Vect(x — e sin(Bx), x — e** cos(8x))

» Démonstration.

Déja, les deux premiers points se démontrent exactement comme dans le cas complexe ! Attardons-
nous sur le troisiéme point.

Soit f une solution réelle de (E) dans le cas oti A < 0. Alors, par la théorie sur le cas complexe, on

sait que I'on dispose de X\ et u deux complexes tels que
Vx €R, f(x) = XeXFTPx 4 eox—ibx,
Mais on sait que pour tout x dans R, f(x) € R, donc f(x) = f(x), donc, pour tout x dans R,

>\eax+iﬁx + Meax—iﬁx _ Xeax—iﬁx 4 Eeax-ﬂ'ﬁx
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donc, pour tout x dans R,

AePX 4 e P = Ne=Px  mePX,

(car e #£0).
Evaluons I'égalité précédente en 0. Alors A + p = X+ u, donc A + p est réel, autrement dit
Jm(A) + Jm(u) = 0.

= N m
Evaluons I'égalité précédente en B Alors

IX— i =—ix+i,

donc iX — ip = ix — i, donc ix — iw est réel, donc Re(\) — Re(u) = 0.

Finalement, u a la méme partie réelle que X\ et une partie imaginaire opposée, donc u = .

Ecrivons alors A = ¢+ id et 4 = d — id. On sait alors que pour tout x dans R,

f(x) =e* ((c+id)e® + (c—id)e "P¥)
= e (c(eP* + e PX) + id(eP* — e Fx))
= e® (2ccos(Bx) + id(2isin(Bx)))

= e* (2c cos(Bx) — 2dsin(Bx)),

donc f est de la forme souhaitée !

Nous ne ferons pas la syntheése, les vérifications sont faciles ! QED «

Exemple 3.2.

Regardons plusieurs exemples

1. Reésolvons y” — 3y’ 4+ 2y = 0. L’équation caractéristique est r> —3r +2, de solutions rp = 1 et r, = 2.

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est
{x = xe* + pe®™, (A u) € R’}

2. Résolvons y” —|—w2y =0 ol w > 0. L'équation caractéristique est r* +w = 0, de solutions %iw. Donc

|"'ensemble des solutions de I'équation différentielle est
{x > Acos(wt) + Bsin(wt), (A, B) € R’}

(ici, il n'y a pas de partie réelle)
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3. Soit (wo, Q) € (R%)? (on appelle wo pulsation propre et Q facteur de qualité). On considére I'équation

w
y“%§/+w&20

et on s'intéresse, en fonction des valeurs de Q, aux solutions de I'équation. L'équation caractéristique

est
Wo

Q

P4+ =2r+ws=0.

Le discriminant A de cette équation est

2 2
wo 2 21_4Q
A= (5) —4w0 :(UOT.

Donc

e siQ< > (cas apériodique), alors A > 0 et les deux solutions de I'équation caractéristique sont

— 2
—4 —w T (14 V1 - 4QP) —wo(1 — VI —4Q?)
rn = = et n= .

2 2Q 2Q

Comme /1 —4Q? < 1, n et rn sont strictement négatives et toute solution de I'équation est

une somme d'exponentielles décroissantes : I'ensemble des solutions est

{x = Xe™ + e, (A u) € R?}.

. 1 L. _— . ‘2 . —
e siQ = > (cas critique), alors A = 0 et I'unique solution de I'équation est rp = = —wp.

L’ensemble des solutions de I'équation est alors
{x = (A4 ux)e™, (A ) € R}

Ces solutions croissent pour x proche de 0 mais décroissent ensuite de maniére quasi-exponentielle.

e si Q@ > = (cas pseudo-périodique), alors A < 0 et les deux solutions de I'équation différentielle

2
sont
. A/ 2 _
r——_%_lw0 48 1——&—iwi‘lcy_letr——&—i—iw -1
! 2 2Q 2@ T2 T 2Q
VA4Q?2 —1 . . , .
Notons w = oni la pseudo-période. Alors I'ensemble des solutions de I'équation est

2Q

{X s e 30X (A.sin(wx) + B.cos(wx)), (A B) € |R2} .

On a une exponentielle décroissante modulée par un sinus et un cosinus. On remarque de plus
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wo , . .
que quand Q tend vers +o0o, — — 0 et w — wo, on retrouve |'oscillateur harmonique.

2Q

Propriété 14 (Existence et unicité de la solution d'un probléme de Cauchy).

Soient (a, b, c) € K3, a # 0. Soit xo € R, (vo, y1) € K2. Alors le probléme de Cauchy

ay”" + by +cy=0
y(%) = yo

Y'(x)=wn

admet une unique solution.

Exemple 3.3.
y// + 4;\/ -0

Résoudre le probléeme de Cauchy y(0)=1

y'(0) = -2

3.2 Seconds membres particuliers — résonances

L'idée est maintenant de savoir comment résoudre une équation non homogéne du second ordre.

Propriété 15 (et définition).

L'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire du second ordre non homogéne
a une structure de plan affine, c'est-a-dire qu’il existe deux fonctions f; et > solutions de
I’équation homogéne, une fonction fy solution de I'équation non homogeéne, telles que I'ensemble

des solutions de I'équation est

{fo + A+ ph, (A p) € K?} = fy + Vect(f1, f).
On utilisera aussi la proposition (admise) suivante

Propriété 16 (Existence et unicité de la solution d'un probléeme de Cauchy).

Soient (a,b,c) € K3, a# 0, g : R — K. Soit x0 € R, (yo.y1) € K. Alors le probléme de
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Cauchy
ay’ +by' +cy=g

y(x0) = Yo

y'(x0) =n

admet une unique solution.

On ne va pas considérer n'importe quel type de second membre, mais avec des seconds membres

exponentiels ou en sin / cos /sh/ch.

Exo 3.
Soita€ C, r€C, (E):y +ay =e™. Trouver une solution particuliére de (E) (on fera une discussion en
fonction de r.

L’idée derriére cet exercice va nous servir pour la suite!

Propriété 17.
Soit (a, b, c) € K3 a#0 acK XeK. Soit (E) I'équation

ay” 4+ by’ + cy = Xe™*.

Soit (e) I'équation caracteéristique de (E) : ar?> + br +c = 0.

1. si a n'est pas racine de (e), alors (E) admet une solution particuliére de la forme
X — e,

avec u € K.

2. si a est racine simple de (e) (i.e. a est racine de (e) et le discriminant de (e) est non

nul), alors on (E) admet une solution particuliére de la forme
X — uxe™,

avec u € K.

3. si o est racine double de (e) (i.e. a est racine de (e) et le discriminant de (e) est nul),
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alors on (E) admet une solution particuliere de la forme

X ux’e®,

avec u € K.

Exemple 3.4.

Résolvons
y' =2y +y =3€"

y(0) =1
y'(0) = -1
1. On résout I'équation homogene. Son équation caractéristique est r> —2r+1 =0, de racine double

1. L'ensemble des solutions de cette équation est donc
{x = (A4 ux)e*, (A p) € R}

2. Recherchons une solution particuliére de (E). Comme le second membre est de la forme Ae™, avec

a = 1, racine double de I'équation caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la forme
. 2 x
fo 1 X+ uxe.
On a alors les équivalences suivantes

fy est solution de (E) & fy — 2f) + fo = 3e”
& 2ue” + duxe” + ux’e’ — 2 x (2uxe” + ux’e®) + ux’e = 3"
& 2ue™ = 3¢e”

3

. 3 .
Donc la fonction fo : x +— Exzex est solution de (E).

3. Soit maintenant f solution du probléme de Cauchy. On dispose de (A, u) € R? tels que
3 2 _x X X
Vx € R, f(x)= 5xe + Ae” + uxe”.

Or, f(0) =1 donc A = 1.
De plus f'(0) = —1. Or,

3
f'(x) = 3xe* + §x2ex + pe’ + uxe’ + Ae*,
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donc A+ u = —1 donc u = —2. Donc par existence et unicité de la solution du probleme de Cauchy,

la solution du probleme cherché est
3 2 X
x| 5x +(1-2x))e".

Méthode 4 [Traiter des seconds membres en sin / cos /sh/ch]. 1. Pour trouver une solution
particuliere d’'une éqaution différentielle réelle avec un second membre en sin ou en cos,
par exemple

ay” + by’ + cy = Asin(ax),

on trouve une solution particuliére complexe de
ay// + by/ + C_y — >\eIOLXv

puis on prend la partie imaginaire (si c'est un sinus) ou réelle (si c’est un cosinus) de la

solution trouvée.

2. pour une équation différentielle quelconque avec sin/cos /sh/ch, on écrit ces fonctions

comme somme d'exponentielles et on utilise le principe de superposition !

Exo 4.

1. Résoudre y” — 2y' + 2y = sin(x)e”.

2. Résoudre y" — 3y + 2y = ch(x).
Remarque : on a la proposition plus générale suivante, qui pourra dans de trés rares cas vous servir !
Propriété 18.
Soient (a, b, c) € K* x K°. L'équation ay”(x) + by'(x)cy(x) = e**P(x), avec P polynéme
admet une solution de la forme x — e**Q(x) avec Q polyndme tel que

o deg(Q) = deg(P) + 2 si a est une racine double de I'équation caractéristique

e deg(Q) = deg(P) + 1 si a est une racine simple de I'équation caractéristique

e deg(Q) = deg(P) si a n'est pas racine de |'équation caractéristique
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4 Complément : une solution particuliére pour le second ordre

On désigne toujours par s et p deux scalaires de K, et par b une fonction continue de R dans K.
But : On veut trouver une fonction de D?(R, K) (une seule suffit) qui soit une solution particuliére

de I'équation différentielle d'ordre 2 a coefficients constants
x" = sx' 4+ px = b(t)

ce dans le cas ou le second membre b est particulier.

Propriété 19 (Second membre polynomial).
Si la fonction b est polynomiale non nulle, alors on peut trouver une solution particuliére poly-

nomiale de degré :
1. deg(b) +0sip#0;
2. deg(b)+1sip=0ets#0;

3. deg(b)+2sip=0ets=0.

Remarque.
Les conditions demandent respectivement que 0 soit racine de multiplicité 0, 1 et 2 de I'équation caracté-

ristique.

Exo 5.
Donner une solution de chacune des équations différentielles sur R qui suivent.
1. X" +2x —3x=t>— 1.

2. X' =X =3t -2t + 1.

Propriété 20 (Second membre exponentiel).
Si la fonction b est de la forme t — e*fA, ol a € K* et A € K*, alors on peut trouver X € K*

et une solution particuliére de la forme :
1. t—e*Xt°sia? —sa+p#0;
2.t e*Attsia? —sa+p=0et2a—s#0;

3.t e*At’sia’ —sa+p=0et2a—s=0.
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Remarque.

Les conditions demandent respectivement que a soit racine de multiplicité 0, 1 et 2 de |'équation caracté-

ristique.

Exo 6.

Donner une solution de chacune des équations différentielles sur R qui suivent.
1. X" +x' + x = 5e"/2.
2. X" —2x' —3x=e"".

3. x" —6x+9x = —¢,

Propriété 21 (Second membre circulaire, cas réel).
Si (s, p) € R? et la fonction b est de la forme t — Acos(wt) + Bsin(wt), ot w € R*
et (A, B) € R?\ {(0,0)}, alors on peut trouver (X, 1) € R? et une solution particuliére de la
forme :
o t > [hcos(wt) + wsin(wt)]t? si (s, p) # (0, w?);

o t i [Acos(wt) + wsin(wt)]t! si (s, p) = (0, w?).

Remarque.
Les conditions demandent respectivement que iw soit racine de multiplicité O et 1 de |I'équation caractéristique

(un nombre imaginaire ne pouvant pas étre racine double d'une équation du second degré a coefficients réels).

Exo 7.

Donner une solution de chacune des équations différentielles sur R qui suivent.
1. X" +x —2x = sin(t).
2. X"+ 4x = sin(2t).

t
3. 4x" 4+ x=5cos (5) )
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