MPSI 1 Test08, 2025-03-20 (35 min)

Thémes : polydmes et fractions rationnelles, matrices, limites.

(avec corrigé)

Vrai ou faux ? En justifiant.

1. Qu’'on donne A, B € C[X] quels qu’ils soient.

a)

Pour tous a,b € C, si A(a) = A(b) =0 alors (X — a)(X —b) divise A.

Pour A=X ,a=0b=00na A(a) = A(b) =0 mais (X — a)(X — b) ne divise pas A.

b)

Si A, B # 0 alors A = B si, et seulement si, pour tout o € C, la multiplicité de o dans A est égale

a la multiplicité de « lui-méme dans B.

Pour A= X, B=2onaA # B, mais la multiplicité dans A de tout o € C est égale a la

multiplicité de « lui-méme dans B.

A est une constante non nul si, et seulement si, A n’admet aucune racine complexe.

Supposons que A € C*. Alors A n'admet aucune racine.

Supposons que A ¢ C*. Alors soit A = 0, donc A admet une infinité de racines complexes; soit
A € CIX]\C, donc A admet des racines complexes (théoréme de d’Alembert-Gaus), lesquels sont en

nombre fini. En tout cas, A admet au moins une racine complexe.

En somme, l'équivalence est vraie. | Vrai!

d)

Si (A, B) # (0,0), alors les racines complexes communes & A et B sont exactement les racines

complexes de A A B.

Soit a € C. Alors « est une racine commune a A et B si, et seulement si, (X — «) est un
diviseur commun a A et B; donc si, et seulement si, (A — «) est une diviseur de A A B; donc

si, et seulement si, a est une racine de A A B. | Vrai!

On remarquera que st A = A4 H(X—a)m“ et B=M\p H(X—a)”a, ol Ag, Ap € C*, (my), (na) €

N©, alors

AAB = H(X _ a)min(ma,na) ot AV B = H(X _ a)max(ma,na).

2. Qu’on donne A, B, P € C[X] quels qu’ils soient, avec B # 0.
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a)

Si P?|A alors P|A et P|A’.

Si A= P%Q ot Q € C[X], alors A’ = PQ; ot Q; = 2P'Q + PQ' € C[X].

b) Si P|A et P|A alors P?|A.
Pour A= X3 et P = X? A" =3X?; donc on a P|A et P|A"; mais P? fA.
En revanche, on montre que pour P # 0 (pour que P A P’ soit défini), si P|A et P|A" et PAP =1
alors P?|A.
A\’ A
c) Si () =0 alors — € C.

B B

En admettant le lemme ci-aprés mentionné fondant la bonne définition de la dérivée formelle de

toute fraction rationnelle.

A\’ A
Supposons que (B) = 0. Quitte a choisir la forme irréductible de 5 Supposons que ANB =1
Alors

(R) A'B— AB' =0.
Donc AB’ € BC[X]. Or B#0 et AA B =1; donc d'aprés le théoréme de Gauss; B’ € BC[X]. Or,

comme B = 0, deg(B’) < deg(B); donc B’ = 0. Donc (R) devient A’B = 0. Donc, comme B # 0,

A
A'=0.Ainsi A’ =B =0; AcCet BeC" D’om‘JEeC.

Lemme admis en salle.

Dans formule définissant la dérivée formelle d’une fraction rationnelle en passant par sa forme irré-

ductible, on peut choisir une autre forme sans changer la fraction rationnelle dérivée.

Preuve du lemme.

On a B # 0 puis (A, B) # (0,0); donc posons D = A A B. Ecrivons

B = uByD
A= ,quD
. _ . A A ,
ol By, Ag € C[X] avec By unitaire, et 4 € C*, en sorte que 5 = B ; la seconde forme étant
0

irréductible. Alors By # 0 et Ag A By = 1. Ensuite,
B' = u(ByD + ByD")
A= u(ALD + AD')
Donc,
AB' = 1?(AgByD* + AgByDD')
A'B = j2(ALByD? + AgByDD')
Donc,
A'B — AB' = (A} By — AgB})u?D?

B2 _ B(2)M2D2
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A'B—AB' _ AyBy — AyBj

D'ou
B? BZ

QED.

d) Pour tout R € C(X), R € R(X) si, et seulement si, R = R.

A
Supposons que R € R(X). Notons B la forme irréductible de R dans R(X). Alors B, A € R[X];
donc B = B et A = A daprés la caractérisation des réels parmi les complexes en termes de
conjugaison. D'oti R = R

A
=35 Pour tout

S| b

— A
Supposons que R = R. Notons B la forme irréductible de R dans C(X). Alors
P € C[X], st P|A et P|B alors P|A et P|B. Donc AA B =1 et B est unitaire. Par unicité de la
forme irréductible, B = B et A = A. Donc B, A € R[X] d'aprés la caractérisation des réels parmi les

complexes en termes de conjugaison. D'ott R € R(X).

D'ous la CNS.

3. Qu’on donne n € N*,
1 2 3
a) La matrice |—1 0 —1/| est inversible.

2 3 5

Les vecteurs colonnes | 0 | et | 1 | sont deux solutions du systéme linéaire homogéne associé.

b) Pour tout M € Ms(R), si pour tout X € My 1(R), MX € RX, alors M € RI,.

Que soit donné M € Mz (R). Supposons que pour tout X € My 1(R), MX € RX.

Choisissons alors ¢, ¢a,c3 € R tels que

1 1 0 0 1 1
M =C1 M = C2 M = C3
0 0 1 1 1 1
1
Or + = ; donc ¢; = ¢3 = ¢o; donc M = ¢q1s.
0 1 1

¢) Pour tout A € M,, ,+1(C), Péquation AX = 0 d’inconnue X € M,,111(C), admet au moins deux

solutions.

C'est Uapplication du lemme admis en cours : pour tout systéme linéaire homogéne, si le nombre

de lignes est strictement inférieur au nombre d'inconnues alors le systéme admet plus d’une solution.
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On peut montrer par récurrence sur n, en suivant la méthode du pivot de Gauss pour échelonner en

colonnes, que

P Pour tout A € M,, ,41(C), l'équation AX = 0 d'inconnue X € M,,111(C), admet au moins

un solution autre que le vecteur nul.

(1°) Supposons que n = 1.

1
Que soit donné A € M, »5(C). Ecrivons A = (a a’). St a = 0 alors X = convient, sinon
0
a/
X = convient.
—a
Donc P,.

2°) Supposons que n > 1 et que P, est vraie pour tout entier naturel n’ < n. Que soit donné
pp q q p

A € My, ,+1(C). Deux cas se présentent.

Cas 1: Les coefficients de la premiére ligne de A sont nuls sauf éventuellement son premier coefficient.

Ecrivons alors

a 0---0
A=
A/
otla€CetA €M,_1,(C). Comme P,_1, choisissons za,...,z, € R non tous nuls tels que
To 0
Ty 0
0
)
Alors X = | | convient.
T

Cas 2 : La premieére ligne de A admet un coefficient autre que le premier qui est nul.
Choisissons alors j € {2,3,...,n} tel que A; ; # 0.
Nommons B la matrice obtenue en transformant A par l'échange de la colonne d’indice 1 avec la

colonne d'indice j; ce qui revient a multiplier A a droite par la matrice Py ;. Alors By 1 = A ;; donc
Bl,l 75 0.

Nommons a présent C' la matrice obtenue en transformant B par les transvections successives :

B B
Cy +— Cy — 1,2 Cr;...;Chqq + Chy1 — 1’"+101; ce qui revient a multiplier B a droite par la
By 1,1
B B
matrice inversible (Inﬂ — Bl’Q ELQ) e (In+1 - gn+1 El,n+1)~ Alors les coefficients de la premiére
1,1 1,1

ligne de C sont nuls sauf éventuellement son premier coefficient.

Donc, d’aprés le cas 1, choisissons un vecteur non nul X; tel que CX; = 0. Or, C' étant obtenue
a partir de A par opérations élémentaires sur les colonnes, choisissons P € GL,,;+1(C) tels que

AP = C. Alors, comme X; # 0 et que P € GL,11(C), PX; # 0. Donc X = PX; convient.
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Somme des cas : En tout cas, on trouve au moins un vecteur colonne X € M, 1(C) non nul tel

que AX = 0. Donc P,.

(3°) En vertu du principe de récurrence, la proposition P,, est vraie.

d)

Pour tous A, A" € M,,(C), pour tout P € GL,(C), si AP = PA’ alors Tr(A) = Tr(A").

Que soient donnés A, A" € M,,(C), et P € GL,(C). Supposons que AP = PA’. Alors A" =
PY(AP); donc Tr(4') = Tr((AP)P~) = Tr(A).

4. Qu'on donne n € N*.

a)

Pour tous P, Q@ € R,[X], pour tout = €] — 1;1]

(P@)+ o (@) (Q@)+ o (") =P@)Q@)+ o (")

z—0 z—0 z—0

Que soient donnés P,Q € R, [X] et x €] — 1;1]. Alors, par (double) distributivité de la multipli-

cation sur l'addition,
(P(J;) n x”el(a:)) (Q(x) + x"ag(ﬂc)) = P(2)Q(x) + 2"e3(x).

Ou les ¢; sont des fonctions réelles définies autour de 0 et de limite nulle en 0 lui-méme, en vertu

des propriétés des opérations sur les limites.

Cependant, PQ n'est pas nécessairement de degré inférieur a n. St pour tout A € C[X], on note [4],

la troncature de A a l'ordre n définie par

[i aka] déf‘ zn: aka.
k=0 k=0

n

Alors ci-haut, on tronque le polyndme PQ a l'ordre n pour obtenir un développement limité a l'ordre

n.

(P(:v) + x”el(x)) (Q(x) + x"sg(x)> = [PQ]n(z) + 2" ey4(x).

Ou €4 est une fonction comme plus haut.

Remarque : si P = Zkak eER,[X]et@ = quXk € R, [X] alors

k=0 k=0
n k
(PQl, = (Zpk—é(M)Xk € R, [X].
k=0 (=0

b)

Toute suite réelle positive de limite nulle est décroissante.

Soient (ag,a1,as,...) une suite de réels strictement positifs qui tend vers 0 (e.g. (a,) = (27")).

Alors la suite (0, ag,0,a1,0,as,...) est une suite de réels positifs; elle tend vers 0 mais elle n'est pas

décroissante. .

5/6 walter.ngambou@ac-versailles.fr



6/6 walter.ngambou@ac-versailles.fr



