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D 17

Espaces vectoriels

(avec corrigé)

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

1. E={(,0,2a+0); aetp cR}.

2. F={(a,y.x) €R3 x+y+z=-1}.
3N={(xy)€R?x?=y?}.

4. L'ensemble des fonctions croissantes
5. L'ensemble des polynémes de degré n.
6. L'ensemble des polynémes dont 1 est

racine double.

1
7. {(U”)HEN S (CN | Unp ~ }

N _ 1
8. {(U”)neN eC” | up S0 (n

Exercice 2.

1. Dans R¥, la fonction x — e* est-elle combinaison linéaire de (x — x*)xen ?

1 0 1
2. La famille ol.lol.]1 est-elle libre dans R3?
1 1 1

3. La famille (t — t*)qer est-elle libre dans I'ensemble des fonctions de R’ dans R?

4. Montrer que Ry[X] = Vect((X —1)%, X% — 1, (X +1)?).

On ne change pas l'espace engendré si l'on échange deux vecteurs, ou qu'on multiplie
un vecteur par un scalaire non nul, ou qu’on ajoute a un vecteur un multiple d'un autre.

Ainsi,
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Vect((X —1)2, X2 -1, (X +1)?)

= Vect(X? —2X +1, X2 -1, X2+2X +1)
=Vect(X2 —=2X +1+X?>4+2X+1, X>°—1, X2+2X +1)
= Vect(2X? +2, X2 -1, X2 +2X +1)

=Vect(X2+1, X> -1, X2+2X+1)

=Vect(X?+1, X2—1—-(X?4+1), X24+2X+1—(X2+1))
= Vect(X2+1, -1, 2X)

= Vect(X?, =1, 2X)

= Vect(1, X, X?) =Ry[X]

5. Soient (xp, ..., xn) des éléments de K deux a deux distincts. Donner, dans K[X], un
supplémentaire de F = {P € K[X], P(xp) =--- = P(x,) = 0}.

Exercice 3. Soit A une matrice de .#,(K), differente de 0,,. Soit ¢ I'application qui a toute

matrice M de .#,(K) associe Tr(M)A — Tr(A)M.

1. Démontrer que @ € L (#,(K)).

2. Déterminer ker(p). ¢ est-elle injective ?

3. @ est-elle surjective?

Exercice 4. Soit v un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E. Si A € K, le sous-espace

propre associé a A est I'ensemble noté Ex(u) = {x € E, u(x) = Ax}.

1. Soit A € K. Démontrer que Ex(u) = ker(py), avec ¢, un endomorphisme a préciser.

2. Soit u défini sur R,[X] par : VP € R,[X], u(P) = XP'. Démontrer que u est un

endomorphisme et déterminer, pour k dans [0, n], Ex(u).
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3.

Soient A et p dans K tels que X # u. Démontrer que Ex(u) et E,(u) sont en somme
directe.

Soit v € Z(E) tel que uov = vou. Démontrer que pour tout A € K, Ex(u) est stable

par v.
Soit (x1, ..., x,) € E", non nuls, (A1, ..., Ar) € K" deux a deux distincts, tels que pour
tout 7 dans [1,r], u(x;) = Xix;. On va démontrer que la famille (x, ..., x,) est libre
dans E.

(a) Premiére preuve. Démontrer le résultat par récurrence sur r.

(b) Deuxiéme preuve. r est fixé. Soit (u1, ..., wr) dans K" tels que pixy+- - -+ x, =
0.
e Démontrer que pour tout k dans N, /1,1>\’1‘X1 +---+ urk’,‘xr =0.
e Démontrer que pour tout P dans K[X], u1P(A1)x1 + -+ u,P(Ar)x, = 0.

e En utilisant I'interpolation de Lagrange, conclure.

Exercice 5. Soit E un K-ev, p et g deux projecteurs de E. Soit r =p+ q.

1.

Montrer que r est un projecteur si et seulement sipog=qgop=20.

Supposons que po g = go p = 0. Alors

(p+q)o(p+q)=pop+pog+qgop+qgogq
=pop+qgoq par hypothése.

=p+gq car p et g sont des projecteurs.

Supposons maintenant que p+ g est un projecteur. On a alors (p+q)o(p+4q) = p+gq.
Donc pop+pog+qop+qgoqg=p+q, donc

poeqg+qgop=0

En composant a gauche par p, on obtient po g+ po gop = 0. En composant a droite
par p, on obtient pogop+ qgop =0, donc pog = gop, donc 2po g = 0 donc

pog=gqop=0.
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2. On suppose que r est un projecteur. Déterminer ker(r) et Im(r).

En adaptant la question précédente, montrons que Im(p 4+ q) = Im(p) + Im(q) et
ker(p + q) = ker(p) Nker(q). On a, comme r est un projecteur, poqg=qgop =0.
e Image.
Soit y € Im(p+q). Alors on dispose de x dans E tel que y = (p+q)(x) = p(x)+q(x).
Or p(x) € Im(p) et g(x) € Im(q) donc y € Im(p) + Im(q).
Soit y € Im(p) + Im(g). Alors on dispose de f € Im(p) et g € Im(q) tels que
y = f + g. Calculons alors

(p+q)(y) = p(f) +a(f)+ p(g) + a(g).

Or, f € Im(p) donc p(f) = f. Donc q(f) = q(p(f)) = 0. De méme p(g) = 0 et
q(9) = g. Donc (p+ q)(y) = f + g =y donc y € Im(p + q).

e Noyau.
Soit x € ker(p + q). Alors (p + q)(x) = 0. Donc p(x) = —q(x). Donc en composant
par p a gauche, pop(x) = —poq(x). Or pop=pet poqg=0, donc p(x) =0, donc
x € ker(p). De méme g(x) =0, i.e. x € ker(q).
Soit x € ker(p) Nker(q). Alors (p + g)(x) = p(x) + q(x) = 0+ 0 = 0. Donc
x € ker(p+ q).

2 Espaces vectoriels

2.1 Deéfinition

Exercice 6. ©OO

Parmi tous ces ensembles, lesquels sont des espaces vectoriels ?
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E={(a,0,2a+p); aetpBecR}

F={(a+1a —a); acR}

G={(xy z) €R%x+2y+2z=0}.

o H={(x,y,.2) eR3x+y+z=1}.
o J={(x.y.2) eR%x+y+2z>0}.
e K={(x,y,2) ER3 x =y =2z}
o L ={(x,y) ER%x+y<1}.

M={(xy) e R? (x— 1) +y? =1}

N ={(x,y) e R* x* = y*}.

Alors

(i) E est un espace vectoriel E = Vect(u,v) ot u=(1,0,2) et v=(0,0,1).
(ii) F n'est pas un espace vectoriel car (0,0,0) ¢ F.
(iii) G est un espace vectoriel (C'est un plan de R3).
(iv) H n'est pas un espace vectoriel : 0 ¢ H.

(v) J n'est pas un espace vectoriel : méme si O € J, on remarque par exemple que

(1,1,1) € Jmais —1(1,1,1) = (—1,-1,-1) ¢ J.
(vi) K est un espace vectoriel (c est une droite de R3)
(vit) L n’est pas un espace vectoriel : (—1,—1) € L mais pas (—1).(—1, —1).
(viii) M n'est pas un espace vectoriel : c'est le cercle de centre (1,0) et de rayon 1.

(ix) N n’est pas un espace vectoriel : c'est la réunion de deux droites (on peut par exemple

dire que (1,1) € N, (—1,1) € N mais (1,1) + (=1,1) = (0,2) ¢ N.

Exercice 7. @ ©O

Parmi tous ces ensembles, lesquels sont des espaces vectoriels ?
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(i) L'ensemble des fonctions de R dans R, croissantes.

Non, car x — x est dans cet ensemble mais pas x — —x.

(i) {P € R[X], P(0) =1}.

Non, car 0 n‘appartient pas a cet ensemble.

(iii) L'ensemble des suites réelles convergentes.

Oui! Montrons-le, en montrant que c'est un sous-espace vectoriel de l'espace
vectoriel des suites réelles. Notons E cet ensemble.
e £ est bien inclus dans l'ensemble des suites réelles.
e £ n'est pas vide car la suite nulle est convergente.
e Soient (Up)nen et (Vn)nen deux éléments de E, X et u deux réels. Comme (up)nen

et (Vn)nen sont convergentes, (Aup + Vp)pen aussi. Donc (Auy + wvp)pen € E

Donc E est un sous-espace vectoriel de R,

(iv) L’ensemble des suites monotones.

Non ! Car si lon prend (un)nen = (n%)pen et (Vn)pen = (—2n)pen, les deux sont
monotones mais (Wp)pen = (Un + Vp)neny = (n(n —2))pen, et donc wg =0, wy = —1

et wo =0, donc (W,)pen n'est pas monotone.

(v) L'ensemble des suites qui s'écrivent comme la somme d’une suite croissante et d'une

suite décroissante.

o0
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Oui! Montrons-le, en montrant que c'est un sous-espace vectoriel de l'espace
vectoriel des suites réelles. Notons F cet ensemble.
e F est bien inclus dans l'ensemble des suites réelles.
e [ n'est pas vide car la suite nulle est somme de la suite nulle, qui est croissante,
et de la suite nulle, qui est décroissante.
e Soient (Up)nen et (V) nen deux éléments de F, X\ et w deux réels. On écrit (up) pen =
(an)nen + (bn)nen et (Un)nen = (Cn)nen + (dn)nen avec (an)nen et (Cp)nen crois-
santes, (bp)nen et (dn)pen décroissantes. Alors
— Si A et u sont strictement positives, alors (Aa, + Cp)nen est croissante et
(Abp + wdp)nen est décroissante. Donc (Aup + wVy)nen appartient a F.

— Si X et usont négatives, alors (Aa,+1cp) pen est décroissante et (Abp~+dy) nen
est croissante. Donc (Aup + uvy)nen appartient a F.

— SiA>0etu<0,alors (Aa, + wdy)nen est croissante et (Ab, + (cp)pen est
décroissante. Donc (Aup + vy)nen appartient a F.

— SiA<0etu>00,alors (Ab, + ucy)pen est décroissante et (Aa, + wdy)pen

est croissante. Donc (Au, + vy)nen appartient a F.

Donc E est un sous-espace vectoriel de R,

Exercice 8. @ ©O Montrer que F = {f : R - R, 3A > 0,Vx € R, |f(x)| < A|x|} est un

sous-espace vectoriel, mais que F = {f : R — R,Vx € R, |[f(x)| < |x|} n'en est pas un.

Déja la fonction nulle appartient a F. Ensuite, si f et g sont dans F, on dispose de A

et de B strictement positifs tels que pour tout x dans R, |f(x)| < Alx| et |g(x)| < BJx]|.

Dong, si A et i sont dans R, et x est dans R, |Af(x) + ug(x)| < (|AJA+ |u|B)|x|, donc
Af + g est dans F. Donc F est un sous-espace vectoriel de R¥.
En revanche ¢ : x — |x| est dans G mais pas 2¢. Donc G n'est pas un sev de R¥.

-
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2.2 Combinaisons linéaires et Vect, familles libres

Exercice 9 (Combinaisons linéaires). @00
1. On considére les vecteurs v; = (—1,2,1), vo» = (2,3,-3) et v3 = (—=3,—1,m), ou m
est un réel. A quelle condition sur le paramétre m le vecteur v3 est-il combinaison linéaire

de vy et v?

On résout le systéme v3 = xv; + yw» d’inconnues x et y réelles.

—X+2y=-3
2x+3y =—-1
xX—3y=m

En faisant Lo < Lo+ 207 et L3+ L3+ L1, on obtient

—X+2y=-3
Ty =—7
—y=m-—-3
D’ol
y=-1

xX=2y+3=1 =m-3

Donc il y a une unique solution si, et seulement si m = 4.

2. Dans R, [X], P = 16X3—7X2421X —4 est-il combinaison linéaire de Q = 8X3—5X2+1
etde R=X>+7X-27

Oui, 2Q +3R = P.
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3. Dans R®, x — cos(2x) est-il combinaison linéaire de x — 1 et de x — cos?(x)? De

X+ sin(x) et x — cos(x) ?

Oui pour la premiére ! cos(2x) = 2cos?(x) — 1.

Mais non pour la seconde : supposons qu'il existe A et u tels que pour tout x dans R,

cos(2x) = Asin(x) + w cos(x).

T
En évaluant en x = 0, on obtient . = 1. En évaluant en x = > on obtient A\ = —1.
: , 0 .
Donc cos(2x) = —sin(x) + cos(x). Ceci est absurde, en évaluant en —5 on obtient
-1=1
-

Exercice 10. @ @O Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur du

C-espace vectoriel C* soit combinaison linéaire des vecteurs (1,,;%), (j.j% 1), (/% 1.J).

1 J I X
Onnoteu= | j [,v=|2]etw=]1]. Soit |y]|€C? (\u,v)eC> Alors

J 1 J z

A+ pwj+vj? =x A+ w4 vj% =x
N+uP+v=y S IA+u+v =7y Lo+ Lo
N4 utvj=z A4 pwj+vj?=jz La+ jla

(X j + v? = x

& 0=,y —x Lo+ j°Ly

O:jZ—XL::,%_]‘Lg,
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Donc une CNS pour qu'un vecteur | y | soit combinaison linéaire de (u, v, w) est x =

2y =jz.

Exercice 11. @ ©O Les systémes suivants de vecteurs sont-ils libres ?

(i) E=R3 uy; =(1,1,1), o = (1,a b), us = (1, a% b?) (on discutera selon la valeur

de a et b)

Il faut résoudre un systéme linéaire : xu; + yuo + zuz =0

x+y+z=0 X+y+z=0
x+ay+aly=09(a-1y+(a®2-1)z=0 Lo+ Loy—L; = (S)

X+by+by=0 |(b—1y+(>—1)z=0 Lz Lls—L

Sia=1oub=1, oua= b alors la deuxieme ligne s'annule, donc on a un systéme
échelonné avec deux équations uniquement, donc il admet des solutions non triviales.

Donc la famille nest pas libre. En revanche, on suppose que a # 1 et b # 1. Alors

x+y+z=0
(S)eSy+(a+1)z=0 Lo+ Lo/(a—1)
y+(b+1)z=0 L3+ L3/(b-1)

x+y+z=0

=sy+(a+1)z=0

(b—a)z=0 L3 Ls—1L>

On a alors un systéme échelonné a trois équations, trois inconnues, donc il n'a qu’une

seule solution, la solution nulle, donc la famille est libre!
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(i) E=RE fi:xsin(x+1), Hh:xrsin(x+2), fz: x> sin(x+3).

Question plus piégeuse, mais en fait assez simple. Il faut savoir qu'il y a des

P+qetP—Q_
—

formules permettant d’explrimer sin(p) + sin(q) en fonction de

sin(p) 4 sin(g) = 2sin (p;q) cos <p;q> .

Donc pour tout x dans R,

fi(x) + f3(x) =sin(x + 1) + sin(x + 3)

— 2sin (X+ 1+2(X+3)> o <x+1 —2(x+3))

= 2sin(x + 2) cos (—1)

= 2cos(1)fH(x).

Cette éqalité étant vraie pour tout x dans R, f; —2cos(1)f, + f3 = 0, donc la famille

est liée.

(i) E=RE fi: x—=In(x+1), h:x—fofy, f:x—fofof.

Soient A, i et v tels que Afi +uf, +vf3 = 0. Alors pour tout x tel que f1(x) # 0,

o3
A p2+v==0.

f f
I f; f-
Or, quand u — +o0, n(w) 0, donc 2(x) 0, donc 3() — 0. Donc,
U  u—too f(x) x—=+o0 f(x) x—=+o0

par unicité de la limite, A = 0. De méme on montre que w et v sont nuls.

(iv) E =RE, (f))ocr ol f5: x = e2X.

11//40,
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n
SOIENT neN, (ay, ..., an) €ER" et (A1, ..., Xn) tels que > \ify =0, Le. tels
i=1
que pour tout X,

n
Z >\,’€a’x =0.
i=1

Sans perte de généralité, on peut supposer que a; < ap < --- < ap. Soit alors
A={ie[1,n], N #0}.

Si A est vide, c'est gagné. Sinon soit p = sup(A). Alors

p
Z >\,-ea’X =0,
=1

avec A\, # 0. Alors, en divisant par e et en faiant x vers +0o< on obtient A, =0

absurde ! Donc A = ().

Exercice 12. @00

1. Soient P et Q deux éléments de R[X] tels que Vx € R, P(x)sin(x) 4+ Q(x) cos(x) = 0.
Montrer que P = Q = 0.

Pour tout entier naturel k,
P(2km)sin(2km) + Q(2k) cos(2km) = 0,

i.e. Q(2km) = 0. Donc Q admet une infinité de racines, donc Q est nul. De méme, pour

tout k dans N, P (g + 2k7r) = 0 donc P est nul.

2. On pose, pour (p, q) € N2, £, : x = xPsin(x) et gq : x = x% cos(x). Que peut-on dire

de la famille (£5)p0 U (9q)g>0?

12//40)
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Soient Ag, ..., Ap et wo, ..., um N+ m réels tels que
n m

kafp + Z/qugq - O
p=0 g=0

n m

Alors si lon pose P(X) = ZADX” et Q(X) = Z/Lqu, on a, pour tout x de R,
p=0 g=0

P(x)sin(x) + Q(x) cos(x) = 0. Donc, par la question précédente, P = Q = 0.

|
Exercice 13. @@0O Soit E un K-ev, (ug, ..., un) une famille d'éléments de E. Pour tout
k, on pose Vi = u1 + - -+ + U.
1. Démontrer que (u1, ..., up) est libre si et seulement si (vq, ..., v,) est libre.
2. Démontrer que (uy, ..., up) est génératrice si et seulement si (vq,...,v,) est généra-
trice.

Exercice 14 (Un excursion dans un Q-espace vectoriel). @@© Soit (p;);cy la suite crois-

sante des nombres premiers (p1 =2,p0=3,...)

1. Montrer que pour tout p € N*, si une combinaison linéaire a coefficients dans Q des

vecteurs (In (pk))k=1.... , du Q-espace vectoriel (R, +,.) est nulle, alors tous les coef-

ficients sont nuls.

2. En déduire qu’il ne peut pas exister un ensemble fini de nombres réels (x;),, (ot / est un
ensemble fini) tel que pour tout réel x, il existe une famille (g;);c, de nombres rationnels

tels que x = Z q;.x;. Ceci s'interpréte en disant que (R, +, .) est un Q-espace vectoriel
i€l
de dimension infinie.

2.3 Somme de sous-espaces vectoriels, espaces vectoriels supplémentaires

Exercice 15. @00 Soit £ = R3, et soient

e F={(x,y,2) €R3 x—y+2z=0}

13/}40]
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e g=(1,1,1) et G = Vect(g).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

Déja F est non vide parce que (0,0,0) € F.

Ensuite, si (x,y,x) et (x',y’, Z') sont dans F, et X et i sont dans R, alors

ANx y, 2) + Xy, Z') = Ox + ux’, Ay + py', Az + pz'),

et

Ox+ux) =y +uy )+ Qz+pZ)=AXx—y+2)+ulx' -y +2)=0,

donc A(x,y,z) +u(x’,y',Z’) € F, donc F est un sous-espace vectoriel de E.
Remarque méthode : remarquez bien que puisque F est défini par une condition, pour

vérifier 'appartenance a F, il suffit de vérifier cette condition!

2. En résolvant le systéme x — y 4+ z = 0, déterminer une base de F.

On résout le systeme x — y + z = 0. Il est déja échelonné, donc on pose z = a et

y =0, dol x = —a + 3, donc l'ensemble des solutions du systéme est
—a+p -1 1
5} (o,B) €R? 3 =Vect(u,v), ouo u=| 0 |, v=]1
1 0

Donc (u, v) engendre F et est libre dans F, donc (u, v) forme une base de F.

3. Montrer que E = F & G.

14 /40
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1

On pose w = | 1 |. Pour montrer que £ = F @G, il suffit de montrer qu'en concaté-
1

nant les bases de F et de G, on obtient une base de E : résolvons pour cela le systéme
a

AU+ pv+vw=| b, dinconnues réelles A, u, v. La matrice du systeme est
c
-1 1 1 a -1 11 a

0O 11 b|—]0 11 b

1 01 ¢ 0 1 2 a+c/) L3+ L3+,
1 -1 -1 —a \Li+—L4
— |10 1 1 b

0 1 2 a+c

1 00 b—-a \Li+L+Lo
b
0 01 a—b+c L3%L3—L2

o
—
=

—
o
o

b—a
— |0 1 0 —a+2b—c LQ%LQ—L;),

o
o
=

a—b+c

Donc le systeme a une unique solution, \=b—a, u=—-a+2b—cetv=a—-b+c.

Donc (u, v, w) est une base de R3, donc la somme est directe.

4. Soit p le projecteur sur G parallélement a F. Si (x,y, z) € R3, déterminer les coordonnées

de p(x,y, 2).

15/40
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Par Uexpression précédente, on sait que pour tout (x,y, z) dans F, on a

X
yl=V—-—2)u+(—x+2y —z)v+(x—y+2)w,

z

donc la composante selon G de (x,y, z) est (x — y + z)w, donc

p(x,y,z)=(x—y+z,x—y+2z,x—y+2).

Exercice 16. @ ©O Soient F, G et H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel

E. Montrer que :

(i) (FNG)+(FNH)C FN(G+ H)

Soit x € (FNG)+ (FNH). On dispose de y € FNG et de z € FN H tels que
x=y+z Alorsy e F,ze F,donc x € F. De plus, y € G, z € H, donc x € G + H.
Donc x € FN (G + H).

(iil) F+(GNH)C(F+G)N(F+H).

Soit x € F4+(GNH). Alors on dispose de y € F,de z € GNH, tels que x = y+z.
Alors y € F, z€ G,donc x € F+ G. De méme, y € F, z € H, donc x € F 4+ H. Donc
x € F+H.

Exercice 17. @00
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Soient E1, E», E3 trois sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Ey + E3 = E> + E3,

On suppose que § E; N E3z = E> N E3,

Ei C Es.
1. Montrer que E; = E>.

Montrons que E» C Ej. Soit x € Ep. Alors x € £, + E3 = E1 + E3, donc on dispose
de y dans E; et de z dans E3 tels que x = y + z. Alors y € E1, donc y € E5, donc
z=x—y € Ey,doncze EoNEs=E1NEs.Doncz € Ej,doncy+z € Eq,ie x € Ej.

D'ou le résultat.

2. En déduire le corollaire suivant : si E1 ® E3 = E, ® Ez et E; C Ep, alors E; = Es.

Il suffit de remarquer qu'en cas de somme directe, on a £1 N E3 = E, N E3 = {0}.

3. Montrer que le résultat est faux si on ne suppose pas E; C Eo.

Il suffit de prendre trois droites du plan deux a deux non confondues.

Exercice 18. @@0O Soit (ag, ..., o) N+ 1 réels deux a deux distincts, et

F={PcR[X],P(ag) =---= P(a,) =0},

G = R,[X].

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R[X].

Soit P dans R[X].

Analyse. Supposons que P = Q + R avec Q dans F et R dans G. Comme Q € F, on sait

que Q(a1) = -+ = Q(ap) = 0. Comme les (a)1<i<n sont deux a deux distincts, on en
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n

déduit que (X —a) ... (X —ay) sont deux a deux distincts, donc si A = H(X — ), alors
i=1

Q = AS. Donc P = AS + R avec deg(R) < deg(A). Par unicité de la division euclidienne

des polyndmes, S est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de P par A.
D'ol l'unicité.

Synthése. Soit (S, R) le quotient et le reste de la division euclidienne de P par A. Posons
Q = AS.

e par définition de la division euclidienne, R € R,[X].

e par définition de la division euclidienne, P = AS + R.

e par définition de A, pour tout i dans [1, n], A(e;) = 0 donc Q(a;) = 0 donc Q € F.

D'oul l'existence, et la supplémentarité !

Exercice 19. @@0© Soient E, F et G les trois sous-ensembles suivants de RY :

E = {(Un)n>0, Vn e N, Upt3 — Upto — Ups1 + Up = O}
F = {(Un)nQOv vn € N, Un+]_ + Un = O}

G = {(Un)nz0, VN €N, Upyo> — 2Upt1 + up = 0},

1. Montrer que E, F et G sont des sous-espaces vectoriels de RY.

La vérification « a la main » ne pose pas de probléme, mais je voudrais présenter une

autre méthode, liée aux applications linéaires. Soit S l'application de shift :

RY — RY
S:
(Un)nen = (Vn)nen = (Un+1)nen.
Alors S est linéaire, et £ = ker(S>—S?—S+1d), F = ker(S+1d), G = ker(S>—2S+1d),

donc E, F et G sont des espaces vectoriels.
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2. Montrer que F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de E.

Déja on vérifie que F et G sont dans E.

e si (up) est dans F, alors pour tout entier naturel n, up11 + U, = 0, et donc

(Up43 + Upy2) — 2(Upyo + Upy1) + (Upy1 + up) =0,

donc (up) est dans E.

e si (u,) est dans G, alors pour tout entier naturel n, upyo — 2Up41 + Up, Le.

Upt3 — 2Upy2 + Upgp1 + Uppo — 2Upg1 +Up = 0,

Le. Upy3 — Upio — Uptr1 + up = 0, donc (u,) est dans E.

Ensuite, pour montrer que F et G sont supplémentaires, décrivons plus en détail les

éléments de F et de G :

o les éléments de F sont les suites vérifiant u,11 = —up,, Le. les suites géométriques
de raison —1, i.e. les suites de la forme a.(—1)", avec a un réel.

e les éléments de G sont les suites vérifiant la relation de récurrence uUpyo — 2upy1 +
up = 0, i.e.,, comme 1 est racine double du polyndme carctéristique de la relation de
récurrence, les suites de la forme b+ cn, avec b et ¢ deux réels.

Montrons alors que toute suite de E s'écrit de maniére unique sous la forme a.(—1)" +

b+ cn, avec a, b et c trois réels.

Analyse. Soit (u,) dans E telle que pour tout entier naturel n, u, = a.(=1)" + b+ cn,

avec a, b et c¢ trois réels. Alors

u0:a+b,
it =—-a+b+c,

up =a+ b+ 2c,

U — U 2u1 + 3up — u Ug — 2u1 + u
%, b = %02 et a = %. D'ot Uunicité de la

décomposition.

donc ¢ =
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Synthése. Soit (u,) dans E. Posons pour n dans N,

vp=a.(—1)"+ b+ cn,

Uu» — Ug 2u1 + 3ug — up Uug — 2u1 + o
avec ¢ = 5 = 2 et a = — Alors ug = vy, U1 = vy,

Uy = vo et pour tout entier naturel n, on a Upt3 = Upg2 + Upy1 — Up €t Voy3 =

Vnt2 + Vat1 — Vp, donc par une récurrence immédiate, v, = u, pour tout entier naturel

n.

3 Applications linéaires

3.1 Deéfinitions

Exercice 20. @ OO Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

R? -5 R
1. ¢:
(x,y) = xy
R3 - RS
2. f

(x,y,z) = (X, xy,x — z)
R — R?

(x,y,z) = (x+y,2x+52,0)
R?® - R?

(x,y,z) = (x=3y,x+y,z+2)

R[X] — R[X]
5.0
P~ P —P?
R[X] — R[X]
6.

| P(X)+— P(X+1)
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{suites convergentes} — R
(Un)nen — nIi_}moo Un
Mn(R) = Mn(R)

M — MT

Non, Non, Oui, Non, Non, Oui, Oui, Out

3.2 Noyau et image
Exercice 21. ©OO Soit ¢ définie sur R® par
V(x,y,z) €R3 o(x,y,z) = (x +2y,4x — y + z,2x + 2y + 32).

Montrer que ¢ appartient & GL(E) et déterminer ¢ L.

1 2 0
Déja @ est linéaire car canoniquement associée a la matrice | 4 —1 1 |. Ensuite,

2 2 3
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a X
déterminons la bijectivité de ¢. Soit | p | € R Soit | y | € R>. Alors

C z

x+2y=a

o(x,y,z)=(a b c)& Ax—y+z=b

\2X+2y+3z:c

X+2y=a

Q0 “9y+z=b—4a Lo« Lr—4L4
—2y+3z=c—2a L3« [3—2L;
xX+2y=a

< —-9y+z=b—14a

25y =c+10a—3b Lz« L3—3L>
.

1
= — 1 —
y 25( 0a—3b+c)

1
& = _—(—10a—2bh—
z 25( 10a—2b—9c¢)

1
X = %(53—&— 6b—2c)
D'ou le résultat : ¢ est bijective et pour tout (a, b, c) € R3,

1
o Ya b c)= £(5a+ 6b —2c,10a — 3b+ ¢, —10a — 2b — 9c¢).

Exercice 22. @ OO Soient f, g, h, k les 4 endomorphismes de R[X] définis par, pour tout
P dans R[X],
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o f(P)=F, e g(P)=XP,
e h(P)Y =P et h(P)(0)=0, o P—k(P) € X°R[X] et deg(k(P)) < 5.

Ces endomorphismes sont-ils injectifs 7 Surjectifs 7 Déterminer leur noyau et leur image.

Alors
(@) f n'est pas injective car ker(f) est l'ensemble des polynémes constants. Elle est sur-
n
jective car si P(X) = Z ax Xk, alors P = Q' ott Q(X) = Ak kL,
k=0 k=0 k+1

(b) g est injective car si XP = 0 alors P = 0. Elle n'est pas surjective car si P est non nul,
deg(g(P)) = 1+deg(P) > 0, donc les polynémes constants n'ont pas d'antécédent par
g.

(c) h est injective : si h(P) = 0, alors, comme h(P)" = P, P = 0. En revanche elle n'est
pas surjective car l'image de h est incluse dans les polynémes s'annulant en 0. Elle

est d'ailleurs égale a ce sous-espace vectoriel, en posant, si P s'annule en 0, Q = P’

Alors h(Q) = P, car h(Q) = Q = P’ et h(Q) et P s'annulent en 0.

(d) Enfin, k n’est pas surjective : son image est égal a R4[X]. Il est inclus dedans car un
reste de division euclidienne par X° est nécessairement de degré inférieur ou éqgal a
4, et il contient R4[X] car si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 4, il est
égal a son reste dans la division euclidienne par X°.
k n'est pas non plus injective : k(X®) = 0. On peut méme montrer que ker(k) =
{X°P, P € R[X]}. En effet, si P € ker(k), son reste dans la division euclidienne par
X5 est nul, donc P € {X°P, P € R[X]}. Réciproquement, tout multiple de X> a un

reste dans la division euclidienne par X° nul.

Exercice 23. @ @O Montrer que I'application partie entiére Ent : K(X) — K[X] est linéaire

et déterminer son noyau.

Linéarité.
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. P P> . . . .
Soient Ry = o et Rr = 0, deux fractions rationnelles, E1 et E; leurs parties entiéres.

1 2

Alors P, = E1Q1+ F1 et P, = ExQa+ Fo, avec deg(Fp) < deg(Q1) et deg(F,) < deg(Q>).
Soient A et u dans K. Alors

)\ﬂ +M& _ APIQa + P
Q1 Q2 QR1Q2 '

Or, APLQ2 + uPoQ1 = AE1Q1Q2 + uE2@Q2Q1 + A1 Q2 + uF2Q1, avec AF1Q2 + ufoQ1 <
QR1Q>. Donc la partie entiére de R1 + Ry est AE1 + ukEo.

Noyau.

On sait enfin qu'une fraction rationnelle a une partie entiére nulle si, et seulement si son

degré est strictement négativ, donc ker(Ent) = {R € K(X), deg(R) < 0}.

Exercice 24. @@0 Soit W : C°(R, R) — C°(R, R) définie pour tout f € C°(R, R) par

R—R

SRS IV / HF(£)dt
0

1. Montrer que W est une application linéaire bien définie. Est-elle injective 7 est-elle sur-

jective ?

2. Montrer que ImV = {g € C*(R,R) | g(0) =0, ¢'(0) =0, ¢ est dérivable en 0}.

Exercice 25. @ ©O Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels
de E,etf: FxG — E, (x,y)+— x4+ y. Montrer que f est une application linéaire,

préciser son image et son noyau.

Exercice 26. @ @O Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient A et B deux sous-

espaces vectoriels de E et f € Lg(E, F). Montrer que

f(A) C f(B) <= A+Kerf C B+ Kerf
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Exercice 27. @@0O Soient f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.

1. Comparer kerf Nkerg et ker(f + g).

On a kerf Nkerg C ker(f + g). En effet, soit x € kerf Nkerg. Alors (f + g)(x) =
f(x) 4+ g(x) = 0+ 0. Mais par exemple, si f =1Id et g = —Id, alors kerf Nkerg = {0}
et ker(f + g) = E.

2. Comparer Imf 4 Img et Im(f + g).

On a Im(f + g) C Im(f) +Im(g). En effet, si y € Im(f + g), alors on dispose de x
dans E tel que f(x) + g(x) = y. La réciproque est fausse en prenant f = —g = Id.

3. Comparer kerf et kerf?.

On a ker(f) C ker(f?). En effet, si x € ker(f), alors £2(x) = f(f(x)) = f(0) = 0.
La réciproque est fausse : prendre f(x,y) = (0, x). Alors f #0 et fof =0.

4. Comparer Imf et Imf2.

On a Im(f2) C Im(f), mais l'inclusion réciproque est fausse avec le méme contre-

exemple.

Exercice 28. @ @0 Soient u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E et F un sous-

espace vectoriel de E.

1. Exprimer u~!(u(F)) en fonction de F et de keru.
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Raisonnons par analyse-synthese.

Analyse. Soit x € v (u(F)). Alors u(x) € u(F), ie. on dispose de y € F tel que
u(x) = u(y). Alors u(x —y) =0, L.e. x — y € ker(u). Donc x = y + z, avec y € F et
z € ker(u). Donc u™Y(u(F)) C F + keru.

Synthése. Montrons que F + keru C u™t(u(F)). Soit x € F + keru. Alors on dispose

de y € F et z € keru tels que x = y + z. Alors u(x) = u(y) + u(z) = u(y) € u(F).

2. Exprimer u(u"1(F)) en fonction de F et de Imu.

Raisonnons par analyse-synthese.

Analyse. Soit x € u(u"2(F)). Alors On dispose de y € u™1(F) tel que x = u(y). Alors
u(y) € F, ie. x € F. Donc x € F N Imu.

Synthése. St x € F N Imu, alors on dispose de y € E tel que x = u(y). De plus x € F
donc u(y) € F te.y € u"*(F). Donc x € u(ut(F)).

3. A quelle condition a-t-on u(u=(F)) = u=(u(F))?

Pour avoir égalité des deux ensembles, il faut donc avoir F + ker(v) = F N Im(u).
Comme F NIm(u) C F C F + ker(u), la condition se réécrit simplement F + ker(u) C
FNIm(u), te. F C FNIm(u) et ker(u) C FNIm(u), ie. F =Im(u) et ker(u) C F.
Réciproquement si F = Im(u) et ker(u) C F, on a bien F + ker(u) = F N Im(u).

Exercice 29. @@0O
1. Soient E = €*°(R,R), ¢ : f — f".

(i) Montrer que ¢ € Z(E).
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Déja, w(E) C E car la dérivée seconde d'une fonction € est €°°. Soient f

et g dans E, X et u dans E. Alors (A + ug)” = X" + ug”.

(i) Déterminer ker(yp) et Im(yp).

ker(p) = {f € €, " =0} = {x — ax+b, (a, b) € R?}. De plus, l'existence
de primitives assure que Im(f) = €°(R, R).

(iii) A-t-on ker(¢) & Im(p) = E?

Non, car Im(p) = E!!

2. Soient F le R-espace vectoriel des fonctions 2m-périodiques, €°° de R dans R, et 9 :

fif.

(i) Montrer que ¥ € Z(F).

Méme résultat que dans la premiére question.

(i) Montrer qu'un élément g de F admet sur R une primitive 2m-périodique si, et

27
seulement si / g(t)dt =0.
0

Soit g dans F.
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Supposons que g est 2m-périodique de moyenne nulle, alors

/()X+27rg(t)dt:/Oxg(f)d“r/:ﬁwg(f)dt
_/Oxg(t)dt+/X%g(t)dﬂ/”%g(t)dt

2m

Déja
X 2m 2m
/ g(t)dt+/ g(t)dt—/ g(t)dt=0
0 X 0

par hypothése. Par un changement de variables u = x 4 27 et par 2w-périodicité

/:% g(t)dt = /Oxg(t)dt |

X
Donc x +— / g(t)dt est une primitive de g qui est 2m-périodique; et toute
0

de g,

primitive de g est 2m-périodique.

Réciproquement, si g n'est pas de moyenne nulle, écrivons

21
VM(g) = ~ /0 o(t)dt

T om

et écrivons g = g — VM(g) + VM(g). Alors les primitives de g sont de la forme
x — h(x) + VM(g)x + K, avec h périodique et x — VM(g)x n'est pas bornée

donc pas bornée. Donc g n'admet pas de primitive périodique.

(iii) Déterminer ker(1) et Im(¥).

ker(¢) est l'ensemble des fonctions constantes. Par la question précédente,

Im(¢) est lensemble des fonctions de valeur moyenne nulle.
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(iv) A-t-on ker(¢) @ Im(y) = F7

On a somme directe par le cours.

Exercice 30 (CCP MP). @@0O Soient f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel
E sur R ou C vérifiant f o g = Id.

1. Montrer que ker(go f) = kerf et Im(go f) = Img.

Déja, st x € kerf, alors go f(x) = g(0) = 0. De plus, si x € ker(g o f), alors
F(x) = Fgo F(x)) = F o g(F(x)) = 0.
Ensuite, si y € Imgof, alors y = gof(x) avec x € E, donc y = g(f(x)), donc y € Imyg.
De plus si y € Img, alors on dispose de x € E tel que y = g(x) = g(f(g(x))) =
gof(g(x)) € lmgof.

2. Montrer que E = kerf @ Img.

Analyse. Soit x dans E, supposons qu'il existe (v, z) € kerf x Img. Alors f(x) =
f(y)+ f(z) = f(2). Or, z € Img, donc z = g(t) avec t € E, donc f(x) = f(g(t)) = t.
Donc t = f(x) et z = g(t) = go f(x), donc y = x — z. D'ou l'unicité.

Synthése. Soit x dans E, posons z = go f(x) et y = x — z. Alors les propositions

voulues sont vérifiées.

3. Dans quel cas peut-on conclure g = f~ 17

On peut conclure g = 1 si et seulement si f est inversible.
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4. Calculer (gof)o(gof) et caractériser go f

(gof)o(gof)=go(fog)of =goldof =gof,doncgof estun projecteur.

Exercice 31 (CCP MP 2016). @@0©
Soit K le corps des réels ou des complexes et E un K espace vectoriel. Soit f un endomor-

phisme de E tel que 3 = Idg.

1. Montrer que E = ker(f — Idg) @ Im(f — Idg).

Raisonnons par analyse-synthése. Soit x dans E.

Analyse. Supposons que x = y + z, ou y € ker(f —Idg) et z € Im(f — Idg). Alors
f(x)=f(y)+f(z) =y+f(z) et f3(x) = f(y)+f2(z) = y+f?(z). Donc, en sommant
tout, on trouve

X+ f(x)+ F2(x) =3y + z+ f(2) + F(2).

Or, z € Im(f — Id) donc on dispose de k dans E tel que z = f(k) — k. Donc
2+ f(2)+ 2(2) = f(k) — k + F2(k) — (k) + F3(k) — f?(k) = f3(k) — k = 0,

car 3 = Id. Donc
x + f(x) + F2(x) = 3y,

1 1
donc y = §(X + f(x) + f2(x)), donc z=x — y = §(2x — f(x) = f2(x)).
Synthése. Posons
1

Y= %(x F R0+ 200) et 2= 2(2x — F(x) — £2(x)).

Alors

i) y+z= %(X-l— f(x) + F2(x) + 2x — f(x) — f3(x)) = x.
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(i) f(y) = %(f(x)+ F2(x)+3(x)) = %(f(x) + f2(x) +x) = y donc y € ker(f —1d).
(iii)

z= %(QX —f(x) — f2(x))
1

= §(X — F(x) +x — F2(x))
= 2((F ~T)(x) + () ~ ()

- %((f —1d)(—x) + (F — 1d)(F3(x)))

— (f ~1d) (;(—x " f2(x))> € Im(f — 1)

D’ou l'existence de la décomposition, d’'ot la supplémentarité des deux espaces considé-

rés.

2. Montrer que ker(f2 + f +1dg) = Im(f — Idg).

L'inclusion la plus simple est l'inclusion réciproque.

Soit y dans Im(f — Id). Alors on dispose de x dans E tel que y = f(x) — x. Alors
(FP+f+Id)(y) = (FF+ F +1d)(f —1d)(x) = (> — 1d)(x) = 0,

car f3 =1d. D'ou le résultat.

Soit x dans ker(f? + f + Id). Alors on sait que
x=y+zavecy € ker(f —Idg) et z € Im(f — Idg).

Donc y = x — z € ker(f? 4 f 4+ 1d) car z € Im(f — Id) C ker(f2 + f + Id).

Donc y € ker(f? + f +1d) N ker(f — Id).
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Mais alors f2(y) + f(x) +y = 0 et f(y) = y donc f2(y) = y donc 3y = 0 donc

y = 0. Donc x = z € Im(f — Id). D'oti l'inclusion directe.

3. Montrer que ker(f — Idg) = Im(f? + f + Idg).

L'inclusion la plus simple est encore l'inclusion réciproque.
Soit y dans Im(f2+f+Id). Alors on dispose de x dans E tel que y = (f2+f+Id)(x).
Alors, comme précédemment, (f —1d)(y) = (f —I1d)(f?+ f +1d)(x) = (F> —1d)(x) = 0.

D'our le résultat!
Soit x dans ker(f —Id). Alors f(x) = x et £2(x) = x, donc

1 1 5 5 1 5
X:§(X—}—X—|—X): g(x+f(x)+f (X)) =(f"+f+1d) 3X € Im(f° +f +1d),

d’'ou linclusion directe.

3.3 Endomorphismes particuliers

Exercice 32 (Commutation et stabilisation). @@O
Soient f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel £ qui commutent.

On dit qu'un sous-espace vectoriel F de E est stable par g si g(F) C F.

1. Montrer que ker(f) et Im(f) sont stables par g.

Soit x € ker(f). Alors fo(g(x)) = gof(x) = g(0) =0, donc g(x) € kerf. De méme,
st y € Im(f), alors on dispose de x € E tel que y = f(x). Alors g(y) = go f(x) =
fog(x) = f(g(x)), donc g(y) € Imf.
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2. Montrer que, pour tout A dans K, ker(f — AId) est stable par g.

Soit x dans ker(f — AId). Alors f(x) — Ax = 0, t.e. f(x) = Ax. Donc g(f(x)) =
g(Ax) = Ag(x). De plus, comme go f = f o g donc f(g(x)) = Ag(x), donc (f —
Ald)(g(x)) =0, ie. g(x) € ker(f — Ald). Donc ker(f — A\Id) est stable par g.

Exercice 33. @@0O Soit £ un K-espace vectoriel. Soient p et g deux projecteurs qui com-

mutent, i.e. tels que pog=gqgonp.

1. Montrer que p o g est un projecteur.

Calculons (po g)o(pogq).

(pog)o(poqg)=po(qgop)og=po(pog)og=(pop)o(goq)=pogq.

Donc p o g est un projecteur.

2. Montrer que Im(p o q) = Im(p) NIm(q) et que ker(p o q) = ker(p) + ker(q).

e Etude de l'image.
Soit x € Im(p o g). Alors on dispose de y tel que x = po q(y) = p(q(y)). Donc
x € Im(p). De plus, pog = gop, donc x = gop(y) = q(p(y)) donc ¢ € Im(q). Donc
x € Im(p) NIm(q). Donc Im(p o g) C Im(p) NIm(q).
Soit x € Im(p) N Im(q). Alors

poq(x) = p(q(x))
= p(x) car x € Im(q)

= x car x € Im(p).

Donc Im(p) NIm(q) C Im(p o g), d'ou l'égalité.
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e Etude du noyau.
Soit x € ker(p o q). Alors po g(x) = 0, donc g(x) € ker(p). Donc on peut écrire
x = q(x) + (x — q(x)). Vérifions que x — q(x) € ker(q) :

a(x —q(x)) = q(x) — q(q(x)) = q(x) — q(x) = 0.

Donc x s'écrit comme la somme d'un élément de ker(p) et d'un élément de ker(q).
Donc ker(p o q) C ker(p) + ker(q).

Soit x € ker(p) + ker(g). Alors on dispose de f € ker(p) et g € ker(q) tels que
x =f+ g. Alors

poq(x)=poq(f+g)
=poq(f)+poq(9g)
— (p(F)) + pla(g)) car poa = qop

=040=0car f € ker(p) et g € ker(q).

Exercice 34. @ @0 Soit E un K-espace vectoriel, p et g deux projecteurs de E. On suppose

que Im(p) C ker(q). Soit r=p+qg—pog.

1. Montrer que r est un projecteur.

34 /40



MPSI, Pasteur 2024-2025 N. Laillet - W. Ngambou
Espaces vectoriels walter.ngambou@ac-versailles.fr

Calculons ror.

ror=(p+q—poq)o(p+qg—poq)
=pop+pog—popog
+qgop+qgoqg—qopogq
—(pog)op—(pog)og+(pog)o(poaq)
=p+pog—pogq
+qop+qg—qopogq
—poqgop—poqg+pogopoq

=p+qg—pogt+qop—qopog—pogop+pogopog.

Or, Imp C kerg, donc pour tout x, p(x) € Im(p) C ker(q), donc g(p(x)) = 0, donc
gop=0.Donc

gop—qgopog—pogop+pogopoqg=0

Doncror=p+qg—poqg=r, donc r est un projecteur.

2. Déterminer ker(r) et Im(r).

Alors

e Déterminons le noyau de r.

Analyse. Soit x € ker(r). Alors r(x) =0, ie. (p+q)(x) = poqg(x), i.e. en composant
a gauche par p, p(x) + poq(x) = poq(x), i.e. p(x) = 0. Donc x € ker(p). De méme,
en composant a gauche par g, g o p(x) + q(x) = go po q(x), i.e, comme go p =0,
q(x) = 0. Donc x € ker(q). Donc x € ker(p) N ker(q).

Synthése. Soit x € ker(p) Nker(q). Alors p(x) + g(x) — po g(x) = 0.
Donc ker(r) = ker(p) Nker(q).
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e Déterminons l'image de r.

Analyse. Soit y € Im(r). Alors on dispose de x € E tel que y = p(x)+q(x)—poq(x).
Or, p(x) — po q(x) € Im(p) et g(x) € Im(q) donc y € Im(p) + Im(q).

Synthése. Soit y € Im(p) + Im(q). Alors on dispose de x € E et x' € E tels que
y = p(x) + q(x"). Alors

r(y) = ply) +aly) —poq(y)
=pop(x)+poq(x)+qop(x)+qoq(x’)—pogop(x)—pogoq(x)
= p(x) +poq(x) +0+q(x') —0—poq(x)

(car p et g sont des projecteurs et go p = 0)
= p(x) + q(x)

Donc y € Im(r).

-
Exercice 35. @ @O Soit p un projecteur de E.
1. L'ensemble des projecteurs de E est-il un sous-anneau de .Z(E)?
NON! Idg est un projecteur, mais Idg + Idg = 2Idg n'est pas un projecteur.
-

2. Soit Pr = {ap + bId, (a, b) € K?}.

(i) Montrer que Pr est un sous-espace vectoriel de .Z(E).

Déja 0 =0.p+ 0.1d € Pr.

Ensuite, soient u et v deux éléments de Pr, A et u dans K. Alors on dispose de a,
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b, a" et b’ quatre éléments de K tels que u = ap + b.Id et v = a'p + b'.1d. Alors

Au+ v = Xap+ b.Id) +u(a'p+ b'.1d)

=(Aa+ua)p+ (Ab+ ub)d,

donc Au + v € Pr. Donc Pr est un sous-espace vectoriel de .Z(E).

(i) Montrer que Pr est un sous-anneau de (Z(E), +, o), et montrer qu'il est commu-

tatif.

Comme Pr est un sous-espace vectoriel de Z(E), c'est un sous-groupe de
(ZL(E), +).
De plus, Id € Pr car Id = 0.p + 1.1d.
Enfin, soient u et v deux éléments de Pr. Alors on dispose de a, b, aeth quatre

éléments de K tels que v = ap+ b.Id et v = a'p+ b'.1d. Alors

uov = (ap-+bld)o (a'p+ H1d)
=ad .pop+ab.pold+ baldop+ bt Idold

= (ad' + ab' + ba').p + (bb')Id € Pr.

Donc (Pr, 4+, 0) est un sous-anneau de (Z(E), +,0). De plus,

vou=(a'p+ bld)o (ap+ bld)
=adapop+abpold+ baldop+ b'bldold

=(da+adb+ba)p+(b'b)ld=uov.

Donc l'anneau est commutatif.
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(iii) Montrer que si A € K\{1}, Idg — Ap est un automorphisme de E.

(iv)

Si A € K\{1}, Id — \p est de maniére évidente un endomorphisme de E. Reste
a montrer qu'il est bijectif. Soit y € E. Résolvons 'équation Id(x) — Ap(x) = y par
analyse-synthése. St x € E est solution de l'équation, alors p(x) — Ap(x) = p(y),

1 A
Le. p(x) = ﬁp(y). Alors x =y + Ap(x) =y + — Ap(y). D'oli l'unicité d'un

1
A
antécédent de y par Id — Ap. Réciproquement, si x =y + ﬁp(y), alors
A 2
X =Ap(x) =y + 7 —py) = Ap(y) = 7 P¥)
A=X1-=X) =)
=y+ &_A) ply) =y.

Donc tout élément de £ admet un unique antécédent par Id — Ap, donc Id — Ap

est un endomorphisme bijectif, i.e. un automorphisme.

Déterminer les éléments inversibles de I'anneau Pr.

Raisonnons par analyse-synthése.

Analyse. Soit v un élément inversible de Pr. Alors on dispose de a et b dans
K tels que u = ap + b.Id. St b = 0, alors u = ap n’est pas inversible car un
projecteur non égal a l'identité n'est pas inversible. Donc nécessairement b # 0.
Donc p = b (Id — A\p), avec A = _?b. Si XA =1, alors p = b(Id — p), non inversible

par la question (/). Donc nécessairement, X\ # 1, i.e. a # —b.

Synthése. Soient a et b deux éléments de K tels que b # 0 et a # —b. Alors si
u=ap+bld, u= b(Id—Xp) avec X\ = —% # 1, donc, par la question précédente,
u est inversible.

Conclusion. Les éléments inversibles de Pr sont les endomorphismes s'écrivant

comme ap + bld avec b # 0 et a # —b.
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Exercice 36 (Mines 2015). @ @O Soit ® : R[X] — R[X], P — %(P(X) + P(—X)) +
Z(POX) ~ P-X)).

1. Montrer que @ est linéaire.

Soient P et Q deux polyndmes, X\ et u deux réels. Alors

dOP + pQ) = %((AP + @) (X) + (AP + pQ)(—X))
n g((AP +uQ)(X) = (AP + p@)(—X))
_ %Q\P(X) FUQX) + AP(—X) + uQ(—X))
n g(xp(x) F uQ(X) = AP(=X) — pQ(—X))
- %(AP(X) +AP(=X)) + g(AP(X) — AP(=X))
5 QO + QX)) + 5 (HQX) ~ HQ(~X))

= AD(P) + ud(Q).

Donc & est linéatre.

2. Montrer que ker® = {(X — 1)Q; Q € R[X], Q impair}.

Raisonnons par double inclusion.
1 X
Soit P € ker(®). Alors E(P(X) + P(—=X)) + E(P(X) — P(=X)) = 0. En évaluant en
1, on obtient

S(P)+ P(-1)) + 5 (P(1) ~ (1)) =0,

ie. P(1) = 0. Donc 1 est racine de P. Donc on dispose de @ dans R[X] tel que
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= (X —=1)Q. Alors

®(P) = 5 (X~ DQX) + (X ~ DQ(-X))
£ 2 ((X = 1QMX) ~ (-X ~ 1)Q(~X)

_1 ((X —1+ X2 = X)QX) + (=X — 1+ X% + X)Q(—X))
X2

L(@Q0X) + Q(=X).

Donc si ®(P) = 0, alors nécessairement Q(X) + Q(—X) = 0, donc Q est impair.
Réciproquement, soit P un polynéme tel que P(X) = (X —1)Q(X) avec Q impair. Alors

X22_ ! (Q(X) + Q(—X)) = 0. Donc P € ker(®).

de méme que précédemment, d(P) =

Donc ker(®) = {(X — 1)Q, Q impair}.

3. Montrer que Im® @ ker® = R[X] (on cherchera a caractériser ®).

1+ X 1-X
Calculons @ o @. Soit P € R[X]. Alors ®(P) = %P(X) TP(_X)' donc

®(P(P)) = —— 7P(X)+7P( X)

1~|—X(1+X X )
2

1-X /1 1+ X

L (P( X) + P(X))

_ <1+><+ 1—x> <1+XP(X)+1_2XP(—X)>

2 2 2

= 2P0 + 12X = o(P).

Donc @ est un projecteur, il s'agit donc de la projection sur Im(®) parallélement a
ker(®). Donc en particulier ker(®) & Im(®) = R[X].
Remarque. Plutdt que de faire le calcul un peu sale, on peut remarquer que ®(P(—X)) =

®(P(X)). Ceci simplifie grandement les calculs!
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