N°, NOM : Test09, 2025-03-31 (30 min)

Themes : Espaces vectoriels, limites.

(avec corrigé)
. Soient £ un K-e.v., (3, b, €, d) une 4-liste dans E, x dans E. Par défi-
nition, dire que « x est combinaison linéaire de (a, b, c, d) » c’est dire

que ...

Il existe au moins un élément (a, 3,7,6) de K* tel que

x=oad~+Bb+yE+dd .

. Soient £ un K-e.v. et V une partie de E. En pratique, dire que « V

est un sous-espace vectoriel de E » c’est dire que ...

V' est non vide et stable par combinaisons linéaires (de couples de

vecteurs).
|
3 1 1 1
. Le vecteur | 4 | est-il combinaison linéairede | [1|.[0]|.| 0 ?
5 1 1 —1

Si oui, écrire une décomposition linéaire qui le prouve.

Oui! En résolvant un systéme de trois équations linéaires a trois incon-
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nues scalaires, on trouve que
3 1 1 1
4l =x|1|l+ylo|l+z]| 0|  ou(xy z)=(40-1).

5 1 1 -1

-
4. Le polyndme P = 20X? — 12X — 8 € R,[X] est-il combinaison linéaire
de (Q1,Q2YQ3)5 ou Ql = (X - 2)(X - 3), Qz = (X - 1)(X - 3) et
Qs = (X —1)(X — 2)? Si oui, écrire une décomposition linéaire qui

le prouve.

Oui! D’aprés la formule d’interpolation de Lagrange, ou d'apres le théo-

reme de décomposition en éléments simples, on trouve que

P = XQ1+ XaQ2 + X3Q3, ott (A1, Ao, A3) = (0; —48; 68).

5. (x) Soit n € N*. Montrer que (Qx) = (X”*k(l — X)k) _estune

0<k<

base du C-e.v. C,[X]. (On pourra poser V;, = Vect(Qy, . . ., Qy))

Premiérement.
a) Vp = Vect(X"°).

b) Soit £ € [1, n]. Alors
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c)

d)

Donc en raisonnant par récurrence on trouve que
VeeclLe1,n], Vp=Vect(X"°, ... X"

En particulier, V;, = C,[X]. Donc la liste est génératrice.

Deuxiéemement et derniérement.

D'aprés ce qui précéde, {0} TV CVL C---CV, 1 TV,

Dans la liste est libre car d'apreés la propriété d'ajout d'un vecteur a une
partie aucun des polyndmes n'est combinaison linéaire de ceux qui le

précede.

. (*) Montrer que la famille (f,) = (R — C, t + e*"),ec est libre sur C.

y

Comme pour (R — R, t +— e%"),cg. Toute fonction de la famille est

non nulle; puis toute sous-famille de n fonctions est libre, quel que soit

n e N*.
|
. p . . 1
. Asymptotique. Déterminer Im% cos(x)x?.
X—
: 1 _
lim cos(x)x = e /2,
x—0
.
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